Pythagoraan polku 20.4.2013

1. Mill4 vakion a € R arvoilla yhtdlolld [x - 1] - [x - 2| + |x - 4| = a on tdsmailleen 3 ratkaisua?

Ratkaisu. Tarkastellaan funktiota f(x) = |x — 1| - |x - 2| + |x - 4]. Poistamalla itseisarvot
lukusoran eri alueissa, saadaan funktion
lausekkeeksi
3-x,kunx< 1
x+ 1l,kunl< x< 2
-x+ 6, kun2< x< 4
x-3, kunx 2 4

flx) =

Yhtalolla f(x) = a on tasan kolme ratkaisua, jos

— 2. Puolisuunnikkaan sivut ovat 3, 3, 3 ja k, missi k on kokonaisluku. Méaaritd puolisuunnikkaan
suurin mahdollinen pinta-ala.

Ratkaisu Mahdollisia k:n arvoja ovat 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ja 8. Helposti ndhdaén, etta
puollisuunnikkailla, joissa k = 1ja k = 5 on sama korkeus, samoin kun k = 2 ja k = 4.
Kummassakin tapauksessa suurempi k:n arvo antaa suuremman alan. Jos k > 3, niin

—2)2
puolisuunnikkaan korkeus on hy, = |9 - *=3)" jaala Ay = hy % Lasketaan téstd Ay, kun k =
3,4,5,6,7ja8. Saadaan Ay = “o, Ay = S, Ag = S0 Ag= 2 4, = R ja 4 =

V1331

. Suurin ala saadaan, kun k = 6.

.= 3. Kuinka moni positiivinen kokonaisluku ei ole kirjoitettavissa muotoon 100m + 3n, missa m jan
ovat luonnollisia lukuja?

Ratkaisu. Selvitetddn, mitka luvut voi kirjoittaa ndin. Ensinnékin kaikki 3:1la jaolliset. Koska
100 = 3-33+ 1,niinjosk= 3t+ ljat> 33,niink=3-(t- 33)+ 3-33+ 1= 100+ 3n.
Edelleen, 200 = 3-66 + 2,jotenjos = 3t+ 2jat=2 66,niink = 3(t- 66)+ 3:66+ 2 =
200 + 3n. Ainoat luvut, joita ei voi kirjoittaa haluttuun muotoon, ovat 1, 2, 4, 5, ..., 97, 98, 101,
104, ..., 194, 197. N4itd on 99 kappaletta.

~% 4. Romeo ja Julia heittédvit noppaa vuorotellen. Aina, kun heittdjéd saa kuutosen, hén saa pisteen.
Onnekas Romeo saa aina viidesti heitostaan yhden pisteen, mutta Julia saa pisteen aina kuudesta



heitosta. Pelin voittaa se, joka saa ensin nelja pistettd. a) Osoita, etti Romeo voi voittaa. b) Osoita,
ettd Julia voi voittaa.

Ratkaisu a) [Imeinen: peli voi mennd nédin:

Romeo: 1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1;

Julia:  0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0, 0,

ja Romeo voittaa 16. kierroksen kohdalla.

b) Peli voi mennd myds néin:

Romeo: 0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0, 0,
Julia: 1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, 1,
ja Julia voittaa 19. kierroksen kohdalla.

~» 5. Kuution ABCDEFGH sérmén pituus on a. Madritd kolmion EDC korkeusjanojen pituudet.

H

S

Ratkaisu. Kolmio EDC on suorakulmainen, joten sen kaksi korkeusjanaa ovat DC = aja ED =

aV2. Lisiksi EC = a/3. Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan helposti kolmannelle korkeusjanalle
x ehto x:a = (ax/f): (aV/3), joten x = vz v6

2a
V3 3

—= 6. Osoita, ettd luku 20132014 — 2013 on jaollinen luvulla 20132 + 2014.

Ratkaisu Tunnetusti x2°13 — 1 = (x3)671 — 1 = (x3 = 1)(x?°10 + x2007 4 ... 4 1) jax3 — 1 =
(x — 1)(x? + x + 1). Polynomi x(x?°13 — 1) on siis jaollinen polynomilla x? + x + 1. Kun
sijoitetaan x = 2013, saadaan viite.

7. Etsi kaikki ei-negatiiviset kokonaislukuparit (x,y), joille y2 (x +1)=1576 + x*
Ratkaisu. Muokataan yhtdloa
Vx+1)=1576 + x> & yA(x +1)=1577 + x> = 1=1577 + (x+1)(x- 1)

e x+ D[ yY—x+1]=1577=19 - 83.



Siis x+1 on luvun 1577 positiivinen tekija.

Jos x+1=1, niin x=0 ja y* = 1576 eiki kokonaislukuratkaisuja 16ydy. Jos Jos x+1=19, niin x=18 ja
y* =100, jolloin y=10. Jos x+1= 83, niin x=82 ja y* = 100, jolloin y=10. Jos x+1=1577, niin
x=1576 ja y* = 1576 ja kokonaislukuratkaisuja ei 16ydy.

Siis ei-negatiiviset kokonaislukuratkaisut ovat (x=18, y=10) ja (x=82 , y=10).

8. Tarkastellaan polynomiyhtildd x3 + ax? + bx + 6 = 0, missé a ja b ovat kokonaislukuja. Etsi
kaikki mahdolliset ei-negatiiviset kokonaisluvut #, joille seka r ettd — ovat jonkin téllaisen yhtdlon
ratkaisuja.

r3>+ar?+ br+6 = 0
-r3+ar?-br+6 =0
Laskemalla yhtil6t puolittain yhteen saadaan 2ar? + 12 = O eli ar? + 6 = 0. Vihentidmalld

Ratkaisu. Koska r ja —r ovat ratkaisuja, niin saadaan yhtélopari {

yhtilot saadaan 2r3 + 2br = 0. Koska r = 0 ei ole yhtildn ratkaisu, niin valttimatti r2 + b = 0
elib = -r? < 0.Koska toisaalta (-72) = 6 saadaan, ab = 6. Siisb = - 1,~ 2,- 3 tai - 6, joten

r=+-b= 1,vV2,/3 tai 6.

Kaantden, jos 7 = 1,v2, V3 tai V6, voidaan madritelli b = - 12 jaa = %‘ TallGin a ja b ovat

kokonaislukujajab + 12 = Osekdar?+ 6 = ar®?+ ab = a(b + r?).

Koska x3 + ax? + bx + 6 = x(x?+ b) + ax?+ 6, niin r ja— ovat polynomin nollakohtia.

9. Tarkastellaan yhtilod x° + ax + 1 = 0. Etsi kaikki reaaliluvut a, joille on voimassa: Jos
r on yhtélon ratkaisu, niin myds 1/7 on ratkaisu.

Ratkaisu. Koska rja 1/r ovat annetun polynomin nollakohtia r'® + ar + 1= 0ja
(1/r)° + a(1/r)+ 1= 0. a# 0,sillar'® + 1 # 0. Kertomalla jalkimmaisti yht#l6d
puolittain luvulla 7% # 0 saadaan yhtilé 1 + ar® + r1° = 0.

Yhdistdmailld yhtilot saadaan ar = - (r*° + 1) = ar®. Yhtilénar(1- r8) = 0
ratkaisuista vain r = 1 tair = - 1 kelpaavat. Vastaavat luvun a arvot ovata = -2 ja = 2.

10. Tarkastellaan lukujonoa x; = 34,x, = 334,x3 = 3334, ... ,x, = 33--- 334, .... Kuinka monta
n kpl '
numeroa 3 on luvun 9(x,,)® kymmenjirjestelméesityksessi?

10™+142

Ratkaisu. Koska x, - 1 = 33 ...3313, niin x, - 1= (10™*! - 1)/3 elix,, =
n+1kp



10142

3
_ 1 +1 3_1 3(n+1) . 102(n+1) ) +1 _
- )_3(10" +2)3 = 2(103MD 4 6. 1020+D) 4+ 12107 + 8) =

Siis 9(xa)? = 9 (
W1, 51024 4 4. 10nH 4 3,

1030t N
Luvun — kaikki 3(n+1) numeroa ovat kolmosia. Néistd kolme muuta summattavaa

muuttavat kukin yhden numeron. Luvussa 9(x,,)3 = 33---3533--37 33 -+ 3 6 on siten 3n
n kpl n kpl n kpl

kolmosta.

11. Kolmiolle ABC on voimassa AB = AC ja £BAC = 100°. Olkoon D kulman B
puolittajan ja sivun AC leikkauspiste. Osoita, ettd BC = BD + DA.

Ratkaisu. Olkoon E sivun BC piste, jolle BE=BD, ja olkoon F C
pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran piste, jolle DF=DA ja A£F.

Koska AB=AC, niin ZABC = £BCA = 40°. Koska BD on .
kulmanpuolittaja, niin ZABD = 2£DBE = 20°. Koska BE=BD

kolmio DBE on tasakylkinen ja £DEB = 80°. Talldin £DEC =

100° ja kolmion DCE kulmat ovat 100°,40° ja 40° ja DE=EC. D
Kolmio ADF on tasakylkinen (AD=DF) ja £ZFAD=80°
(£CAB=100°). Kolmion FAD kulmat ovat 80°, 20°,80°, joten
kolmiot FBD ja DEB ovat yhtenevét (samat kulmat ja yhteinen
sivu), joten DF=DE. Nyt DA=DF=DE=EC ja R b
BC=BE+EC=BE+AD=BD+DA.

12. Murtoviiva XYZW on piirretty kuvan mukaisesti suorakulmion ABCD sisddn. Murtoviivan
XYZW pituus on korkeintaan 2 pituusyksikkod ja XD = WC. Osoita, ettd suorakulmion ABCD ala
on korkeintaan 1.

A Y B
X W
D Z C

Ratkaisu



Piirretddn kuvan mukainen suoraklulmio P’PZZ’, jolla on sama
pinta-ala kuin suorakulmiolla ABCD. Koska XD=WC, niin
7°X=7ZW ja murtoviivoilla Z’XYZ ja XYZW on sama pituus.
Kun murtoviiva Z’XY korvataan janalla Z’Y, pitee
L’X+XY>Z2Y.
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Tarkastellaan saatua yksinkertaisempaa tapausta. Kuvan

€ merkinnéin a+b=DY+YC < 2. Niytetin, etti suorakulmion
ABCD ala on korkeintaan 1. Olkoon DH kolmion DYC
korkeusjana ja h sen pituus.
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o TH\P Nelikulmion ABCD ala on DCxDA ja kolmion DYC ala on %
7.*"h (DCxDA) = 2(DHxYC). Siis suorakulmion ABCD ala on hb.
D C Koska h<a, niin nelikulmion ala on korkeintaan ab. Mutta nyt

ab=3((a+ b)*- (a- b)) < j(a+ b)?<1-22= 1.

13. Etsi kokonaisluvut n = 2, joille (n — 1)! ei ole luvun n monikerta.

Ratkaisu. Heti ndhdéén, ettd 3!=6 ei ole luvun 4 monikerta. Lisdksi mikéli n on alkuluku, mikdin
luvun (n-1)! tekijoistd ei ole jaollinen luvulla n. Osoitetaan, ettd muita ratkaisuja ei ole.

Olkoon n # 4 yhdistetty luku. Olkoon p luvun n alkulukutekijé, jolloin voidaan kirjoittaa n=pm.
Koska n ei ole alkuluku, niin p<n ja p on luvun (n-1)! tekijd. Jos p # m, sekd p ettd m ovat luvun
(n-1)! tekijbitd ja n=pm on luvun (n-1)! tekiji. Jos p=m, niin n=p’ . Koska n # 4, niin p>2 ja 2p<n
ja sekd p ettd 2p ovat erisuuria luvun (n-1)! tekij6itd. Siis (n-1)! on jaollinen luvulla p(2p) = 2p*=
2n ja siten myos luvulla n.

14. Etsi suurin kokonaisluku n, jolle luvuissa n ja 2n ei ole toistuvia numeroita eiké luvuissa n
ja2n ole yhteisid numeroita. Esimerkiksi luvussa n = 536 mikéan numero ei toistu ja my6skéin
luvussa 2n = 1072 ei ole toistuvia numeroita. Lisdksi luvuissa n ja 2n ei ole yhteisid numeroita.

Ratkaisu. Suurin etsitty luku on n = 48651, jolloin 2n = 97302. Oletetaan, ettd on olemassa
ehdot tayttdva luku m > n. Koska luvussa m on vahintdén 5 numeroa ja kdytdssd on
korkeintaan 10 numeroa, luvussa 2m voi olla korkeintaan 5 numeroa. Koska 2m > 2n, on
luvun 2m ensimmainen numero valttimattd 9 ja siten luvun m ensimmaéinen numero on 4.
Luvun 2m toinen numero ei voi olla 9. Myds 8 on mahdoton, silld muuten luvun m toisen
numeron olisi oltava 9 ja numerot eivét saa toistua. Siis luvun 2m toinen numero on 7.
Koska 2m= 97--- , niin vélttimattd m=48---. Koska numerot 9,8 ja 7 on kéytetty ja luvun
n<m kolmas numero on 6, myos luvun m kolmas numero on 6. Vastaavasti luvun m
neljanneksi numeroksi saadaan 5. Jéljelld ovat numerot 0,1,2 ja 3. Koska m>n, niin luvun
m viimeinen numero on joko 2 tai 3. Téll6in luvun 2m viimeinen numero on joko 4 tai 6,
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mikd on mahdotonta silld numerot eivat voi toistua. Siis lukua m ei ole olemassa ja n=48651
on suurin etsitty luku.

fxtfy
2 b

15. Adrettéman lukujonon f;, f5, fs, ... termit toteuttavat ehdon fx+y =
3

kun x,y ja —3—31 ovat positiivisia kokonaislukuja. Kuinka monta erillistd arvoa jonon
termeissa esiintyy?

Ratkaisu Osoitetaan, ettd jonon kaikki termit ovat yhtd suuret. Olkoon x positiivinen
kokonaisluku. Téllin
fx * fox

f; = f&tﬁx = ‘——E?——‘

josta voidaan ratkaista f,, = f,. Toistamalla saadaan fg, = fo4x = fax = foox = fox = [fo-

Edelleen f3, = fa+sx = -f%f‘”‘ = % = fx. Sijoittamalla x=1 saadaan f; = f, = f3 = f,.
3

Todistetaan induktiolla, ettd f,, = f; kaikilla n=1,2,3,.... Edella on jo todistettu, ettd
fi = fo = f5 = f;. Oletetaan, ettd f,, = f;, jollakin n € N. Osoitetaan ,ettd f,,, = f;. Nyt

_ _f3n"'f3_fn"’f3_fn1+f1_
fn+1_f3713_+3" 2 - 2 = 2 = fi-

Induktioperiaatteen nojalla f, = f; kaikillan € N.

16. Olkoot a, b ja c reaalilukuja siten, ettd yhtdlon x3 + ax? + bx + ¢ = 0 kaikki ratkaisut ovat

va2-3b-a

reaalisia. Osoita, ettd talloin yhtal6lld ei ole lukua suurempia ratkaisuja.

Ratkaisu. Olkoot p 2 q 2 r yhtilén x3 + ax? + bx + ¢ = 0 reaaliset ratkaisut. Kun polynomi

x3+ ax?+ bx+ c= (x- p)(x*+ (p+ a)x + (p*+ ap + b)) = 0. Syntyneen toisen asteen
tekijapolynomin nollakohtien tulee olla reaalisia, joten diskriminantista saadaan ehto

2va?-3b-a

(p+ a)®>-4-1-(p?+ ap+ b) = 0, josta ratkaistaan p < -



17. Kuinka monella tavalla 8x8 ruudukkoon voidaan sijoittaa pelinappuloita siten, ettd jokaisella
vaaka- ja pystyrivilld on pariton madra nappuloita. Yhteen ruutuun voi laittaa korkeintaan yhden
nappulan.

Ratkaisu. Ruudukon vasemmasta yldkulmasta alkavaan 7x7 ruudukkoon voidaan sijoittaa
pelinappuloita 2* tavalla. Jos ruudukon 1. rivilli on parillinen maéri nappuloita, on rivin 8.
sarakkeeseen lisdttdvd nappula. Vastaavasti lisdtdén tarvittaessa nappula rivien 2-7 sarakkeeseen 8,
jos rivilld on parillinen maara nappuloita sarakkeissa 1-7. Vastaavasti tdydennetdan sarakkeiden 1-7
kahdeksas rivi. Tarkastellaan sitten oikeassa alakulmassa olevaa ruutua. Jos 8. sarakkeessa on
parillinen mééra nappuloita, laitetaan ruutuun nappula. Téll6in 7x7 ruudukossa on pariton méira
nappuloita ja siten parittomassa maaréssé sarakkeita on pariton ja parillisessa méardssi sarakkeita
parillinen méaré nappuloita. Néin ollen 7 ensimmaéisen sarakkeen 8. rivilld on parillinen médéra
nappuloita ja alanurkkaan tarvitaan nappula.

Vastaavasti paatelldan, ettd jos 8. sarakkeessa on pariton méira nappuloita, 8. rivilld on my6s
pariton méara nappuloita ja oikea alanurkka jaa tyhjéksi. Koska 7x7 ruudukon nappulat valittiin
vapaasti ja loput masraytyivit ndiden perusteella yksikdsitteisesti, on haettujen tapojen maira 2*°.

: 2
18. Laske integraalin I, = [ (smnx) dx arvo, kunn = 1,2,3, ...

0

sinx

Ratkaisu Osoitetaan, ettd [,, = nm,n = 1,2,3,...Kunn > 2,
7 (sin nx—sin(n—1)x)(sin nx+sin(n—1)x) dx =
0 sin2x X =

2 )
.. 7 sin® nx-sin“(n-1)x
ninD, =I,- I,_1 = fo “Zx dx = |

n ZSin;—C cos( nx—’z—[)ZSin(nx—;—‘] c05§ 7 sin x sin(2n—1)x 7 sin(2n-1)x
[ dx = [FRXSN@RDT g nsin@noDe

0 sinZx 0 sin2x sinx

. [ T sinmx [
Merkitddn D, = Jop_1,n = 2, missd J,, = fo mdx, missd m=0,1,2,...

Kunm = 2 on voimassa
Tsinmx - sin(m - 2)x

= Iz = | dx

0 sinx

J" 2sinx cos(m - 1)x
0 sinx

n o
2 -1
dx = 2[ cos(m- Dxdx= / —SM—){z
0 0 m_l

Jm-a= "=

.. = 0,jos m on parillinen
Slls]m = ]m—z {]0 ) P

J1 = m,jos m on pariton.

Siis D,, = m jakoska I; = m, saadaan [, = nm.

19. Olkoon a > 0 ja f(x) vililla [0, a] mééritelty jatkuva funktio, jolle on voimassa f(x)f (a -
x)= 1.

1) Anna esimerkki funktiosta f.

ii) Todista, ettd funktioita f on ddreton maara.

a dx
iii) Laske fo T



a
Ratkaisu. i) Esimerkiksi funktio f(x) = e* "z on kaikkialla jatkuva ja f(x)f(a — x) =
a a
(ex_f) (ea_x_?) =e’=1
i) Funktiot f(x)™ toteuttavat tehtdvan vaatimukset, jos f(x) ne toteuttaa.
iii) Merkitddn x=a-y, jolloin

_(a_dx 0 -dy  caf(ydy pca, 1 _ e dy _
"=l trw = detiran = b rom = b 1 fom® =2 L ga=a-1

josta saadaan | = %

20. Kolmion ABC sisdan pirretyn ympyran keskipiste on / ja sdde r. Kulman £BAC puolittaja
leikkaa kolmion ympéri piirretyn ympyran myds pisteessd P. Sisdén piirrety ympyra sivuaa
kolmion sivua BC pisteesséd D ja suora PD leikkaa kolmion ympdéri piirretyn ympyran my6s
pisteessd Q. Osoita, ettd jos PD = r, niin P = QI.

Ratkaisu

Kolmion vieruskulman suuruutta, sité, ettd AP puolittaa kulman £ZBCA, ja kehdkulmalausetta
kdyttden ndhddén, ettd £ BIP = £ABI + £IAB = £CBI + £PAC = £CBI + £CBP = £|BP.
Kolmio PBI on siis tasakylkinen, PB = PI. Kolmioissa BPD ja QPB on yhteinen kulma kérjessd P

ja£ PBC = £PAC = £PAB = £PQB. Kolmiot BPD ja QPB ovat yhdenmuotoisia (kk). Siis
PD _ PB
PE " PQ
yhdenmuotoiset. Oletuksen mukaan PD = r = ID, joten edellinen kolmio on tasakylkinen. Siten

,jakoska PB = PI, niin % = % . Tasta seuraa, ettd kolmiot DPI ja IPQ ovat

my0s jalkimmainen kolmio on tasakylkinen, ja vdite on todistettu.
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