Pythagoraan polku 2012, ratkaisuja

1. Asetetaan purkki koordinaatistoon kuvan mukaisesti.
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purkin alin kohta on origossa. Talldin purkin muotoa kuvaava paraabeli kulee pisteiden (0,0), (-6,1) ja (6,1)
katutta. Sijoittamalla pisteet paraabelin yhtdl66n saadaan ratkaistua a=1/36, b=0 ja c=0. Siis purkin pohjaa
kuvaa paraabeli y=1/36 x°.

Aluksi purkki oli suoran ympyralierion muotoinen ja purkin alkutilavuus oli
Vaiw = Tr-h =1-6,0  -5,0 cm>=180m cm”>.

Tilavuuden lisdys koostuu kahdesta pyorahdyskappaleesta, jotka muodostuvat, kun tehtavan paraabeli
pyorahtaa y-akselin ympari.

Koska y=1/36 x*, niin x* = 36y ja yhden pyorahdyskappaleen tilavuudeksi saadaan
1 1 1

Vi= nf x%dy = n] 36ydy =m / 18y? = 18w cm3.

0 0 0

21009 = 28T 1009% = 20%.

Vaiku 1801 cm3

Siis tilavuuden muutosprosentti on

2. h(x) = (f(x))* +(g(x))%, jolloi h’(x) =2 f(x)f' (x) +2g(x)g’(x) =2f(x)g(x) +2g(x)(-f(x)) = 0. Siis h on vakiofunktio, ja
koska h(0) = (f(0))* +(g(0))* = 2> +1 =5, on h(x) = 5 kaikilla x.

3. Separoimalla muuttujat saadaan dyy = - 3dx, josta puolittain integroimalla saadaan Iny = -3x + cja

_3.0

edelleen y = Ce™3* . Sijoittamalla alkuehto saadaan 5 = Ce 3", josta saadaan C = 5. Siis y = 5e~3%,
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Olkoot OK =g ja LB = b. Tall6in OA = 4a ja OB = 4b. Merkitddn LAOB = ¢. Nyt kolmion OKL pinta-ala on
Aokl = %a -3b-sin¢g = %ab sin ¢ ja kolmion OAB pinta-ala Ap,p = 8ab sin ¢. Koska vastaavilla

pyramideilla on sama korkeus h, niiden tilavuuksiksi saadaan

Vokic = i-%abhsintp = %abhsind) = ja Voagc = % 8abhsing = gabhsind).

Pyramidin KABLC tilavuus onV gapic = Voasc = Vokic = (g - %) abhsin¢ = 1fabh sin ¢, ja tilavuuksien
suhteeksi saadaan %abh sin :1?3abh sing = 3:13.

0,4t( 0,4t - 0,4t(,0,4t _ 0,4t
5. a) Derivoimalla saadaan v'(t) = 50 04e0M (0% +1)-04eDH (D 1) = 40 ——— > 0, eli funktio v on

(€04t +1)2 (e94t+1)2
aidosti monotoninen. Lisdksi v(t) = 0, kune®* - 1 = 0, josta ratkeaa t = 0. Rajanopeus nihdiin
e0,4t(1_1/e0,4t)

esimerkiksi muodosta 50 SO (171/eH)

- 50, kunt - oo, silld e%* — oo, kunt - oo.

0 2(e0,2t_e—0,2t) eO,4t_1
202t1g—02t 204try v(t).

b) Derivoimalla saadaan F'(t) = 250

¢ JKuljettu matka saadaan integroimalla:
11,5 11,5
s= f v(t)dt = / 250In(e%% + e7%2%) x 404m.
0 0
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6. a) Olkoon x suihkuldhteen etdisyys sivusta a. Yhdenmuotoisista kolmioista (ristikulma, ja

. X a . . ac
samankohtaiset kulmat) saadaan verranto =y josta ratkaistaan x = 0

60-30
60+40

b) Sijoittamalla arvot saadaan x = = 18 (m).

7. Jaetaan reaaliluku x kahteen osaan ja olkoot osat y ja x-y. Tehtdvan ehdon nojalla on voimassa vy (x-y)
= x, josta sieventamilld saadaan toisen asteen yhtélo y* — xy + x = 0, jonka ratkaisut ovat reaaliset, jos
diskriminantille pitee D=x*-4x 20, elijosx24 taix<0.

8. Jaetaan tarkastelu kolmeen osaan: 1)b<a,2)b>a tai 3)a=b.

. - a+c a e o - a+c . atc a
1) Olkoon b < a. Osoitetaan, ettd 1 < e <o On siis ndytettavd, ettd 1 - s < 0 ja vl 0. Nyt
b+c a+c _ b-a

— - — = —— < ( osamadaran merkkisdadnndn perusteella. Loput kohdat todistetaan vastaavasti.
b+c b+c  b+c Y ¥

Olkoon kolmion korkeus h. Puoliympyran sisdltima kehdkulma on suora, joten yhdenmuotoisista

1/ 2_2
kolmioista saadaan :# = b—’/lz, josta saadaan kolmion korkeudeksi h = b bza =y jolloin kysytty kolmion
. b2VbZ—a?
pinta-alaon 4 = %bh = Ta.



10.

.- (pz) L, P D@ - (- G- D)@*- PP’ - @+ D)P*-p)!
p p! (p* - p)! P
PP - D@2 - 2) (P2 - (- D)@* - p)(p*- (p+ D) - plp- 1!

) p(p- 1)

Siis riittaa nayttaa, etta
(1) (% - D% - 2)(p?*- (p- D) - (p- D!= 0 (mod p*).
Olkoon

()

f)=@-Dx=-2)(x-@-1))=xP"1+ 5, 0P 2+ -+ 5,0+ 5.
Siis kongruenssiyhtilo (1) saa muodon f(p?) - s, = 0 (mod p*) ja riittaa nayttas, etta
5,p% = 0 (mod p*) tais, = 0 (mod p?).
Koska aP~! = 1 (mod p* ) kaikilla1 < a < p - 1, saadaan
3) xP7t=(x- 1(x - 2)(x- (p- 1)) (mod p).
Vertaamalla yhtalén (3) vasemman puolen ja yhtélén (2) oikean puolen kertoimia saadaan p|s;
1< i< p- 2 jasitensy = 0 (mod p).
Sijoittamalla x=p yhtdloon (2) saadaan

f)=@-DP-2) (P - (- 1)) =(p-Dl=sy=pPt+ Sp—zli’p_2 + o+ S1p+ S5 josta
saadaan pP~! + s, ,pP7% + -+ s;p? = —s;p.Koskap 2 5, p|s; ja siten s; = 0 (mod p?).

11. Jonon termit ovat muotoa

2 _ n(n+1)(2n+1)

(1)1%2+ 22+ «+«+ n%2+ (n+ 1k, missd 0 < k < n. Tunnetusti 12 + 22+ -..n < , joten (1)

voidaan kirjoittaa muodossa
(2n?+n+6k)(n+1) _ (n+1) a(2n®+n+6k)

6 a 6
(n+1) >1 ja a(2n?+n+6k)

, missa @ on lukujen n+1 ja 6 suurin yhteinen tekija. Jos n 2 6, niin

> 1 ovat kokonaislukuja, joten (1) ei voi olla alkuluku.

Siis ainoat mahdolliset alkuluvut ovat tapauksetn < 5ja0 < k< n.

Naista alkulukuja ovat 3, 5, 11, 61, 67, 73 ja 79.

12. Naytetaan, ettd raja-arvo on %.

Selvasti ndhdaian, ettd a,, > 0 kaikilla n, joten a,, = Vn.



Todistetaan induktiolla, ettd a,, < v/n+1, kaikilla n.

Josn=0, niin 0 < V0 + 1 = 1 ja véite patee. Josn21jaa,_; < Vn- 1+ 1, on voimassa

apl=ap+nsn+Vvn-1+1<sn+2Vn+1=(Vn+ 1)2.
Olkoon b,, = a, - Vn - 1/2.Talléin b,, € [— %,%] kaikilla n. Riittaa siis ndyttaa, etta b, — oo, kunn — oo,

. 1 1 . .
Jos n21, niin (b, + Vn + 5)2 =a,>=ay_1+n=b,_;+Vn-1+ S +n jasiten

1 1
b2+ (2vn+ 1)b, + n+ Vn+ i bp1+Vn- 1+ Z+n

1
n

Koskavn - vn-1 = msaadaan

1 1
_ b"-1+2_\/ﬁ+vn—1
b, = % meE

/T 1tb, — o0, silld osoittaja on rajoitettu ja nimittdja kasvaa rajatta.

13. Olkoon a irrationaaliluku. Jos a’ on irrationaalinen valitaan b=-a. T4llgin a+b=0 on rationaalinen ja ab=-
a’ on irrationaalinen.

Jos a” on rationaalinen valitaan b=a® -a. T4ll6in a+b=aon rationaalinen, ja ab=a%(a-1). Koska

a= ab/(az) +1 on irrationaalinen myos ab on irrationaalinen. Olkoon b’=1/a tai b’=2/a. talléin ab’=1 tai 2,
jotka ovat rationaalisia. Koska a+b’ =(a’+1)/a tai a+b’=(a’+2)/a, niin (a*+2)/a - (a*+1)/a =1/a, niin ainakin
toinen on irrationaalinen.

14. Olkoon f(x) = e* - x - 1, jolloin f'(x) = e* - 1. Siis f(0)=0 on funktion f pienin arvo.

Nyt
f(f(x) = e xl_ (eX- x-1)- 1= ¢ *1_ e*¥ 4 x > 0 kaikilla x. Kertomalla puolittain tekijalla

e**1 saadaan viite.

15. Kirjoitetaan summa uudelleen muotoon ¥, 2~(+<n>) @ 2-(n=<n>) koska <n> # <n+1>, jos ja
vain jos n=m”+m, jollekin m, niin <n> +<n+1> ja <n> - <n+1> molemmat kasvavat yhdella, paitsi kun
n=m’+m, jolloin lausekkeista ensimmainen hyppaa arvosta m*+m arvoon m*+m+2 kun taas jalkimmaisen
lausekkeen arvo pysyy arvossa m?. Siis summat saavat muodon

ZZ‘"+ Z 2-m* 4 ZZ‘"+ Z 27m = 24+ 1= 3.
n=1 m=1 n=0 m=1

16. Todistetaan, ettd yksikkdsateisen ympyran sisddn mahtuu paraabelinkaari, jonka pituus on vahintaan 4.

Tarkastellaan paraabelia y = Ax? ympyrén x2+ (y- 1)2 = 1 sisilla. Oletetaan, ettd A > 1/2.



V2A-1
A

Ympyran ja paraabelin leikkauspisteet ovat (0,0) ja (* , 21 ). Olkoon L pisteiden (0,0) ja
A

(\/ZA—I
A
symmetrian vuoksi todistaa vaitteen.

, —ZAA_l ) vélisen paraabelin kaaren pituus. Osoitetaan, ettd kun A on riittdvan suuri, on L > 2, mika

Nyt

V2A-1
A

L= 1+ (2Ax)? dx =
0

2v2A-1
(

V14 x2 - x)dx— 2),

1 2v2A-1 1
— JI+xZdx=2+—
2Af0 AEXE LT o (fo

missa viimeisessa vaiheessa jarjestetdan integraaliin —x. Jos x20, niin

1 1 1
V1i+ x2-x= > 2 -
Vi+xZ+x 21+ x2 2(x+ 1)

Koska integraali f°° L dx hajaantuu, niin myos integraali f:’(Vl + x2 - x )dx hajaantuu ja riittivan

0 2(x+1).

V2A—1
suurella A on voimassa fo A J1+ (QAx)?dx > 2,jotenL>2.

17. Olkoon C Luokan kaikkien 46 oppilaan joukko olkoon
s:=max {|S||S € C,S ei sisalla mitaan ryhmaa kokonaan.}

Riittaa osoittaa, ettd s210, silld jos |S| = s > 10, voidaan valita mika tahansa joukon S 10 alkion osajoukko.

Oletetaan, ettd s < 9. Olkoon S joukko, jolle |S| =s ja S ei sisélld kokonaan mitdan ryhmaa. Olkoon v mika
tahansa luokan opiskelija v € S. Koska s on maksimaalinen, I6ydetdan ryhma, jonka jasenina ovat v ja kaksi
joukon S opiskelijaa. Nama joukon S opiskelijat voidaan valita (5) < (3) = 36 tavalla. Toisaalta joukon S
ulkopuolella on vdhintadn 37 = 46 — 9 opiskelijaa. Siten joukon S ulkopuolisten37 opiskelijoiden joukossa on
vahintdan yksi opiskelija u, joka ei kuulu yhteenkddn ryhmaan, jossa on kaksi opiskelijaa joukosta S ja yksi
joukon S ulkopuolelta. Tama siksi, ettd milldan kahdella eri ryhmalld ei ole kahta yhteista jasenta. Mutta nyt
S voidaan laajentaa sisdltamaan opiskelija u, mika on ristiriita.

18. Vahentamalla ja lisdéamalla annetut yhtalot puolittain saadaan

= x*+ 10x%y% + 5y*

Lirkrx|N

= 5x*+ 10x%y? + y*,

Kertomalla ylempaa yhtadl6a puolittain x:I13 ja alempaa y:ll3 ja lisdamalla ja vahentamalld saadut yhtalst
puolittain saadaan yhtalét

3=(x+y)° 1= (x-y)°

¥E+1 _ V31
2 Ja Y=

joista saadaan yksikasitteinen ratkaisu x =



19. Merkitdan |PA| = a, |PB| = b, |PC| =c, |PX]| =x, |PY]| =y, |AX]| =p, |BY]| =q ja |CZ| =r. Voidaan
olettaa etta tasasivuisen kolmion sivun pituus on 1.

p2___a2_x2 (1_p)2=b2_x2
Pythagoraan lauseen nojalla saadaan g2 = p2- y2 (1- )%= c¢2- y?
r2=c2-2z2 (1-71)%=a?- 22

Laskemalla sarakkeiden yhtal6t puolittain yhteen saadaan

P2+ q?+12=a?+bh*+c?- (xX®2+y?2+z)=(1-p)?+ (1-q?%*+ (1-1r)?
josta saadaan
P2+ q?+1r2=1-2p+p?+1-2q+ q*>+ 1-2r+r?

josta vaite p+q+r =2/3 seuraa.




Tehtivi. Ville ja Jaakko pelaavat 6 x 6 -ruudukolla seuraavaa pelii: Villelld
on 18 mustaa pelinappulaa ja Jaakolla 18 valkoista pelinappulaa, ja kum-
pikin laittaa vuorollaan pelinappulan jonkin tyhjidn ruudun keskipisteeseen.
Nain jatketaan, kunnes toinen joutuu laittamaan pelinappulan niin, etté nel-
ja samanvéristd nappulaa ovat jonkin nelion kirkipisteet. T&lloin vuorossa
oleva pelaaja hividd. Ville aloittaa.

Onko Villella voittostrategiaa? Voiko kdyda niin, ettei kumpikaan ole voit-
tanut, mutta kaikki nappulat ovat laudalla?

(Lahde: Sphere Packing, Lewis Carroll, and Reversi, Martin Gardner,
2009)

Ratkaisu. Seuraavalla strategialla Jaakko voi varmistaa, ettei havid. Merki-
tadn m. rivin n. sarakkeen ruutua merkinnélld (m,n). Aina kun Ville pelaa
ruutuun (k,[), niin Jaakko pelaa omalla vuorollaan ruutuun (6 — k,1). Té-
hén ruutuun on aina mahdollista pelata tita strategiaa kiyttamalld, ja Jaa-
kon nappuloista ei voi muodostua neliotd ennen Villed. Jos nimittdin nelji
valkoista nappulaa sijaitsisivat jonkin nelion kirkipisteisséd, niin niiden pe-
laamista edeltévilld vuoroilla Villen olisi tdytynyt laittaa nelja mustaa kives,
jotka ovat nelion kidrkipisteet.

Oheisessa kuvassa ndkyy esimerkkitilanne, jossa peli on loppunut tasape-
liin: kumpikaan ei ole voittanut ja kaikki nappulat ovat laudalla.

Tehtidvi. Osoita, ettd kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n
Z “in (20 — )

1 =
: 2n sin(7/2n)

Ratkaisu. Naytetdan, ettd kaikilla reaaliluvuilla « ja kaikilla positiivisilla ko-

—_

1



konaisluvuilla n patee

sin(a) i sin((2i — 1)a) = sin®(na),

jolloin tehtévdn viite seuraa sijoittamalla a = 7/2n ja jakamalla puolittain

luvulla sin(7/2n).

Osoitetaan vdite induktiolla luvun n suhteen. Kun n = 1, viite pitee
muodossa sin?(a) = sin?(a). Oletetaan sitten, etts vaite pitee, kun n = k

jollain £.

Sinin ja kosinin summakaavoilla saadaan

k+1

sin(o:)Zsin((Qi -1a) =

1=1

sin(a) Z sin((2i — 1)a) + sin(a) sin((2k + 1)a)

sin?(ka) + sin(a) sin((2k + 1)a)

sin®(ka) + sin(a)(sin(2ka) cos(a) + cos(2ka) sin(a))

sin?(ka) +

sin(«)(2sin(ka) cos(ka) cos(a) + (cos?(ka) — sin?(ka)) sin(ar))
sin®(ka)(1 — sin®(a)) + 2sin(ka) cos(a) cos(ka) sin(a)

+ cos?(ka) sin®(a)

(sin(ka) cos(a) + cos(ka) sin(a))?

sin?((k + 1)a).

Siispd véite pdtee myos, kun n = k + 1, joten se pétee induktion nojalla
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla.

Vaihtoehtoinen lahestymistapa kompleksilukuja osaaville on tulkita si-
nit kompleksisen eksponenttifunktion avulla ja kidyttdd geometrisen summan
kaavaa, joka my0s johtaa ratkaisuun.



