Pythagoraan polku 17.4.2010, ratkaisut

s
1. Junan nopeus on vakio v = e Olkoon [ kiskon pituus ja x kiskojen maéara, jonka juna

kulkee 27 sekunnissa. Saadaan yhtalo

xl x [km]

27 [s] ~ (60 +15)-60 [s]’

josta | = 0,006 km. Siis kiskon pituus on 6 m.

2. Palkinnot voivat jakautua siten, ettd erds saa kaikki nelja, erds saa kolme, erds saa
kaksi ja joku muu kaksi tai kaksi muuta yhden tai kaikki nelja menevat eri henkiléille.

Mahdollisuuksia on siis 6 + 6 - 5 + (g) +6 - (2) + (i) = 126.

3. Nelinumeroinen kokonaisluku a4asasaq on jaollinen yhdellatoista, jos a1 —as + a3 — ay
on jaollinen yhdellatoista. Koska 2 + 3 = 1 4 4, luvun 1234 johdannaisista yhdellatoista
jaollisia ovat ne, joissa toinen ja neljas numero ovat 2 ja 3 tai ensimmainen ja kolmas
numero ovat 2 ja 3. Siis yhdelldtoista jaollisia ovat 2134, 2431, 3124, 3421, 1243, 4213,
1342 ja 4312.

4. Huomataan, ettd kayra on symmetrinen suoran y = x suhteen. Téasta seuraa, etta jos
kayralld on vaakasuora eli z-akselin suuntainen tangentti pisteessi (xg, yo), niin silld on
pystysuora eli y-akselin suuntainen tangentti pisteessid (yg, o). Derivoimalla implisiitti-
sesti yhtilod o2 — 3zy + y® = 0 saadaan 322 — 3y — 32y’ + 3y?y’ = 0, josta ratkaistaan
r_ Y- g
vy = 2 —zx
riiseen yht#loon saadaan 2 — 3z - 22 + 2% = 0, josta 23(z3 — 2) = 0 ja edelleen = = 0 tai
x = /2. Kéyrilld on siis vaakasuora tangentti pisteessi (V/2, v/4) ja pystysuora tangentti
pisteessd (V/4, v/2). Kun = 0, niin y = 0, joten derivaatan lauseke on médrittelemitdn,
kun z = 0. Kayran kayttaytyminen origossa voidaan selvittaa siirtymaélla napakoordinaat-
teihin = rcost, y = rsint. Kun nima4 sijoitetaan yhtaloon 3 — 3zy + y> = 0, voidaan
ratkaista

. Kéyrin tangentti on vaakasuora, jos 3’ = 0 eli y = 22. Sijoittamalla alkupe-

_ 3costsint
~ cosBt4sin®t
. T, 3T . 3w Tm
Ehto r > 0 rajaa t:n véleihin [0, 5], (Z’ 7] ja [?, Z) Kun ¢ kuuluu néihin véleihin,
niin
3cos?tsint 3tant . 3costsin? ¢ 3tan’t
T =rcost= —— = 3=, Y=rsint= —— = 3.
cos3t + sin” ¢ 1+ tan”t cos3t +sin” t 14 tan”t
-0
Tarkastellaan erotusosamaarai 4 = ¥_ tant. Kun ¢ — 0 tai ¢ — m, niin erotus-
x x

osamadara lahestyy nollaa. Kéayralla on siis vaakasuora tangentti origossa. Symmetrian



vuoksi origossa on myos pystysuora tangentti. — Cartesiuksen lehti I' on kayré, joka leik-
kaa itsensé (kohtisuorasti) origossa. Jos ”tangentti” on suora, joka kohtaa kéyrdn yhdessi
pisteessa, mutta ei toisessa laheisessa pisteessa, niin jokainen origon kautta kulkeva suora
on I':n tangentti samoin kuin esimerkiksi jokainen nelion karjen kautta kulkeva suora olisi
nelion piirin tangentti. Annettu ratkaisu perustuu tulkintaan, jonka mukaan pisteeseen
(20, yo) piirretty kiyrdn tangentti on kayrén pisteiden (zo, yo) ja (x, y) kautta kulkevan
suoran "rajasuora”, kun (z, y) ldhestyy (zo, yo):aa kiyrda pitkin.

5. Ep#yhtdlo on mairitelty, kun  # 4++/3. Ottamalla epéyhtilon oikealla puolella 2z
yhteiseksi tekijiksi ja supistamalla (2 + v/3):lla sekd viemilld kaikki termit epiyhtilon

vasemmalle puolelle saadaan
3\ 2
(:L' + —) (1—2x)
2
<0

r—/3 -

josta epéyhtilon ratkaisuksi saadaan osamédrin merkkisdinnon avulla —v/3 > z tai
1
—\/§<x§§taix>\/§.

6. Tehtdvan munkkirinkeli syntyy, kun ympyré, jonka keskipiste on (0, 5) ja sidde 2,5
cm, pyorahtaa x-akselin ympari. Pappuksen lauseen nojalla ndin muodostuvan kappaleen
tilavuus saadaan, kun kerrotaan ympyran ala ympyran keskipisteen pyorahdyksen aikana

12572
kulkemalla matkalla. Siis V = 275 - 7(2,5)% = T emd ~ 616,85 cm®.

Tilavuus voidaan laskea turvautumatta Pappuksen sdantoon kayrien y; = 5++/2,52 — 22 ja
Yo = 5 — /2,52 — 22 synnyttamien pyorahdyskappaleitten tilavuuksien erotuksena. Koska
y3 — y32 = 204/2,52 — 22, on laskettava

2,5
V =207 \/2,52 — a2 dx.
2,5

Integraali on 2,5-séiteisen puoliympyrin ala. Siis V = 10 - 2,5%72.

7. Kahdeksankulmio muodostuu 16 suorakulmaisesta

2 r
kolmiosta, jonka pienin kulma on o = % = g Olkoon r
taikinaympyran side R = h + r. Kuvion kolmiosta h
saadaan % = tang = V2 — 1, joten r = h(v2 —
1). Nyt A = 7R? = w(r + h)? = 27h? ja Ap =
h 2
16(77#%) = (8v/2—8+127—8v2r)h2. Siis tyhjii

. Ar — Ap _ 8 — 107 — 8v/2 + 827 ~ 0, 12046 ~
AT 2

13%.

O
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8. Jokaista lukualueella olevaa kasvavaa kokonaislukua vastaa joukko, jossa on 9 numeroa
valilta 0 ... 9 ja sama numero saa esiintya monta kertaa. Esimerkiksi kokonaislukua 22588
vastaa joukko {0,0,0,0,2,2,5,8,8}. Edelleen jokaista téllaista joukkoa vastaa esitys, jossa
on 9 kertaa merkki x (valittu numero) ja 9 kertaa merkki | (erotinmerkki). Esimerkiksi
kokonaislukua 22588 vastaa esitys x x x x || x x||| x [|| x x|. Téllaisten esitysten maara

18
on sama kuin 18-alkioisen joukon 9-alkioisten osajoukkojen maara 3li (9) = 48620.

(Tehtavé ja ratkaisu: Antti Laaksonen)
9. Lasketaan ensin lierion "teroitetun ylaosan” tilavuus. Olkoon lierion akseli z-akseli.
Leikataan lieriota tasoilla z + 2 = R ja z = x + R. Kappaleen ja tason x =, 0 <t < R

leikkauskuvio on suorakaide, jonka korkeus on R — t ja kanta (xy-tasossa) 2v/ R? — t2.
Lierion teroitetun osan tilavuus on silloin

R
V1:4/ (R—1t)\/R?>—t2dt
0
Nyt
R
/\/R2—t2dt
0

on R-sateisen ympyran neljanneksen ala ja
R 2/ 2
/ (—2t)V/R? — 2 dt = g/ (R* —t%)%/% = §R3'
0 0

4
Kun nidméi yhdistetisin, saadaan V; = 7R3 — gRS; koska lierion ”ehjaksi jadneen” alaosan

4
tilavuus on Vo = mR3, koko kappaleen tilavuus on 2w R3 — gRS.

10. Olkoot kolmion sivut a, b ja ¢. Kun kolmion ala lausutaan kolmella eri tavalla sivun
3 .
ja vastaavan korkeuden tulona, saadaan a = 2b = 3¢ Jos sivua a vastaan piirretty

korekusjana (jonka pituus siis on 1) jakaa a-sivun osiin x ja a — z, niin Pythagoraan
lauseen perusteella ¢ — 22 = b? — (a — x)? eli

2 — b2+ a? 1 /4 1—1—1 43@
rT= = [ - — - a=—a.
2a 2\9 4 72

4 43\
Pythagoraan lauseen noalla on edelleen ¢? — 22 = 1 eli §a2 =1+ —) a®. Tasté

72
72 36 48
ratkaistaan ¢« = ———. Muut kaksi sivua ovat siis b =

——jac= ——.
Ji55 /455’ VA55

11. Olkoon nelic ABCD, M sivun AB keskipiste ja P janojen AC ja M D leikkauspiste.
Kolmiot AMP ja CDP ovat yhdenmuotoiset (kaikki vastinkulmat yhtéd suuria). Koska

V2 2v2

DC =2-AM, niin PC =2- AP. KoskaAC:\/i-a,niinAP:?ajaPC':T
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12. Rivi, jossa ei ole kahta perakkéiista numeroa, on muotoa ki, ks + 1, k3 + 2, ..., k7 + 6,
33
missa 1 < ky < ko < --- < k7 < 33. Luvut kq, ..., k7 voidaan valita <7) eri tavalla,

joten todennakoisyys, etta oikeassa lottorivissa ei ole kahta perdakkaista numeroa on

(7)
7
1 - ——% ~0,722.
39 ’
7
13. Oletetaan etta yhtélolla on ratkaisuna kokonaisluvut a, b, ¢ ja d, joista kaikki eivét ole
nollia. Jos m =s.y.t.(a,b, ¢,d), niin a; = a/m, by = b/m,c; = ¢/m ja dy = d/m on yhtélon
kokonaislukuratkaisu, jolle s.y.t.(a1, b1, ¢1, d1) = 1. Siis voidaan olettaa, ettd (a, b, ¢, d)
on yhtélon ratkaisu, jolle s.y.t.(a, b, ¢, d) = 1. Yhtdlo voidaan kirjoittaa yhtapitdvaan
muotoon 2(a? + 5b%) = (2¢ + d)? + 5d?, joten 2a?> = (2¢ + d)?> (mod 5). Koska 2 on
epanelionjadnnos modulo 5, niin valttdméttd a = 2¢c+d = 0 (mod 5). Siis @ = 5X ja
2c+d = 5Y joillekin kokonaisluvuille X ja Y, ja voidaan kirjoittaa 2(5X 2+ b?) = 5y? + d>.
Vastaavasti kuin edelld paitelldin, ettd 262 = d® (mod 5), joten b = d = 0 (mod 5).
Sisa=b=c=d=0 (mod5), mikd on ristiriita oletuksen s.y.t.(a, b, c,d) = 1 kanssa.
Siis yhtalon ainoa kokonaislukuratkaisu on a =b=c=d = 0.
14. a) Olkoon f(t) = (tant —t)/t3, kun 0 < t < 1. Derivoimalla saadaan f’(t) = g(t)/t,
int
missi g(t) = ttan?t — 3tant + 3t, jolloin ¢'(t) = Sm3t(2t — sin 2t). Siispa ¢'(t) > 0,
Cos
kun 0 < ¢t < 1, joten g(t) > ¢g(0) = 0, kun 0 < ¢t < 1. Esimerkiksi soveltamalla kolme

1 tant — ¢
kertaa I’'Hospitalin sddnt6a ndhdaan, ettd lim; o4 f(f) = 3 Néin ollen — < anT <
tant — ¢
tan(1)—1, kun 0 < ¢ < 1. Koska tan(1) < tan(7/3) = v/3 < 2, niin pétee 0 < anT <1,

kun 0 <t<ljat<tant<t+t3, kun 0 <t <1.

b) Kin 0 <z <7jal<y<1 nin0 <sinx < 1, joten on voimassa 0 < ysinz < 1.
Tehtdvan a)-kohdan nojalla

ysinz < tan(ysinz) < ysinz + (ysinz)?,

joten

tan(ysinz) — ysinz
Yy

Integroimalla yli valin 0 < z < 7 saadaan

0< < y?sin’ z.

1 ™ o
0< —/ (tan(ysinz) — ysinz)dx < y2/ sin® zdz.
YJo 0

Antamalla y — 0+ saadaan

1 s
lim — tan(ysinz) — ysinxz)dx = 0,
S, /O (tan(y sinx) — ysin)



ja siten

1 ™ ™
lim —/ tan(ysinx)dx:/ sin zdz,
y=0+ Yy Jo 0

eli

1 ™
lim —/ tan(ysinz)dz = 2.
y—0+y Jo

Korvaamalla y ylla —y:11a nahdaan, etta

1 ™
lim —/ tan(ysinz)dzr = 2.
y—0— Yy 0

Siis on naytetty, ettd L = 2.

15. Riittaa, kun naytetaan ettd on ZKOL on suora
kulma. Koska OM = OP, niin OK puolittaa kulman
/M K P ja vastaavasti, koska ON = OP, niin OL puo-
littaa kulman ZPLN. Koska /MK P+/NLP = 180°,
niin Z/OKL + ZOLK = 90° ja ZKOL = 90°.

16. Symmetrian vuoksi riittaa tarkastella epayhtéaloa
lz| + |y| + | +y| < 2 tason ensimmaéisessi ja toi-
sessa neljanneksessa. Ensimmaisessa neljanneksessa
x,y > 0, ja epayhtalo sievenee muotoon =z +y < 1,
joka toteutuu suoran y = —x + 1 alapuolella.

Kun z < 0 jay > 0, tarkastellaan erikseen tapaukset x+y > 0jaz+y < 0. Kun z+y > 0,
epayhtalo sievenee muotoon y < 1 ja kun x + y < 0, epayhtalo sievenee muotoon = > —1.

Alueen pinta-ala on siis A =2 (1 + T) =3.

17. Aineiden arvosanat ovat toisistaan riippumatto- S K voimassa
mia. Yhden aineen tulos nahddaan puukuviosta. Lo- L L
pullisia arvosanoja vastaavat todennakoisyydet ovat:
P(L) = 06+03-06+0,1-06 = 0,84, P(FE) =
0,32+0,3-0,1+0,1-0,3 = 0,15 ja P(M) = 0,12 = 0,01. E

Nyt siis P(syksylld nelji L:3i) = 0,6 = 0,1296,
M %

P(keviidlli nelji L:id) = 0,844 = 0,4979, P(syksylli
vih. yksi M) =1 —0,9* = 0,3439 ja P(keviilld vih.
yksi M) =1— 0,99% = 0,03940.

SEMr 2mr
S mr mmr

18. Koska sinC' <1 ja sin Asin B > 0, niin 1 > cos(A — B) = cos Acos B + sin Asin B >
cos Acos B + sin Asin BsinC' = 1. Epayhtéaldissa on oltava yhtasuuruus, joten on oltava
cos(A— B) =1jasinC = 1. Siis ZC = 90° ja LA = ZB = 45°, joten kolmio ABC on
suorakulmainen tasakylkinen kolmio.




19. Koska pois heitetyissa korteissa on yhtd monta punaista ja mustaa korttia, myos
pelaajien saamien korttien ma#rat ovat samat. Siis pelin loputtua molemmilla pelaajilla
on aina yhta monta korttia eika peli ole sinulle kannattavaa aloitusmaksun vuoksi. Jokainen
pelaamasi peli maksaa sinulle euron.

20. Voidaan olettaa, ettd P(z) > Q(z) kaikilla reaaliluvuilla x. Té&lloin P(P(z)) >
Q(P(x)) = P(Q(x)) > Q(Qx)), misté tulos seuraa. (1980 Canadian Mathematical Olym-

piad)
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