Pythagoraan polku 5.4.2008

Ratkaiskaa jokainen tehtdvd omalle paperille ja merkitkdd joka paperiin
tehtavan numero ja joukkueenne tunnus (tai koulun nimi).

1.

Kaksi 2x2-"nastan” Lego-palikkaa voidaan liittda toisiinsa kolmella eri
tavalla. Tavat nikyvét alla olevasta kuvasta (sinisten ja vihreiden yhdis-
telmét). Vasemmanpuoleinen punainen yhdistelmé on sama ja oikealla
olevat punaiset palikat eivit ole kiinni — niitd ei siis lasketa. Kuinka
monta erilaista rakennelmaa voi kolmesta keskendén saman virisesté
kuvan mukaisesta Lego-palikasta tehd&?

Etsi kaikki kokonaisluvut x ja y, jotka toteuttavat yhtélon

1 1 1

x + y 7
Suorakulmaisen sdrmioén muotoisen huoneen lattian nurkkien koordi-
naatit ovat (0,0,0), (5,0,0), (5,7,0) ja (0,7,0). Huoneen korkeus on 3.
Lattialla pisteessé (1,1,0) on hdméahékki. Se pystyy rydmiméén lattiaa,
seinid ja kattoa pitkin. Hamahdkki aikoo liikkua katossa sijaitsevaan
pisteeseen (4,5,3) lyhintd mahdollista reittid pitkin. Kuinka pitkd on
tamé reitti?

Kuinka monta nollaa on luvun 100! lopussa? (100! =1-2-...-100)

Henkil6 A maalaa talon 20:ssa tunnissa ja henkilé B maalaa saman
talon 30:ssd tunnissa. Kuinka kauan talon maalaus kestiisi jos molem-
mat henkil6t maalaisivat taloa yhta aikaa?



6. Todista, ettii on olemassa irrationaaliluvut x ja y siten, etti z¥v = 1 ja

2
ry = 1.

7. Nelja merirosvoa ovat saaneet aarteekseen 100 kultarahaa. Heilld on
tarkka sdannostod kuinka rahat jaetaan. Yksi merirosvoista on kapteeni,
toinen adjutantti, kolmas korpraali ja neljan tavallinen rivimies. Kapteeni
saa ensimmadiseksi ehdottaa kuinka rahat jaetaan kullekin merirosvolle.
Kaikki merirosvot ddnestivit hyviksytiaanko ehdotus vaiko ei, mukaan-
lukien kapteeni itse. Mikili yli 50% &#nistd hyvéksyy, rahat jaetaan
kuten on ehdotettu ja he jatkavat matkaa. Mikéli 50% tai yli 4dnista
hylkad ehdotuksen, kapteeni heitetdin laidan yli mereen ja jiljelle jadneet
tekevit uuden iteraation samaa prosessia, jossa nyt adjutantti saa ehdot-
taa rahojen jakamista. Mikili adjutantin ehdotus hylatdan, hanetkin
heitetddn mereen ja seuraavaksi korpraali saa ehdottaa rahan jakoa
kahdelle jiljelle jadneelle samalla prosessilla. Jos korpraalikin lentda
laidan yli, rivimies saa kaiken. Merirosvot ovat tadysin loogisia seké aja-
vat viimeiseen lanttiin asti omaa etuaan ohi kaiken muun. He myés
priorisoivat toisen merirosvon laidan yli heittdmisen oman kuolemansa
ohi, eli mieluummin kuolevat itse ja tapattavat lisdksi jonkun toisen
kuin eivit ketddn. Mikd on kapteenin paras ehdotus, jolla hin saa eni-
ten rahaa?

8. Madritd kilyrin y = 2® + ax? + bx + ¢ sen tangentin yhtild, joka ei ole
samansuuntainen minkdin muun tangentin kanssa.

9. Kun yksikkoympyré vierii pitkin xz-akselia, niin ympyran kehédn kiinteéd
piste piirtaa sykloidi-kiyran. Talloin ympyran keskipiste liikkuu suoral-
la y = 1. Olkoon kiyrdn piirtdva piste origossa, kun ympyrin keskipiste
on pisteessa (0,1).

(a) Maarita tdmén sykloidin yhtilo parametrimuodossa.

(b) Miki on sykloidi-kiiyrdn pituus, kun ympyra on vierinyt kulman
0 <t <27 verran?

10. Laske

/02 Nyt



11.

12.

13.

14.

15.

Olkoon P erddn tasokuvion reunan pituus ja S kyseisen kuvion pinta-
ala. Madritellddn suhde o kaavalla

S

= B

Onko neli6 mahdollista jakaa kahteen osaan siten ettd jokaisen osan «
suhdeluku on suurempi kuin alkuperiisen nelién? Perustele.

«

Suorakulmio on leikattu osiin kuten alla olevasta kuvasta kiy ilmi.
Kuvioon on annettu joidenkin osien pituuksia. Todista ettd kuvioista
voidaan niité siirtelemalld ja kddntelemallda muodostaa nelio.

12
5

10

Lattiafunktion arvo |x] on se kokonaisluku, joka on pienempi tai yhté
suuri kuin z. Eli esimerkiksi |1,73] = 1 ja |7| = 7. Mééritd funktio
f(n) siten ettd | f(n)] muodostaa jonon

1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,...
kun n kiy lapi kaikki kokonaisluvut yhdesté eteenpéin.

Heitetddn tavallista kuusitahkoista noppaa. Nopan heittosarja 2—-1-1
tarkoittaa, ettd noppaa heitetdin kolmesti, ensimmaisen heiton silmaluku
on 2 ja kahden muun heiton silmaluku on 1. Tdmén heittosarjan sum-
maon 4 (2 + 1 + 1). Kaikkiaan summan 4 tuottaa kahdeksan eri heit-
tosarjaa, nimittiin sarjat 1-1-1-1, 1-1-2, 1-2-1, 2-1-1, 1-3, 3-1, 2-2
ja 4.

(a) Kuinka monta eri heittosarjaa tuottaa summan 127

(b) Kuinka monessa a-kohdan heittosarjoista on parillinen méaéra heit-
toja?

Laske tarkka arvo lausekkeelle

.« Q@ o e .
In sin ﬁ—i—ln cos a+In cos §—|—ln cos ?—i_' ..+Incos 100 kun o = 7.



16.

17.

18.

19.

Olkoon p(z) = a,z™ + .. .a1x + ay kokonaislukukertoiminen polynomi,
eli kertoimet a,,...,a1,a9 € Z. Jos on olemassa neljé erillistd kokon-
aislukua a, b, c,d € Z siten, etta

niin todista, ettei ole olemassa kokonaislukua m siten ettd p(m) = 8.

Dodekaedri on sadnnollinen 12-tahokas, joka koostuu 12:sta sdanndl-
lisestd viisikulmiosta. Jokaisen kahden vierekkéisen viisikulmion muo-
dostamien tasojen vilinen kulma on sama. Laske tdma kulma.

Pisteet (0,0, 0), (1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1) muodostavat tetraedrin. Kuin-
ka monta palloa voidaan sijoittaa avaruuteen niin etti ne sivuavat
jokaista tdmén tetraedrin tahkon sisidltavia tasoa?

Ympyran sisdpuolelle asetetaan satunnaisesti piste. Sitten ympyrin
sisdpuolelle asetetaan toinen piste ja ndiden kahden pisteen kautta piir-
retdan suora, joka leikkaa ympyrin kahdessa pisteessd. Namé kaksi pis-
tettd maaraavat ympyralle kaksi kaarta. Mikd on todennakoisyys aset-
taa ensimmaéinen piste niin, etta laitettiinpa toinen piste miten tahansa,
niin pisteiden kautta muodostuvien molempien kaarien pituus on en-
emmén kuin % ympyran kehdn pituudesta?
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