Pythagoraan polku —matematiikkakilpailu 2015

Laskekaa joka tehtdvd omalle paperilleen. Paperiin tehtdvidn numero ja joukkueen nimi.

1. a) Kumpi luvuista 991°! vai 101°° on suurempi?
. 1
b) Laske raja-arvo lim,_,qs Vxe*"G.

Ratkaisu.
a) Tutkitaan lukujen logaritmien erotusta. 1g 991 —1g101°° = 1011g99 —991g 101 =

101-99 (€2 1811

99 101
) 1 - “ . 1g99 _ 1g101
Koska funktio f(x) = % on aidosti vaheneva, kun x > e, niin “’;—9 > %oT'

Siis 1 g991%1 > 1g101%° . Koska kymmenkantainen logaritmi on aidosti kasvava funktio, niin
99101 5101,

. 1
b) Koska —1 < sin(i) < 1 ja eksponenttifunktio on aidosti kasvava, niine~! < e*"G@ < e,
Nyt siis 2 < Vxes"@ < evx. Koska i % _ 0jali Vx = 5
yt siis— < vxe < eVx.Koska lim,_ o, — = 0jalim,_q, evx = 0, myos

e
N 1
lim,_q, Vxes"® = 0.

2. Osoita, ettd jokainen kolmio voidaan jakaa neljaan tasakylkiseen kolmioon.

Ratkaisu.
Jokaisessa kolmiossa on vahintaan kaksi teravaa kulmaa. Kolmion suurimman kulman karjesta
piirretty korkeusjana jakaa kolmion kahteen suorakulmaiseen kolmioon.

Riittaa siis osoittaa, etta suorakulmainen kolmio voidaan jakaa kahteen tasakylkiseen kolmioon.




Tarkastellaan suorakulmaista kolmiota AABC, jonka suora kulma on karjessa A. Olkoot kolmion
ABC teravat kulmat a ja B. Piirretaan kateetin AB keskipisteeseen M normaali. Olkoon piste D
hypotenuusan ja normaalin leikkauspiste.

Koska A AMD = A BMD (sks), vastinsivuille pdtee AD = BD ja vastinkulmille ZMAD =
£4MBD = Kolmio ABD on siis tasakylkinen.

Koska a + = 90°, niin £DAC = 90° - a = f3. Koska kolmion ADC kaksi kulmaa on yht3
suuret, on kolmio tasakylkinen.

3. Osoita, etta kaikilla reaaliluvuilla x on voimassa cos(sin(x)) > sin (cos(x)).

Ratkaisu

Jaksollisuuden vuoksi riittaa tarkastella jakson mittaista valia [— %n,%n[.

Olkoon ensin -:—n <x< %n.
Talldin - 1 < cos(x) < 0, jolloin sin (cos(x)) < 0.
Toisaalta koska - %n <-1<sin(x)< 1< %n, niin cos(sin(x)) = 0. Siis cos(sin(x)) >

. 3
sin (cos(x)), kun %rc <x<3m.

Jos x = 0, niin cos(sin(0)) = cos(0) = 1 > sin (1) = sin(cos(0)) ja véite on voimassa.

Koska cos(sin(- x)) = cos(- sin(x)) = cos(sin(x)) ja sin(cos(- x)) = sin (cos(x)) riittd3

osoittaa, etta valilla 0 < x < %n on voimassa cos(sin(x)) > sin (cos(x)).

Olkoon 0 < x < %n. Koska talloin 0 < sin(x) < x ja koska kosini on vahenevi funktio, niin

cos(sin(x)) > cos(x) > sin (cos(x)).

. . e . . . . . T2 .
4. Olkoon r = 0 rationaalinen likiarvo irrationaaliluvulle V2. Osoita, etti ~T1 on aina lukua r

parempi luvun V2 rationaalilikiarvo.

Ratkaisu:
r+ 2 7l - r+2-V2(r+ 1| _|r+2-V2r-v2)| |(1- V2)(r- V2)|
r+1 I— r+1 - r+1 - r+1 |
= (\/E— 1) —(rr—+f)| < (V2- 1)|r - \/§| < Ir— \/§| ’




Mitoiltaan 12 x 22 suorakulmaisesta alueesta poistetaan kaksi 8 x 8 neliota kuvan mukaisesti
siten, ettd nelididen ympdrille ja valiin jaa 2 yksikon levyinen harmaa reuna. Jaljelle jaanyt
harmaa alue halutaan leikata toisiaan peittamattomiin kolmioihin. Osoita, etta tdma on
mahdollista 10 kolmiolle, mutta mahdotonta 9 kolmiolle.

Ratkaisu.

Harmaa alue voidaan jakaa 10 kolmioon esimerkiksi alla olevan kuvan mukaisesti.

Tarkastellaan 10 alla olevan kuvan mukaisesti aseteltua yksikkdjanaa. Pystysuorien janojen
keskipisteet sijaitsevat 6 pituusyksikon etaisyydelld reunasuorakulmion ylareunasta ja
vaakasuorien janojen keskipisteet 6 pituusyksikon padssa reunasuorakulmion vasemmasta
reunasta.

Kun harmaa alue jaetaan kolmioihin, tavtyy jokaisen janan leikata jonkin kolmion sivua siten,
etta leikkaus koostuu enemmasta kuin yhdestd pisteesta. Osoitetaan, ettd sama kolmio ei voi
leikata talla tavalla kahta janaa, joten kolmioita tarvitaan vahintaan kymmenen.

Oletetaan, ettd harmaa alue voidaan jakaa kolmioihin ja yksi kolmioista leikkaa kahta kuvaan
merkityistd janoista. Selvastikaan janat eivat voi olla yhdensuuntaisia, silld kolmiossa ei voi olla
yhdensuuntaisia sivuja. Siis kolmio leikkaa vaaka- ja pystysuoraa janaa. Koska kolmio on
konveksi pistejoukko, sisdltaisi tdllainen kolmio myds janat yhdistavan janan. Tama on kuitenkin
mahdotonta, silld tallainen yhdysjana kulkee aina kuvion valkoisen alueen ylitse. Siis alueen
peittamiseen tarvitaan vahintddn kymmenen kolmiota.



6.

Etsi kaikki kokonaisluvut g, joilla luku a* + a + 1 onjaollinen luvulla a® + a + 1.

Ratkaisu

Koska13+ 1+ 1= 3jal*+ 1+ 1=3ja 3|3, niina = 1 on ratkaisu.

Koska (-1)3+ (-1)+ 1= -1 ja(-1)*+ (- 1) + 1=1ja- 1|1, niina = -1 on ratkaisu.
Koska 03+ 0+ 1= 1ja0%*+ 0+ 1=1ja 1|1, niina = 0 on ratkaisu.

Osoitetaan, ettd muita kokonaislukuratkaisuja ei ole.

Koskaa*+ a?+ a=a-(a®+ a+ 1),niin(a®>+ a+ 1)|(a*+ a® + a).Jos (a® + a +
D|(a*+ a+ 1), niin(a®+ a+ 1)|(a?- 1) =a*+ a’+ a- (a*+ a+ 1).

Josa?-1%# 0ja(a®+ a+ 1)|(a®- 1),niin|a®+ a+ 1| < |a? - 1].

Olkoona > 1.Tallgin |[a®? - 1| = a®?- 1< a®- 1<a®+ a+ 1= |a® + a + 1|, joten ehto
la® + a+ 1] < |a? - 1] ei ole voimassa ja ratkaisuja a > 1 ei ole olemassa.

Olkoona < - 1.Téllsin a2 - 1| = a2 - 1< (-a)® - 1<(-a)®+ (~a)- 1= -(a®+ a+
1) = |a®+ a+ 1|, jotenehto |a3 + a+ 1| < |a® - 1] ei ole voimassa ja ratkaisuja a < - 1 ei
ole olemassa.

Siis tehtdvan ainoat kokonaislukuratkaisut ovata = - 1,a = 0 taia = 1.

Kaytossdsi on 5 vihredd ja 7 punaista palloa ja kaksi tyhjda laatikkoa. Tehtavanasi on asettaa
pallot laatikoihin siten, ettd kumpaankin laatikkoon tulee vahintdan yksi pallo. Taman jalkeen
ystavasi valitsee toisen laatikoista ja nostaa sieltd pallon. Jos nostettu pallo on vihre§, voitatte
palkinnon. Miten pallot tulisi sijoittaa laatikoihin, jotta voiton todenn&kéisyys olisi suurin? Mika
on tama todenndkdisyys?

Ratkaisu.

Jos laatikossa on r punaista ja g vihreda palloa, niin todennakoisyys, ettd laatikosta nostettava
pallo on vihred on #. Toisessa laatikossa on télléin 5 — g vihreda ja 7 — r punaista palloa ja
5-9
12—(r+g)’

R . .. 1( g9 5-g ) ecE () <
todennakéisyys nostaa vihred pallo 3 (g+r + g/ missa0< r< 5, 0< g< 7. Koska

molemmissa laatikoissa on vahintdan yksi pallo tapaukset (r,g) = (0,0) ja (5,7) eivét ole luvallisia.

a

Jos toiseen laatikkoon laitetaan ainoastaan yksi vihrea pallo ja loput palloista Iﬁe‘ﬁtetaan toiseen

. . . R . 1/(1 4 15 . .
laatikkoon, vihredn pallon nostotodennakdisyydeksi saadaan E(I + 1—1) == Osoitetaan, ettd

vihredn pallon todenndkdisyys on Koska laatikot valitaan yhta todennakéisesti, on

tama on todenndkdisyyksistad suurin.



Jos toinen laatikoista sisaltda vain punaisia palloja, on vihrean pallon nostotodennikdisyys

. 1 _ 15
korkeintaan >< 5
Jos laatikko sisdltda vain vihreita palloja ja palloja on enemman kuin yksi, niin vihredan pallon
siirtdminen toiseen laatikkoon kasvattaa vihredn pallon nostotodennakdisyytta ja siksi vain
vhden vihrean pallon laatikko tuottaa parhaan vihredn pallon nostotodennakéisyyden
tapauksissa, joissa toisessa laatikoista on vain vihreita palloja.

Oletetaan, ettd molemmissa laatikoissa on vihreitd ja punaisia palloja. Oletetaan, etta
ensimmaisessd laatikossa on korkeintaan yhta monta palloa kuin toisessaelir+ g < 12 -
(r + g). (Vastakkaisessa tapauksessa todistus menee vastaavasti). Otetaan vihrea pallo toisesta

laatikosta, punainen pallo ensimmadisesta laatikosta ja vaihdetaan ne. Tall6in
1 1

e m) 2 0 eli voittotodennakdisyys ei ainakaan

- 1
voittotodennadkdisyys muuttuu 5(

vahene. Jatkamalla ndin saadaan joko kaikki vihreat pallot ensimmaiseen laatikkoon tai kaikki
punaiset pallot toiseen laatikkoon. Kummassakin tapauksessa vihredn pallon

nostotodennakdisyys on korkeintaan o Siis kaikissa tapauksissa voittotodenndkéisyys on

. 15
korkeintaan —.
22

Funktio f toteuttaa ehdon |f(a) - f(b)| < |a - b|? kaikilla reaaliluvuilla a ja b. Osoita, etts f
on vakiofunktio.

Ratkaisu.

Jokaisella positiivisella kokonaisluvulla ja kaikilla luvuilla b on voimassa

FO-f® = FO - fFE)+ £(2)- () + -+ £(E2) - £(2),ioten

n n

-1 Q) 1 Q) 1)+ [ (22)- £ ()

) ) )

Kun n kasvaa rajatta (b kiinted), saadaan [f(0) - f(b)| = Oeli f(b) = f(0).

1 (0) - f(b)| <

+

Millad positiivisilla kokonaisluvuilla on olemassa pariton n-numeroinen kokonaisluku, joka on
jaollinen 13:lla ja jonka numeroiden summa on 4?

Ratkaisu.

Tallaista lukua ei ole olemassa, kunn = 1, mutta on olemassa, kunn = 2 luku 13 kelpaa. Kun
n = 3tain = 4, niin parittomat luvut, joiden numeroiden summa on 4 ovat 301, 211, 121, 103,



10.

11.

3001, 2101, 2011, 1201, 1111, 1021 ja 1003, mutta mikaan naista ei ole jaollinen 13:lla.
Toisaalta 1001 = 13- 77, mistd seuraa, ettd 1001 + 10" 1- 1001 on aina, kunn > 1, 13:lla
jaollinen pariton (n + 4)-numeroinen luku. Kysyttyja lukuja on siis kaikilla muilla positiivisilla
kokonaisltuvuilla kuin 1, 3 ja 4.

Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Olkoon a se luku, joka kirjoitetaan m:lla ykkosella ja
= 100... 05 luku, jossa on m - 1 nollaa.

a) Muodosta hyva arvaus siita, minka nakoinen luku on V1 + ab.

b) Todista arvauksesi oikeaksi.

Ratkaisu.

a) Arvauksen muodostamiseksi lasketaan muutamia arvoja, kun m on pieni:

m a b 1+ab 1+ ab
1 1 15 i6 4
2 11 105 1156 34
3 111 1005 111556 334
4

1111 10005 11115556 3334
Tama antaa aiheen olettaa, ettd V1 + ab on luku, jonka alussa on m — 1 kolmosta ja lopussa
nelonen.

b) Olkoon x = 33 ... 34, missa kolmosia on m - 1 kappaletta. Silloinx = 3a+ 1,3a= x- 1,
3x = 100..02 ja3x+ 3= 100..05= b.Ndinollenl+ ab=1+ a(Bx+3)=1+

Ba(x+ 1) = 1+ (x- D(x+ 1) = x2.SiisV1+ ab = x, ja olettamus on osoitettu oikeaksi.

Lentopallo-ottelut eivat paaty tasapeliin. Lentopallosarjassa jokainen joukkue pelasi jokaista
muuta vastaan, ja jokainen joukkue voitti ainakin yhden pelin. Todista, etta sarjassa oli kolme
joukkuetta, A, B ja C niin, ettd A voitti B:n, B voitti C:n ja C voitti A:n.

Ratkaisu.

¢
n ,! ) i L
Jotta jokainert joukkue olisi voittanut ainakin yhden pelin, on oltavan 2 3. Jokainen joukkue
pelasin - 1 ottelua, mutta koska mikdan joukkue ei havinnyt kaikkia pelejaan, joukkueen
haviamien pelien lukumaara voi saada vain arvoja < n — 2. Tallaisia on n - 1 kappaletta, joten
jotkin kaksi joukkuetta, sanokaamme A ja B, hdvisivat ja siis myds voittivat yhtd monta pelia.
Voidaan olettaa, etta A voitti B:n. Joukkueita, jotka B voitti ja niitd, jotka A voitti on yhta
paljon. Jalkimmaisessa joukossa on myds B. Niinpa niiden joukkueiden parissa, jotka B voitti,



d’v

on oltava ainakin yksi sellainen, sanokaamme C, jota A ei voittanut. Nama A,AC kelpaavat
tehtavassa vaadituiksi joukkueiksi.

12. Pisteet A ja B ovat ympyralla I'. Piste C on sellainen, ettd AC = AB ja suora BC on ympyran T
tangentti. Tiedetdan, ettd kulman «<ABC puolittaja leikkaa janan AC ympyrén I sisalla. Todista,
ettd <ABC > 72°.

Ratkaisu

Olkoon <ABC = x. Koska kolmio ABC on tasakylkinen, niin
my6s XACB = x ja siten «BAC = 180° — 2x. Koska <ABC

on kulma, jonka toinen kylki on I':n janne ja toinen sen
tangentti ja koska BE puolittaa <ABC:n, niin BE ja EA ovat
yhta pitkia kaaria. Mutta tama merkitsee, ettd «BAE =
LEBC = x/2. Koska oletetuksen mukaan D on janalla BE,
ABAC < XBAE eli 180° — 2x < x/2 eli 360° < 5x eli

‘ x > 72°, niin kuin haluttiinkin.

13. Tasasivuisen kolmion muotoinen lippu kiinnitetaan kahdesta karjestaan pystysuorien 3 mja 4
m pitkien mastojen karkiin. Lipun kolmas karki ylettyy juuri maahan asti (on tyyntd). Maarita
lipun pinta-ala.

Ratkaisu

Olkoot mastot AB ja CD, E lipun maahan osuva karki ja
F se mason AB piste, joka on korkeudella 3 m
maasta.Olkoon viela lipun sivun pituus a. Pythagoraan

D lauseen perusteellaon DF = /a? — 1, AE =

VaZ — 16 ja EC = Va? — 9. Koska DF? =
(AE + EC)®> = AE> + EC*+ 2-AE -EC,on
a?—-1=2a%-25+2,/(a?-16)(a®2—9)ja

3 (24 — a?)? = 4(a® — 16)(a? ~ 9). Kun poistetaan
sulkeet, saadaan 576 — 48a? + a* = 4a* — 100a? +
576 ja 3a® = 52. Jos tasasivuisen kolmion sivu on a,

sen ala on ? a?. Tehtavassa kysytty ala on siis 13—3\/5 mZ.




14.

15.

Onko olemassa kokonaislukuja m ja n, joille patee

1 1 1
IR
m n m-—-n
1 1 1
by =->-=-—"=
m n n-m
Ratkaisu.

a) Kun yhtélo kerrotaan puolittain luvulla mn(m - n), siitd tulee m? + n2 - mn = 0. Koska
n # 0, luku x = m/n toteuttaa toisen asteen yhtalon x? - x+ 1 = 0.Yhtilon diskriminantti
on kuitenkin — 3, joten silld ei ole reaalisia ratkaisuja. Kysyttyja kokonaislukuja ei ole olemassa.

b) Laventamisen jilkeen yhtildstd tulee m? + n? - 3mn = 0. Luku x = m/n toteuttaa toisen

3++/5
2

asteen yhtilon x? - 3x + 1 = 0, jonka ratkaisut ovat x = . Namd ovat irrationaalilukuja.

Mydskaan nyt yhtdlolld ei ole kokonaislukuratkaisuja.

Positiiviset reaaliluvut a, b, ¢ toteuttavat epayhtalon
S5abc > a®+ b3+ (3.

Osoita, ettd on olemassa kolmio, jonka sivujen pituudet ovat a, b, c.

Ratkaisu.

Tehddan vastaoletus: tehtdvassa kerrottua kolmiota ei ole olemassa. Silloin suurin luvuista on
ainakin yhta suuri kuin kahden muun summa. Voidaan olettaa, etta luvuista suurin on c, ja nyt
siisc=a+ b+ x,missda x = 0. Tehtavan epayhtalo on

Sab(a+ b+ x)> a®>+ b3+ (a+ b)®+ 3(a+ b)?x+ 3(a+ b)x?+ x3.

Tamad sievenee muotoon

2a%b + 2ab? > 2a® + 2b3 + abx + 3(a® + bH)x + 3(a+ b)x? + x3.

Koska x = 0, a2b + ab? > a3+ b3 eli (b% - a®)(a - b) > 0. Kahden erimerkkisen luvun tai
kahden nollan tulo ei voi olla positiivinen, joten vastaoletus on johtanut ristiriitaan f""

16. Olkoon LM ympyran janne ja K janteen keskipiste. Olkoon DKJ toinen ympyran janne. Jianne DJ

halkaisijana piirretdan puoliympyra. Jana KS on kohtisuorassa jannetté DJ vastaan ja leikkaa
puoliympyran pisteessd S. Osoita, ettd KS=KL.



Ratkaisu.

o

Puoliympyran sisaltama kehdakulma 2£DS] on suora. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusalle
piirretty korkeusjana SK jakaa kolmion yhdenmuotoisiin kolmioihin. Vastinosille on voimassa

?_11; = % eli (SK)? = (DK)(K]). Toisaalta pisteen potenssin lauseen perusteella toisensa

leikkaaville janteille on voimassa (DK)(KJ)=(LK){(KM). Koska LK=KM, saadaan (DK)(KJ)=(KL)>. Siis
(SK)? = (KL)? eli SK=KL.

17. Origokeskisen yksikkdympyran kaari K sijaitsee xy-tason 1. neljanneksessa. Origosta kaaren K
paatepisteisiin piirretyt janat muodostavat positiivisen x-akselin kanssa kulmat a ja 8, missa
0<a<p< lzt- Olkoon A kaaren K ja x-akselin valiin jadva alue kuten kuvassa. Vastaavasti,
olkoon B kaaren K ja y-akselin vdliin jadva alue. Osoita, ettd alueiden A ja B pinta-alojen summa
on lukuarvoltaan yhta suuri kuin kaaren K pituus.

Ratkaisu.

Koska kyseessd 1-sateinen ympyrd, kaaren K pituus on suoraan f§ — a.
B

Alue A sijaitsee ympyrdsektorissa joka ala on = g A:n vasemmalla puolella

sijaitsevan kolmion ala on Ecosﬁ sin 8. Siis sen segmentin puolikkaan (sektori-kolmio),



johon A siséltyy, ala on % - %cosﬁ sin S. Alueen A ala saadaan vahentamalla tastd A:n

oikealla puolella sijaitsevan segmentin puolikkaan ala, joka riippuu kulmasta a vastaavasti
kuin yll3 laskettu ala riippuu kulmasta £.

Siis alueen A pinta ala on

a=£_1

B-a
2 2

, 1 :
cosfsinf - (g—— Ecosasma) ==

%(cos fsin B - cosasina).

Alueen B ala lasketaan samalla tavalla kulmien % - aja g - B funktiona ja alueen B pinta-

alaksi saadaan

s s
.2 % 1 _ 7-B 1 _
= - = sina - - =
5 5 cosasi ( > 2cos,Bsm,B)
p-a 1 : :
=" E(cosasma - cos f8 sin B).
Laskemalla alat yhteen saadaan A + B = % + ﬁ;—“ = B - a, kuten pitikin.

18. Tasossa on annettuna 2015 suoran joukko E. Osoita, etta joillakin kahdella joukkoon E
kuuluvalla suoralla on yhtd monta leikkauspistettd muiden joukkoon E kuuluvien suorien
kanssa.

Ratkaisu.

Jos suorien joukossa on jokin, jolla ei ole yhtdan leikkauspistettd muiden suorien kanssa, se on
yhdensuuntainen jokaisen joukkoon E kuuluvan suoran kanssa. Mutta silloin kaikki joukon E suorat
ovat yhdensuuntaisia, ja jokaisella on 0 leikkauspistetta muiden suorien kanssa. Jos jokainen
suorista leikkaa ainakin yhden muun suoran, niin kullakin suoralla on leikkauspisteita jokin maara,
jokaon 2 1, mutta < 2014. Koska suoria on 2015, joillakin kahdella suoralla on sama maara
leikkauspisteitda muiden suorien kanssa.

19. Aloitetaan 7 paperiarkilla. N&istd osa (1-7) jaetaan 7 pienempdan palaan ja pienemmista
paloista osa jaetaan 7 pienempddn palaan. Nain jatketaan, kunnes paperinpalasten
kokonaismaara on lukujen 1988 ja 1998 vailissa. Voidaanko palasten tarkka kokonaismaira
lopussa saada selville?

Ratkaisu.

Jos jossain vaiheessa on r palaa, joista s kappaletta jatetdan repimatta ja r-s kappaletta revitdan
seitsemaan palaan, niin palasten lukumaara on talloins + 7(r - s) = 7r- 6s =r (mod 6).
Koska alussar = 7, niin lopussa palojen lukumaara on kokonaisluku x, jolle 1988 < x <1998 ja
x =7 (mod6)siisx = 1993 = 6-331+7.



20. Madritellaan positiivisille kokonaisluvuille n funktio

f(Tl) = 1"+ 2n—1 + 302 4 43 4 4 (n_ 2)3+ (n_ 1)2 + 1.

Mika on lausekkeen fint1) pienin arvo?
f(n)
Ratkaisu:
Taulukoidaan lausekkeen %:Tl) arvoja pienilld luvun n arvoilla.

n 1 2 3 4 5 6 7
f(n) 1 3 8 22 65 209 732
209 732
n+ 1 8 22 65 - it
f(————)- 3 —x 2,67 | —=275 | —= 2,95 65 209
fn) 3 8 22 ~ 3,22 ~ 3,50
. . f(n+1) .. f(3) _ 8 L
Osoitetaan, etta T > 3,kunn 2 6, jolloin TR on lausekkeen pienin arvo.

Nyt

fn+ 1) = 1"+ 204 3014 ok 024+ (n+ 1)

> 1n+1 + 2N 4 371—1+ 4n—2 + 5n—3 + 6n—4—,,,(n_ 1)3+ n2

> 1n+1 + 2Ny 3n-14 4n—2 + 5n—3 + 3(6n—5 + 7n—6,,_(n_ 1)2 + n)

> 1n+1 + 2Ny 3n—1 + 4_n-2 + 5n—3 + 3(f(n) - 1" - 211—-1 _ 3n—2 _ 4n—3 _ 5n—4-)

3f(n) -2+ 2n _ 2n _ 2n—1+ 4n—2 _ 4n—2 + 4n—3 + 5n—3 — 5n—3 + 2. 5n—4-
3f(n)- 2- 2" 14 4734 2.5n74
= 3f(n)+ 2" - D+ 2- (5" - 1)

@f (n).

3f(n)+ 1n+1+ AL 3n-1 4 4n-2 5n—3_ 3.1 - 3.2n"1_3.3n-2_ 3473 _ 3.5n4
3f() - 2+ 2" - (2+ 1)-2" 1+ 472 - (4-1)-47"3 4+ 5773 _ (5 - 2).5n%




