A\ Pythagoraan polku —matematiikkakilpailu 2016

Ratkaisuja

1. Luvun i/6\/§ + 10— i/6\/§— 10 likiarvoksi laskimella saadaan noin 2. Onko myods luvun tarkka arvo
tasan 2.

Ratkaisu. Kirjoitetaana = 3\/ 6V3+10jab = V6v3 — 10 . Tallsin a® — b3 = 20 jaab =

Y108 =100 = 2. Nyt (@ — b)3 = a® — b3 — 3ab(a — b) = 20 — 6(a — b). Merkitddnx = a — b,
jolloin saadaan yhtilé x3 = 20 — 6x. Huomataan, ettd x = 2 on ratkaisu, eikd muita ratkaisuja ole,
silld x3 + 6x — 20 = (x — 2)(x? + 2x + 10). Siis lausekkeen a — b arvo on tasan 2.

2. Luettelossa on n erisuurta lukua (n>1). Luvuista muodostetaan kaikki mahdolliset kahden erisuuren
luvun summat. Osoita, etta ndin saadaan ainakin 2n-3 eri summan arvoa.

Ratkaisu Olkoot luvut suuruusjdrjestyksessd a; < a, < -+ < a,. Tarkastellaan lukuja a, tai a,
sisdltdavia summia. Tallaisia summia on tasan 2n — 3 kappaletta, sillda summia a; + a; onn —

1 kappaletta ja summia a;, + a,, onn — 1 kappaletta summa a; + a,, laskettiin kahdesti. Riittd3 siis
ndyttada, ettd summat ovat erisuuria. Summat a, + a; ovat keskendan erisuuria, silld luvut a; ovat
erisuuria. Samoin summat ay, + a; ovat keskendan erisuuria. On siis tarkastettava, etta summa

a, + a, (k # n) jaa; + a, (I # 1) eivdt voi olla samoja. Koska a;, + a, < a; + a,, < a; + a,, niin
a, + ap ja a; + a, eivat voi olla samoja.

3. Pelikentdlld on kahdeksan erillistd pistettd, joista jokaisen kautta juoksijan on kuljettava tismailleen
kerran. Juoksija on I6ytanyt lyhimman reitin, joka kulkee pisteiden kautta. Osoita, ettd reitti ei leikkaa
itsedan.

Ratkaisu

Lyhin reitti alkaa ja paattyy johonkin kahdeksasta pisteestd. Oletetaan, etta
lyhin reitti leikkaa itsedan, jolloin kentalla on kohta X, jossa juoksija kay
vahintdan kaksi kertaa. X ei voi olla mikdan annetuista kahdeksasta
pisteestd, silld niissa kdyddaan tasmalleen kerran. Olkoon A kahdeksasta
pisteesta se, jossa juoksija kdy ennen kuin han kdy pisteessd X ensimmadisen
kerran ja olkoon piste B, se johon hadn jatkaa pisteesta X. Vastaavasti
madritelldan pisteet C ja D, kun juoksija ohittaa pisteen X toisen kerran.
Koska kahden pisteen valinen lyhin reitti on suora, niin lyhin reitti sisaltaa
janat AB ja CD ja piste X on molemmilla ndistd janoista. Janat AB ja CD eivat
voi olla samalla suoralla, silla muuten vahintdan yhdessa pisteista A, B, C tai D kdytaisiin kaksi kertaa.

Muutetaan reittia seuraavasti: Juoksija juoksee alkuperdista reittia pitkin pisteeseen A. Pisteestd A han
jatkaa suoraan pisteeseen C, josta han jatkaa alkuperaistd reittida pdinvastaiseen suuntaan pisteeseen B.
Pisteestd B jatketaan pisteeseen X kautta pisteeseen D ja loppumatka juostaan alkuperdista reittia pitkin.



Uusi reitti kulkee kaikkien 8 pisteen kautta, silla pisteiden A ja X seka C ja X vilissa ei ole pisteita.
Alkuperainen reitti lyheni matkan AX+XC verran ja piteni matkan AC verran. Jos piste X ei ole janalla AC, niin
kolmioepayhtalon perusteella AX+XC > AC, joten paadyttiin alkuperaista lyhinta reittid lyhempaan reittiin,
mikd on mahdotonta. Jos piste X on janalla AC, niin koska my0s pisteet A, X ja B ovat samalla janalla ja siten
janat AB ja CD olisivat samalla suoralla, vahintdan yhdessa pisteistd A, B, C, D kaytdisiin kaksi kertaa. Siis
lyhin reitti ei leikkaa itsedan.

4. Etsi pienin positiivinen kokonaisluku n siten, ettd 3n on kokonaisluvun kuutio (3. potenssi) ja 5n
kokonaisluvun 5. potenssi.

Ratkaisu. On 16ydettava pienin positiivinen kokonaisluku n, jolla yhtéldparilla 3n = a3, 5n = b5 on
positiivisia kokonaislukuratkaisuja. Ensimmaisen yhtalon perusteella a on kolmella jaollinen, joten a3 = 3n
on jaollinen luvulla 32 ja siten n on jaollinen kolmella. Samoin osoitetaan, ettd n on jaollinen viidelld. Siis n
voidaan kirjoittaa muodossa n = 3P5%r, missa p,q ja ovat positiivisia kokonaislukuja ja r ei lisiksi ole
jaollinen kolmella tai viidelld. Yhtal6t voidaan siis kirjoittaa muodossa 377159r = q3, 3P59%*1ly = p5, Jos
3P*1549r on kuutioluku, niin p+1 ja g ovat kolmella jaollisia ja r on kuutioluku. Saadaanp + 1 = 3p;,

q = 3q,, missé p, ja q, ovat positiivisia kokonaislukuja. Vastaavasti koska 3?59% 17 on viides potenssi ovat
p ja g+1 viidelld jaollisia ja 16ydetdan positiiviset kokonaisluvut p, ja g, joille on voimassap = 3p; — 1 =
5p,ja q +1 =3q; + 1 = 5q,. Kokeilemalla I6ydetaan pienimmat arvotp; = 2jagq, = 3.Siisp=>3-2 —
1=5jaq>3-3=9.Siisn =3P59% > 3°5% ja koskan = 3557 on ratkaisu, silld 3n = 3¢-5° =
(32-5%)3ja5n = 35-51% = (3 - 52)5, onn = 355 pienin mahdollinen ratkaisu.

5. Anne ja Bert pelaavat seuraavanlaista pelid 1xn ruudukolla. Ruudut ovat alun pitden valkoisia. Vuorossa
oleva pelaaja voi kdantda joko yhden tai kaksi vierekkaista valkeaa ruutua mustaksi. Pelin voittaa
pelaaja, joka kdantda viimeisen valkean ruudun tai kaksi viimeista valkea ruutua mustiksi. Anne aloittaa
pelin. Milld ruutumaarilla n Annella on voittostrategia?

Ratkaisu Annella on aina voittava strategia. Aloittaja voittaa 1x1 ja 1x2 laudan tapauksessa jo ensimmadisella
siirrolla. Olkoon ruutujen maara n>2. Jos ruutujen maard n=2k+1on pariton voittaa Anne kdantamalla
ensimmaiselld siirrolla k+1 ruudun, joka jakaa pelilaudan kahteen osaan. Anne voittaa kdantamalla
siirtovuorollaan aina symmetrisesti Bertin siirtoa vastaavan ruudun tai ruudut. Jos ruutujen maira on
parillinen n=2k, Anne voittaa kadntamalla ensimmaisella siirrollaan kaksi keskimmaista ruutua (k. ja k+1.) ja
pelaamalla seuraavilla siirtovuoroillaan Bertin siirrot symmetrisesti.



6. Alla on kuvattu 84 yksikkdnelidsta koostuva ruudukko. Ruudukkoon on tummalla viivalla piirretty kaksi
itsedan leikkaamatonta yksinkertaista suljettua kayrdd, joiden pituudet ovat 20 ja 66 pituusyksikkoa.
Kayrat kulkevat yksikkonelididen reunaviivoja pitkin eivdtkd ne saa kulkea saman pisteen kautta kuin
korkeintaan yhden kerran. Kuinka pitkd on pisin mahdollinen ruudukkoon piirretty yksinkertainen
suljettu kayra?

Ratkaisu.

——
—
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Pisimman polun pituus on 120 askelta. Ylla olevaan kuvaan on piirretty yksi poluista. Osoitetaan, etta

pidempaa polkua ei ole mahdollista piirtad. Ruudukko koostuu viidesta 4x4 nelidstd, joissa jokaisessa on
5x5-pistettd. Jokainen yksinkertainen suljettu polku ndissd pisteruudukoissa voi yhdistda korkeintaan 24
pistettd, silla lahtopisteeseen palaavassa polussa on yhta monta askelta oikealle ja vasemmalle seki yl6s ja
alas, joten polun pituus on parillinen ja polku voi kulkea vain parillisen maaran pisteita kautta. 4x4
nelididen rajalla vaakasuorat osuudet voidaan kadntaa pystysuoriksi, jolloin kdyra jakaantuu kokonaan 4x4
ruudukoissa oleviksi suljetuiksi kdyriksi. Koska jokainen 4x4 ruudukon kadyra voi olla pituudeltaan
korkeintaan 24 askelta, on pisimman mahdollisen koko ruudukon suljetun kadyran pituus 5 -:24 =120 askelta.

7. Milla vakion a arvoilla suora y = ax leikkaa kdyrany = e* tdasmailleen yhdessd kohdassa.

Ratkaisu. Suora y = ex on kdyran y = e* tangentti, ja talloin suora sivuaa kiyrai. Jos a >
e leikkauspisteita on kaksi. Jos 0 < a < e, ei leikkauspisteita ole. Siis leikkauspisteitd on tasan yksi,
kuna < 0.

8. Llaske raja-arvo lim,._,1 flx\i—?ﬁﬁ

Ratkaisu. Lauseke on muotoa "%", ja sithen voidaan soveltaa I’'Hospitalin saantdd, joten jos raja-arvo on
olemassa, on se sama kuin derivaattojen raja-arvo. Osoittajan derivaatan laskemiseksi merkitaan

g(t) = V1 + 4t2. Koska g on jatkuva funktio, on sillid integraalifunktio G, jolla on integraalifunktion

maaritelman mukaan ominaisuus G'(t) = g(t). Siis osoittajaksi saadaan ff\/l + 4tHE G(x) — G(1),

jolloin ”(
X [1Tae? L6(0-6(1)
1imx—>1f1x—1_+14t— = liqulw = mx_&@ = lim,,, \/1+14x2 _\S.

d%(x—n



9. Olkoot f, f' ja f" jatkuvia valilla [0, r]. Lisaksi tiedetdan, ettéisz) =1,f(r)=3ja
fonf”(x) sin(x)dx = m. Laske fonf(x) sin(x)dx.

Ratkaisu. Osittaisintegroimalla kaksi kertaa saadaan

b4 /A T
f FsinGdx = / 1) (~cos(a) - f £ - (= cos(x))dx =
0 0

n 14
= —f(m) - cos(m) — (—f(0) - cos(0)) + / f'(x) - sin(x) —f " (x) sin(x)dx
0 0

=—(-1)-34+1-1+f'(m)sin(m) — f'(0)-sin(0) — m =4 —m.

10. Olkoon A;AA3AASAGA; sddnndllinen seitsenkulmio. Lavistdjat A;A, ja A,A; leikkaavat pisteessid B,
lavistdjat A;As ja A4Ag leikkaavat pisteessa C ja lavistdjat A, A, ja A;A; leikkaavat pisteessd D.
Osoita, ettd pisteet B, C ja D ovat samalla suoralla.

Ratkaisu.

Riittda ndyttaa, ettd LBDA, = £CDA,. Tarkastellaan sd@nnéllista seitsenkulmiota A;A;AzAAsAGA; ja sen
ympdri piirrettyd ympyraa. Sdannoéllisen seitsenkulmion sivua vastaavat kehdkulmat ovat yhta suuria, joten
my0s kulmat 2BA,D = £A,A;A3z ja £LBA;D = £A3;A,A, ovat yhta suuria. Koska nelikulmiossa BDA/A;
£BA,;D = £BA,D, voidaan nelikulmion ympdri piirtdd ympyra. Talléin myds kulmat £BDA, ja £BA;A, =
£A,A;A; ovat yhtd suureteli £BDA, = £A;A5A,.

Vastaavasti osoitetaan, ettd 2CA,D = £AgA4A, on sama kuin £CA3D = £A5A3z A, silla molemmat
kulmat ovat yhta pitkia kaaria (AsA, = AgA,) vastaavia kehdkulmia. Talloin nelikulmion CDAzA, ympiri
voidaan piirtad ympyrd ja siksi £CDA, = £CA3A4. Mutta £CA3A, = LAsA3A, = LAA7A, joten
¢4BDA, = £A,A;A, = £A5A3A, = £CDA,, mikd oli osoitettava.




11.

12.

Tarkastellaan n lukua xj,...,x,, joille on voimassa 0 < x; <1 kaikille i ja n > 1. Osoita, ettd
2<(1=-x)A=-x) A —x)+ M +x) A +x)-(1+x,) <27

Ratkaisu. Kerrotaan sulut auki toisesta tulosta ja ryhmitellddn termeja. Saadaan

(1 +x1) (1 + xZ) (1 +xn) =1 +x1 +x2 + - +xn + X1Xo + X1X3 + "'+xn_1xn + -4

yksittiiset termit kahden termin tulot

xle xn .
| S

n termin tulo

Vastaavasti ensimmaista tuloa muokkaamalla saadaan

A-—x)A=—x)A=x)=1—=(x1+x3++x,)+ x93 + 33+ -+ Xp_1X, —+ (D"

yksittaiset termit kahden termin tulot

xlxz ...xn
~—_—

n termin tulo

Kun tulot lasketaan yhteen parittoman maardn termeja sisdltavat tulot kumoutuvat ja parillisen maaran
termeja sisaltavat tulot lasketaan kahdesti, joten saadaan

2+2(x1x2+X1X3+"' )

parilliset tulot

Koska xj, > 0, on saatu lauseke > 2. Toisaalta koska x), < 1, lausekkeen arvo kasvaa, kun korvataan
jokainen luvuista x;, luvulia 1, koska summassa on vain positiivisia termeja. Toisaalta alkuperdiseen
lausekkeeseen sijoitettuna tulos on tasan 2™, joten myds epayhtilén toinen osa on voimassa.

Kolmion AABC sivujen pituudet ovat AB=9, BC=10 ja AC=11. Pisteet D, E ja F ovat sivuilla BC, AC ja AB
siten, etta janat AD, BE ja CF leikkaavat kuvan mukaisesti pisteessa G. Lisaksi tiedetdan, etti BF=CE ja
AG:DG =2 : 1. Méadrita janan BF pituus.

Ratkaisu
Olkoonr = BF = CE. Olkoot x,y ja z pisteiden A, B jaD

etdisyydet suorasta CF. Yhdenmuotoisista komioista saadaan
AF _x €D _z. DG _z TéllainCD_E_ﬂ_l.9—r
BF_y'BC_yJ AG ~ x BC AG BF 2 r '

Vastaavasti tarkastelemalla pisteiden A, C ja D etdisyyksia

BD 1 11-r
suorasta BE saadaan — = = - ——. Laskemalla yhteen saadaan

BC 2 r ’
€O BD _BC _q_1 O, 117y =20—2r]
o 5_36_1_2 (r +—= ), joten 2r = 20 — 2rja

BF =CE =r =5.




13.

14.

Madritellaan lukujono a4, a,, ..., Gy, ... rekursiivisesti asettamalla a; = 2 ja a, 4, = a,21 —-a, +1,
kun n = 1. Osoita, ettd jonosta ei I6ydy kahta erisuurta jasentd, joilla olisi lukua 1 suurempi yhteinen
tekija.

Ratkaisu Osoitetaan ensin induktiolla, ettd a,, = a,—1 - a,—, =*- a4 + 1, kaikille n > 2. Koska
a,=a?—a;+1=22-2+1=3jaa; +1 =2+ 1 = 3 kaava pitee, kunn = 2. Oletetaan, etti
ap = Ap_q ' An_p -+ aq + 1. Tall6in

Gne1 =@ —ap+1=ay(a, - D +1=ay(ap-1"apnza;+1—-1D+1=aza,_1--a; +1,ja
kaava patee induktioperiaatteen nojalla kaikillan = 2.

Oletetaan, ettd kokonaisluku d > 1 on seka luvun a, ettd a, . tekijd, missa k> 1. Tlléin d on myds
erotuksen @, 4+ — Anik—1 " Qn *- a1 = 1 tekijd, mikd on mahdotonta. Siis jonon jasenilld ei ole lukua 1
suurempaa yhteista tekijaa.

Olkoon AB ympyran halkaisija ja olkoon X#A,B ympyra piste. Olkoot edelleen t,, t; ja tx pisteisiin A, B ja
X piirretyt ympyran tangentit. Janan AX jatke leikkaa tangentin tp pisteessd Z ja janan BX jatke leikkaa
tangentin t, pisteessa Y. Osoita, ettd suorat YZ, t,ja AB joko kulkevat saman pisteen kautta tai ovat
yhdensuuntaiset.

Ratkaisu. Jos X sijaitsee niin, ettda AX=BX, niin tdlidin t, on

janan AB suuntainen. Lisdksi AAXY = ABXZ Y
(AX=BX,LYXA = £ZXB = 90°,LYAX = £XBZ = 45°),
joten AY=BZ ja YZ ja AB ovat yhdensuuntaiset.

Olkoon AX # BX. Talloin t, leikkaa suorat AB, BZ ja ja AY
pisteissd V, U ja W. Koska ZAXB = 90°, £AXY =90°ja l,"
LAYX + £YAX = 90° = LWXY + £LWXA (1). Koska t,
ja ty ovat samasta pisteestd W piirrettyja tangentteja, niin
WA=WX ja siksi £YAX = £LWXA. Nyt kaavasta (1) W
saadaan LAYX = £WXY, joten WY=WX=WA ja W on ‘X
janan AY keskipiste. Samoin voidaan paatelld, etta U on
janan ZB keskipiste.

Olkoon Z’ janan VY ja tangentin t; leikkauspiste. Koska VW \z
puolittaa janan AY ja koska AY || BZ', niin jana VW x U
puolittaa janan BZ’'. Talléin BZ'=2BU=BZ ja Z=7’ ja janat YZ,

WU ja AB leikkaavat pisteessd V.




15. Positiivisen  kokonaisluvun  x =d,d,_; ...d1dy sanotaan oleva erityinen, jos luvun
kymmenjdrjestelméesityksen numerot toteuttavat ehdotd, < d,_; < < d; <d, = 5. Esimerkiksi
luvut 15 ja 225 ovat erityisid. Osoita, ettd on olemassa ddrettdoman monta kokonaislukua x, joille seka x
ettd x2 ovat erityisia.

Ratkaisu

Huomataan aluksi, etta luvut x=35 ja x*=1225 ovat erityisid samoin luvut 335 ja 3335 ja niiden neli6t 112225
ja 11122225. Osoitetaan, etta luvut x=33...335 ja x* ovat erityisia, joten on olemassa diretdén maira erityisia
lukuja, joiden nelid on erityinen luku.

10%-1 10%-1 _

Huomataan, ettd koska 10X — 1 = 99...99, niin = 33...33ja T = 11...11 kaikilla k = 1. Olkoon

k k k

k_ k
x erityuinen luku x = 33 ...335 = 33...333 +2 = =+ 2 = 2= Kaikilla k > 2. Tallin
k k

, 10’<+52_102k+2-5-10’<+25_102’<+10’<+1+25_102’<—1+1ok+1—1 5
S - 9 - 9 T 9 5 ¥
=11..11+11..11 43 = 11..1122...225
[ ——
2k k+1 k-1 k

koska 2k > k+1. Siis myds x* on erityinen luku.

16. Mairita kulman x suuruus. Huomaa, etta ylla olevan kuvan suhteet eivat ole oikein.

Ratkaisu.
Kolmion kulmien summa on 180°, joten saadaan

£ ACB = 180°-(10°+70°)-(60°+20°) = 20° ja .2 AEB = 180°-70°-(60°+20°) =
30°.

Piirretdan pisteestd D janan AB suuntainen suora. Olkoon suoran ja
kyljen BC leikkauspiste F. Tall6in

ADCF ~ AACB

2 CFD = £CBA = 60°+20° = 80°
< DFB = 180°-80° = 100°

£ CDF = #CAB = 70°+10° = 80°
~ ADF = 180°-80° = 100°

~ BDF = 180°-100°-20° = 60°

Piirretaan jana FA. Olkoon janojen FA ja DB leikkauspiste G.




AADF = ABFD

2 AFD = #ZBDF = 60°

< DGF = 180°-60°-60° = 60° = 2 AGB

< GAB = 180°-60°-60° = 60°

ADFG kaikki kulmat ovat 60°, joten kolmio on tasasivuinen.
AAGB kaikki kulmat ovat 60°, joten kolmio on tasasivuinen

Kolmiossa ACFA on kaksi 20° kulmaa, joten kolmio on tasakylkinen ja FC = FA

Piirretdan suora CG, joka puolittaa kulman 2 ACB. Tall6in
AACG = AcaEe

FC-CE=FA-AG=FE=FG

FG = FD, joten FE = FD

Kolmio ADFE on tasakylkinen, joten

2 DEF = 30°+x = (180°-80°)/2 = 50°, ja siten x = 20°

17. Rationaaliluku voidaan kirjoittaa kahden kokonaisluvun osamdardnd. Oletetaan, ettd a,b jac ovat
positiivisia rationaalilukuja ja ettd mydsva + Vb + V/c on rationaalinen. Osoita, etti luvuta , Vb ja
V¢ ovat rationaalisia.

Ratkaisu. Rationaalilukujen joukko on suljettu yhteenlaskun, vdhenyslaskun, ketolaskun ja jakolaskun

suhteen (nollalla ei tietenkdin saa jakaa). Kirjoitetaan va + Vb ++/c = r, missi r > 0 on rationaalinen.

Ratkaistaan va + Vb = r — vc . Nelidimilld saadaan a + 2vavb + b = r2 — 2r/c + c. Ratkaistaan

edelleen Vab = s — r/c, missd s on rationaalilukus = (r> + ¢ — a — b)/2 # 0. Nelidimalla saadaan

ab = s — 2rsy/c + r%c ja edelleen, koskar # 0 ja s # 0 saadaan vc = (s% + r?c — ab)/2rs eliy/c on

rationaalinen. Vastaavasti ndytetdan, ettd myds Va ja Vb ovat rationaalisia.

18. Kaikki kokonaisluvut n > 1000 jaetaan kahteen joukkoon A ja B. Osoita, ettd vahintddn yhdessa
joukoista on kaksi eri suurta numeroa x ja y siten, ettd myos niiden summa x+y kuuluu samaan

!

joukkoon. D aden (-

Ratkaisu. Joukoista A ja B ainakin toisen on oltava dareton, joten voidaan olettaa, etta joukossa A on
daretén maara alkioita. Valitaan joukosta A kaksi eri alkiota u ja v. Koska A on ddretdn, on olemassa joukon
A alkio w, jolle on voimassa w > 2u+v+1000. Jos edes toinen luvuista v+u tai v+w on joukossa A, vaaditut
luvut on loydetty. Siis voidaan olettaa, ettd molemmat luvuista ovat joukossa B. Tarkastellaan lukua w-u.
Koska w>2u+v+1000, on w-u>1000 ja myds w-u>u ja w-u>u+v. Nyt siis w-u on joko joukon A tai joukon B
alkio. Oletetaan ensin, ettd w-u on joukossa A. Talldin w-u ja u ovat kaksi joukon A eri alkiota ja (w-u) +u =
w on my6s joukon A alkio. Jos taas w-u on joukon B alkio, niin w-u ja u+v ovat kaksi joukon B alkiota ja (w-
u)+{u+v) =w+v on myds joukon B alkio.



19. Suorakulmaisen kolmion AOB suora kulma on karjessd O ja pisteet A ja B sijaitsevat paraabelilla
y? = 4ax,a > 0. Osoita, ettd kaikilla janoilla AB on yhteinen piste. M#ritd tima piste.

Ratkaisu. Symmetrian vuoksi yhteinen piste on x-akselilla. Osoitetaan, etta janteiden ja x-akselin
leikkauspiste ei riipu janteen paatepisteista. Olkoot janteiden paatepisteet (x1,y1) ja (X2,y2) ja
janteen ja x-akselin leikkauspiste (xo,0). Koska janteet kulkevat myos origon kautta ja ovat

. . 2 .
kohtisuorassa toisiaan vastaan, saadaan %11 . % = —1 ja edelleen y1y2 + x1x2 = 0. Koska

janteiden paitepisteet ovat paraabelilla, patee y,’=4ax, ja y,°=4ax,. Yhdistimilli saadaan
(112)? = 16a%x,x, = —16a*y,y,, joten y1y, = —16a°.

_ ﬁy _ﬁy —16a2y _—16a2y .
Janne leikkaa x-akselin pisteesss x, = 2223-%1Y2 — sa”! 4a7? _ _sq "7 4q 71 _ a0n=Y2) _ 44
Y1—Y2 Y1~=Y2 Y1—Y2 Y1~Y2

mika ei riipu janteen paatepisteista.

20. Lukujono A4, 4,, ... madritelladn rekursiivisesti asettamalla 4,,.1 = 1—:;—, kunn =10,1,2,...ja 4, = A.
n
Madrita lukujonon termi 4,4 16-
A, —
Ratkaisu Nyt koska S Al - L =27l ) saadaan
Ant1  An TR A An
n
1 1 0
Ay Ay
1 1 1
A, Ay
1 = 2015
Azo16  Az015
- e 1 1 0+2015

Laskemalla yhtalot puolittain yhteen saadaan yyparn =0+14--42015= — 2016 = 2015 -
1008, joten —— = 2 4 2031120 ja Aygys = ——

Azors A 1420311204



