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Johdanto

Téamé on yhdentoista tdrkeimmén algebrallisen epéayhtéalon luettelo yhdessa lu-
kuisten esimerkkien ja tehtdvien kanssa. Epéayhtélot esitetdédn yksinkertaisessa
muodossa: niité kaikkia voi vahvistaa ja yleistdéd. Muotoilujen valinnassa on aja-
teltu niiden soveltuvuutta ongelmien ratkaisuun matematiikkakilpailuissa. On
myo0s hyvid huomata, etteivit tassa tekstissé esitetyt epdyhtdlot ole milldan muo-
toa toisistaan riippumattomia. Esimerkiksi Holderin epéayhtélo seuraa Jensenin
epiayhtilosté, sekd Cauchyn—Schwarzin ettd TSebySovin epéyhtélot voidaan joh-
taa uudelleenjérjestysepéayhtilosté, ja niin edelleen. Siitd huolimatta erilaisten
sovellustapojensa vuoksi ndmé epayhtélot ansaitsevat tulla mainituiksi erikseen.
Tekstissé esitellain seuraavat epayhtilot:

aritmeettis-geometris-harmoninen epéyhtalo,
Ts8ebysovin epayhtéalo,
uudelleenjérjestysepayhtalo,
Cauchyn—Schwarzin epayhtélo,
Holderin epayhtilo,
Minkowskin epayhtalo,
Jensenin epéayhtilo,
potenssikeskiarvojen epayhtalo,
Schurin epayhtalo,
MacLaurinin epayhtalo,
Muirheadin epayht&lo.



Epiyhtilst

Aritmeettis-geometris-harmoninen epayhtilo

Olkoot a1, as, ..., a, positiivisia reaalilukuja. T&lloin
ar+ax+...+a n
i 2 n\/'ala/Q"'a/n} 1 1 1
n @ + a 4+ ...+ an
misséd yhtdsuuruus péatee tdsmaélleen silloin kun a1 = as = ... = a,.

Téama4 on luultavasti tunnetuin kaikista epayhtéloistéd ja se on erittédin hyodyl-
linen monenlaisissa tilanteissa. Toisaalta se on vain erikoistapaus monista myo-
hemmin esiteltdvista epayhtaloisté.

Esimerkki. (Iso-Britannia, 2000) Olkoot z, y ja z positiivisia reaalilukuja, joille
xyz = 32. Etsi lausekkeen 22 + 4zy + 4y + 422 pienin mahdollinen arvo.

Ratkaisu. Soveltamalla aritmeettis-geometrista epayhtilod kahdesti huomaam-
me, etta

2® +dzy + 4y° + 227 = (27 + A7) + day + 227 > 2¢/22 - dy? + dzy + 22°
= day + day + 222 > 37/3222y222 = 3V/323 = 96.
Yhtésuuruus pétee tésmilleen silloin kun pétee x2 = 4y? ja 4zy = 222, eli kun
r=z=4jay=2.
Esimerkki. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset, 1964) Olkoot a, b ja ¢
kolmion sivut. Osoita, etté
a*>(b4+c—a)+b*(c+a—b)+c*(a+b—c)< 3abe.

Ratkaisu. Olkoot x =a+b—c,y=b+c—ajaz=c+a—>b. Télloin z, y ja z
ovat positiivisia ja todistettava epdyhtdlo muuttuu muotoon

(Z‘;$>2.y+(x;y)2.z+<ygz>2~x<§(z+x)(x+y)(y+z)~

Tama epéayhtilo sievenee muotoon

xgy + xy2 + a2z + 2% + y2z + yz2 > bxyz,
joka pétee koska aritmeettis-geometrisen epédyhtdlon nojalla
22y 4+ xy? + 222 4+ 222 + %2 + y2? > 63/a6y626 = 6ayz.

Yhtasuuruus pétee tdsmélleen silloin kun x = y = z, eli tdsmaélleen silloin kun
alkuperdinen kolmio on tasasivuinen.



Esimerkki. Olkoon yht#lslld x4 4+ pz3 + ¢z? + rz + s = 0 nelji positiivista
reaalijuurta. Osoita, ettd

pr—16s >0, jaetti ¢ —36s>0.
Ratkaisu. Olkoot 1, x2, 3 ja x4 yhtélon juuret. Silloin tunnetusti

1+ Tg + T3+ Ty = —P,

T1T2 + T1%3 + T1X4 + T2X3 + T2Ty + T3T4 = q,
T1X2T3 + X1T2Xq + T1X3T4 + ToT3xgy = —7T, ja
T1X2X3XL4 = S.

Kéayttamalla aritmeettis-harmonista epayhtilod saamme

PT—ZM Z - X1x9x3x4 = 16s.

{=1 Zl

Toisaalta, aritmeettis-geometrisesta epdyhtélostd saamme

q = 21T2 + 123 + T1T4 + ToT3 + T2x4 + T374 > 6/ 2332323 = 64/s.

Esimerkki. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset, 1999) Olkoon n > 2
kiinted kokonaisluku. Etsi pienin reaalivakio C jolle kaikilla ei-negatiivisilla reaa-
liluvuilla 1, o, ..., x,_1 ja x, pitee

n 4
Z T (J:f + x?) <C (Z .Z‘g) .
=1

1<i<j<n
Selvitd my6s milloin téssé vallitsee yhtasuuruus.
Ratkaisu. Seuraava on yllatysratkaisu, jonka erds Kiinan joukkueen kilpai-

lija 16ysi kilpailun jédlkeen. Se vaatii vain yhden, tosin vaativan, aritmeettis-
geometrisen epayhtélon sovelluksen.

(;xa (le 2y x> > 4@@)(22@9@,)

1<i<j<n 1<i<j<n

( Zzzx] ZM> > 8inxj (:cf +x?) .

1<i<j<n 1<i<j<n

Toisessa epidyhtalossd vallitsee yhtdsuuruus jos ja vain jos n — 2 kappaletta
luvuista x; ovat nollia. Olettakaamme siis, ettd x3 = x4 = - - - = x,, = 0. Tall6in
ensimmaisen epayhtalon muuttuminen yhtasuuruudeksi edellyttad sité, etta

2
(x% + a2+ 2961;52) =38 (:v% + x%) 122,
miki taas palautuu yhtdloon (x; — 332)4 = 0. Taten x1 = xo. Tehtavin vastaus

on siis C' = %, ja yhtésuuruus vallitsee tasmilleen silloin kun kaksi muuttujista
xp ovat yhtd suuria loput hévidvét.



TsSebysovin epiayhtilo

Olkoot ay, as, ..., an_1 ja a, sekd by, b, ..., by_1 ja b, kaksi reaaliluku-
jen jonoa, joista ainakin toinen koostuu pelkéstédén positiivisista reaaliluvuista.
Oletetaan liséksi, ettd a1 < ao < ... < ay jaby < by < ... < b, Télloin

ay +as+...+a, b1+b2++bn < a1b1+a2b2+...+anbn
. < .

n n n

Jos sen sijaan oletamme, ettd a1 < as < ... < a, jaby = by > ... > by, niin
epayhtalo pétee toisin pédin. Yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos ainakin toinen
jonoista on vakiojono.

Esimerkki. Olkoot ay, as, ..., a,_1 ja a, positiivisia reaalilukuja, ja olkoon A
niiden aritmeettinen keskiarvo. Osoita, etté

1 1\ 1\
> (o) = (4 5)-
n as A

Ratkaisu. Nelioimalld epayhtélon molemmat puolet se saa ekvivalentin muodon

1< 11 1
2 2
— ay + — 5 > A + —.
KA A
Osoitamme tdmén kahdessa osassa.
Voimme ilman yleisyyden menettdmistd olettaa, ettd jono ai, as, ..., a,
on kasvava. Talloin jono a%? a%, ceey ai on laskeva ja kayttamalla TSebySovin

epayhtéloéd kahdesti saamme, etté

-
o =1 =1 =1
12" 1 12” 12”

25471074.5571%2;@711:1

Namaé kaksi tulosta yhdesséd antavat halutun epéyhtalon.

Esimerkki. Olkoon by, bs, ..., b,—1 ja b, positiivisia reaalilukuja. Osoita, etté
2 3
()=
=1 =1



Ratkaisu. Voimme kirjoittaa halutun epayhtdlén muodossa

Ie-1 1 11

I DI WA

N be nimgbe nig
Symmetrian vuoksi voimme olettaa, ettd jono by, bs, ..., b, on kasvava, jolloin
jono ﬁ, é, e ﬁ on vaheneva. Kayttdmalld TsebySovin epayhtalod kahdesti,

ensin kahteen jalkimmaéaiseen multiplikandiin, saamme, etté

n

Iem]l 11 1 Ie1 1 1 —
E;E'H;bj'ﬁ;%?E;E'ﬁ;bf>ﬁglzl‘

Esimerkki. (Intia, 1995) Olkoon n lukua 1 suurempi kokonaisluku ja olkoot
ai, as, ..., a, sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd niiden summa on yksi.
Osoita, etté

aq + as + + (07%% S n
\/1—a1 \/1—a2 \/1—an/ n—1
Ratkaisu. Voimme jilleen olettaa, ettd jono aq, as, ..., a, on kasvava, jolloin
jono 11_a1 , 11_a2 ey \/1ia on myos kasvava. TSebySovin epayhtdlon nojalla

siis
a1 a2 Gnp

+ N e
\/1—(12 \/1—a2 vV1—a,
a1 +as+...+a, 1 1 1
= . + +ot —
n <\/1—a1 \/1—a2 \/l—an>

1 1 1 1
= — + +.. +—.
"<\/1a1 \/17112 \/lan)

Nyt voimme kayttdad edellisesséd esimerkissé todistettua tulosta. Nimittdin, jos

asetamme by = \/11_7&/{ kullekin ¢ € {1, 2,... ,n}, niin

=1 =1
Téaten
1( L +...+1>> o
n \/17(11 \/17a2 m n—1
Yhtéasuuruus pétee jos ja vain jos a1 = as = ... = a, = %

Uudelleenjarjestysepiyhtilo

Olkoot a1 < ao < ... < ay jaby < bo < ... < by, reaalilukuja. Jokaisella lukujen
ai, as, ..., a, permutaatiolla ay, aj, ..., a, pitee epidyhtilo

arby +agby + ...+ apb, = aiby +abby+...+a,by = anby +an_1ba+ ... +aiby.



Jos vaikkapa b; < by < ... < by, niin ensimmaéisessd epéayhtélossd vallitsee
yhtésuuruus jos ja vain jos o} = a1, ah = ag, ..., al, = a,, ja jilkimmaiisessd
epiyhtélossi vallitsee yhtdsuuruus jos ja vain jos aj = an, a4 = an—1, ...,
al, = ay. Jos merkitsemme

a1 a an, B
{bl by - bn}_a1b1+a2b2+-~.—|—anbm

niin suuruusjérjestysepéayhtilo voidaan kirjoittaa muodossa

a1 as Ap all 0/2 a/n Ay Ap—1 ai
{bl by - bn}>[b1 by -+ by Z by by - by

Tamé viattoman ndkoinen ja helposti todistettava epayhtéloé on itse asias-
sa varsin voimakas tyokalu ja siitd voidaan johtaa monta muuta epidyhtaloa.
Suuruusjéirjestysepiayhtdlé on toinen kirjoittajan suosikeista. Toinen niistd on
Muirheadin epéyhtélo.

Esimerkki. (Kansainviiliset matematiikkaolympialaiset, 1975) Oletetaan, etté

T1=2To > ...2xpjay; =Yz = ... = Yy, ovat reaalilukuja, ja oletetaan, etté
21, 22, -, Zp OVat luvut yq, yo, ..., Y, jossakin jarjestyksessd. Osoita, ettéd
n n
2 2
D=y <D (we—z)*.
=1 =1

Ratkaisu. Kun epédyhtdlon termit kertoo auki ja yhtdsuuret termit supistaa
pois, jéljelle jaa vain epayhtalo

n

n
erye Z Z Tz,
=1

(=1

miké on oleellisesti ottaen suuruusjirjestysepayhtalo.

Esimerkki. Osoita kaikille positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢ epayhtélo

a® + b8 + 8 1+1+1
a3 T a b ¢

Ratkaisu. Symmetrian vuoksi voimme olettaa, ettd a > b > c¢. Télloin suu-
ruusjarjestysepayhtilostia seuraa, etté

a8 +b8 +CS |: a5 b5 C5 :| . |: a5 b5 C5 }

1 1 1 1 1 1
adb3c? b33 a3 a3b3 c3a3 a3b3 b33
a® v 2 a®> v A2 1 1 1
=1 1 12|21 1 1 —t o+
roa S R a b ¢

Esimerkki. Osoita kaikille positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢ epayhtilo

a? b2 2 a+b+ec
+ + >
b+c c+a a+bd 2




Ratkaisu. Symmetrian vuoksi voimme jilleen olettaa, etti a > b > ¢. Télloin

a? b2 2 a? b2 2
1 1 1 = 1 1 1
b+c c+a atb c+a a+b btec
a? b? 2 a? b2 2

1 1 1 = 1 1 1 |-
b+c cta a+b atb btc cta

Nyt haluttu tulos seuraa laskemalla nama kaksi epadyhtéloa yhteen ja kayttaméalla
helposti todistettavaa epayhtéloa

ja

x2+y2>x+y
r+y = 2

joka pétee kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla z ja y.

Esimerkki. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset, 1983) Olkoot a, b ja ¢
kolmion sivut. Osoita, etti

a®b(a —b) +b*c(b—c)+c*a(c—a) = 0.

Ratkaisu. Voimme olettaa, ettd a > max{b, c}. Jos a > b > ¢, niin osoitamme
ensin, etta
alb+c—a)<b(c+a—-b)<cla+b—c).

Ensimméinen naistd epdyhtaloistd seuraa siité, etta
bc+a—-b)—ab+c—a)=(a—b)(a+b—1c) =0,
ja jalkimméinen palautuu siihen, ettd
b—c)(b+c—a) =0,

mikd on myos selvaéd kolmioepayhtdlon nojalla.
Jakamalla todistettavan epdyhtédlon tulolla abc saamme sen yhtédpitdvain
muotoon

1 1
a(a—b)+f~b(b—c)+g-c(c—a)20,
a

ja viahentdmalld puolittain summan a + b + ¢ saamme epéyhtilon
1

1 1
a(—c+a—b)+a~b(—a—|—b—c)+g c(=b+c—a)=z—-(a+b+c).

Todistettava epayhtilé voidaan siis kirjoittaa muodossa
%~a(c—a+b)+%~b(a—b+c)+%~c(b—c+a) <a+bdb+e

Lopuksi suuruusjirjestysepéyhtilon nojalla
%-a(c—a—!—b)—l—é-b(a—b—i—c)—&—%-c(b—c+a)

{a(c—a—kb) b(a—lb—i—c) c(b—1c+a) }

a b
{ c—a+b b(a—lb—i—c) C(b_lc+a)}:a+b+c.
b c
Kun a > ¢ > b, todistus on samankaltainen.



Cauchyn—Schwarzin epayhtilo
Kaikille reaaliluvuille aq, as, ..., a, ja by, ba, ..., b, pitee
(a1by + asby + ...+ anby)? < (af + a3+ ... +a2) (B3 + b2 +... +b2),

ja téssd pétee yhtédsuuruus jos ja vain jos 16ytyy kaksi reaalilukua « ja (3, jotka
eivit molemmat ole nollia, siten, ettd cay = Bby kaikilla £ € {1, 2,... ,n}.

Esimerkki. (Iran, 1998) Olkoot z, y ja z sellaisia lukua yksi suurempia reaali-
lukuja, ettéa % + i + % = 2. Osoita, etti

Vety+zzyr—1+y—1++z-1

Ratkaisu. Oletusten nojalla

Siispd Cauchyn—Schwarzin epdyhtilon nojalla

rT+y+z

- (et m) (0 (5 ()
> (\/x—1+\/y*1+\/2*1)2’

mistéd haluttu epdyhtdlo seuraa suoraan.

Esimerkki. (Romania, 1999) Olkoon n > 2 kokonaisluku ja tarkastellaan kahta
sellaista kokoelmaa positiivisia reaalilukuja x1, xo2 ..., T, sekd y1, y2, - ., Yn,
etta
1tz + ...+ Ty 2 T1Y1 T T2Y2 + ...+ TpYn.
Osoita, ettd
X1 Xro Tp
r1+axe+ ...+, < —+—+ ...+ —.
Yi Y2 Yn

Ratkaisu. Soveltamalla ensin Cauchyn—Schwarzin epéayhtiloé ja sitten tehtdvan
oletusta, saamme

n 2 n n n
(Zm) < xeyz'zl<zxz'
=1

=1 =Y = =1

n
Saamme téstd halutun epdyhtilon jakamalla puolittain summalla > z,.

=1
Esimerkki. (Neuvostoliitto, 1986) Olkoot a1, ag, ..., a, positiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd
1 2 3 n 1 1 1
—+ - .+ <2 —4+—+...+—).
ap a1 +ax a1 +as+as ar+as+...+ay a; a2 (025



Ratkaisu. Merkitdéan kullekin ¢ € {1, 2,... ,n}

4 4 k2
Sg:Zak, ja Ag: —_—.
= k

a
1 Yk

Kéyttamalla Cauchyn—Schwarzin epdyhtilod saamme, etti

2 ¢ . ¢
<e(e+1> (Z M><Zk.zak:Aesg.

=1k k=1
Taten
¢ a4, (4e+2)4, (2 2
3 S5 7 < s =@~ 2]
S eur1? S et 1 1)

Laskemalla ndmé yhteen kaikkien indeksin £ arvojen yli, saamme

n+1

; S, Z[Q Ao - Zgz A

2 2
_ 2N 2 A A ) - —2 g,
@ ;gg( ¢ e-1) (1 1)

n

221 — = A, <2Z(7
7

5:107_ n+1

Holderin epiayhtilo

Olkoot p ja ¢ kaksi positiivista reaalilukua, joiden kdénteislukujen summa on
yksi, ja olkoot ai, as, ...ja a, sekd by, ba, ...ja b, positiivisia reaalilukuja.
Talloin

ja téssé vallitsee yhtdsuuruus jos ja vain jos on olemassa kaksi reaalilukua « ja 3,
jotka eivéit molemmat ole nollia, siten etté aal = Bb{ jokaisella € {1,2,...,n}.

Tamaé yleistyy helposti useammallekin kuin yhdelle lukusarjalle: Olkoon ay,
positiivinen reaaliluku kaikilla k& € {1, 2,... ,m} jal e {1, 2,... ,n}, ja olkoot
P1, D2, ..., Pm Positiivisia reaalilukuja joiden ka#anteislukujen summa on yksi.
Talloin

n n
E a1¢a2¢ * am@ P1 E a,pl P2 E agz ... Pm 2 apm
=1 —1

Esimerkki. (Valko-Venijd, 2000) Todista, ettd kaikilla positiivisilla reaalilu-
vuilla a, b, ¢, z, y ja z vallitsee epdyhtalo

3 3 3 3
a7+b7+ci> (a+b+c) .
x oy oz 3@+y+=2)



Ratkaisu. Kédytdmme Holderin epédyhtalostd sitd muotoa, Joka ylla kaytetym
merkinndin vastaa sitd tapausta jossa m = 3 jap; = p2 = ... = Py = E:
kaikille positiivisille reaaliluvuille p1, p2 p3, q1, 92, g3, ™1, T2 ja T3 patee

P1P2P3 + q1q2q3 + r1raT3 < H v/ + a4
=1

b3
‘/7+§+ \/1+1+1\/x+y+z a+b+te.

Saamme nyt halutun epéyhtélon kuutioimalla tésséd molemmat puolet ja jaka-
malla puolittain lausekkeella 3 (x 4+ y + 2).

Siispa

Esimerkki. Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja. Osoita, etta
a6b3+b603—|—06d3 d6 3 2b502+b2 5d2—|—02d5a2+d2 5b2
Ratkaisu. Merkitdin x = (a2b)3, y= (b20)3, z = (czd)3 jaw = (d2 ) Nailla

merkinnoéilla
a%b® + 05 + O+ d%P = (Yo +y+z+ w)s
=Yrt+y+tz+twdytztwtzdy+z+tw+tzx
ay? + Vy2? + Vaw? + Vwa?
= a?b°c® + b2 Pd? + Ada® + d*a’b?.

Minkowskin epayhtilo

Olkoot annetut reaaliluku r > 1 seké positiiviset reaaliluvut a1, as, ..., a, ja
bl, b2 ey bn Télloin

n

TZ(CL[#’I)Z < ZCL TZZ)E,
(=1

=1

missé vallitsee yhtédsuuruus jos ja vain jos 16ytyy kaksi reaalilukua « ja (3, jotka
eivéit molemmat hévid, ja joille aay = Bby jokaisella £ € {1,2,...,n}.

Kun r € ]0, 1] sama epiyhtilo pitee mutta vastakkaiseen suuntaan. Jéilleen
on selvid, ettd tdmankin epayhtédlon voi yleistdd useammalle kuin kahdelle lu-
kusarjalle.

Esimerkki. Osoita, ettd kaikille ei-negatiivisille reaaliluvuille z, y ja z péitee
VEty+Vytz+vVetz>V2(VZ+ V5 + V7).

Ratkaisu. Valitsemalla Minkowskin epayhtélén muotoilussamme r = 2, seké
a1 = /T, az = /y ja a3 = /z, voimme kéyttad Minkowskin epéyhtilod suora-
viivaisella tavalla:

\/a%+a§+\/a§+a§+\/a§+a%>\/(a1+a2+a3)2+(a2+a3+a1)2
:\/i(al—l—ag—i—ag).

10



Esimerkki. Olkoot aq, as, ..., a, sellaisia positiivisia reaalilukuja ettd niiden
tulo on yksi. Olkoot (by,ba,...,bn), {(c1,¢a,...,¢pn) seki (dy,ds,...,d,) kolme
jonon {(ay,as,...,a,) permutaatiota. Osoita, ettd

Z\/ag—‘y-b(—FCg—i—d(ZZn.
/=1

Ratkaisu. Minkowskin epédyhtélén nojalla
<Z\/az+bé+0e+de> 2(2\/@)—%( @)
=1 =1
n 2 n 2 n 2
+<Z\/a> +< \/de> 4(2\/@).
=1 1

Aritmeettis-geometrisen epdyhtilon nojalla
n
Z Vag = ni/\Jaiv/as - vJa, =n X/aras - - a, = n.
=1

Yhdistamailla saadut kaksi epdyhtélod ndemme, etté
n

Z\/a5+bg+05+d522n.

£=1

Jensenin epayhtalo

Olkoon f aidosti konveksi funktio jollakin valilla I ja olkoot ay, ag, ...,
sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd niiden summa on yksi. T&lloin kaikilla
T1,%2,...,T, € I pétee

flonzy + aozo + ..o 4 apxy) < arf(xr) +oaf(x2) +..o +anfan),

ja téssi piitee yhtidsuuruus jos ja vain jos 1 = 9 = ... = x,. Siind tapauksessa,
misséd f on valilld I ylospéain kupera, annettu epéyhtilé patee pédinvastaiseen
suuntaan.

Funktion f konveksisuudelle (vastaavasti ylospiin kuperuudelle) on olemassa
kaksi kidytannollistd derivaattatestia:

1. Olkoon f derivoituva funktio vélilld I. Tallsin f on aidosti konveksi (ylos-
péin kupera) vililld I jos ja vain jos sen derivaatta f’ on aidosti kasvava
(viheneva) vélilld 1.

2. Olkoon f kahdesti derivoituva funktio valilla I. Talloin funktio f on aidosti

konveksi (ylospéin kupera) vélilla I jos ja vain jos f” on aidosti positiivinen
(negatiivinen) vilin I sisélli.

Esimerkki. (Sama kuin intialainen esimerkki sivulla 5) Olkoon n lukua yksi
suurempi kokonaisluku ja olkoot aq, as, ..., ja a, sellaisia positiivisia reaalilu-
kuja joiden summa on yksi. Osoita, ettd

ax a2 G, n

+ + ...+ > .
Vi—a1 V1-as V1—a, n—1
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Ratkaisu. Luvut ay, as, ..., ja a, kuuluvat vilille I = ]0, 1] ja rajoitumme siksi

tarkastelemaan lausekkeen \/17:7 midrdamad kahdesti derivoituvaa funktiota f

vililla 1. Suoralla laskulla ndemme, etté

4—x

f(x):m

i

(M

kun x € I. On selvii, ettd f” saa vain positiivisia arvoja vililld I ja siksi f on
aidosti konveksi tuolla valilla.
Voimme siis kdyttédd Jensenin epayhtaloa:

ay a an _ _f(al)+f(a2)+--~+f(an)
\/1—a1+\/1—a2+”'+ l—an_n n

a1 +as+...4+a, 1 n
>n-f<1 2n )an(n>: n—1

Esimerkki. (Korea, 1998) Olkoot a, b ja ¢ sellaisia reaalilukuja, ettd niille pétee
a + b+ ¢ = abe. Osoita, etti

1 1 1
+ + <
Vita? Vi+0?2 Vi+e

Ratkaisu. Tehtédvén oletukset suosittelevat sijoitusta

N W

« = arctana, = arctanb, ja -~ = arctanc.

Tamén sijoituksen ja ehdon tana + tan(§ 4 tany = tan«atan §tan-y vuoksi
a, B,y € ]0, 5 [ ja a+ B+ v =m. Tehtdva on nyt osoittaa, ettd

3
cosa + cos 4 cosy < 3

Funktion f(z) = cosz toinen derivaatta f”(x) = — cosz saa selvisti vain ne-
™

gatiivisia arvoja valilla ] 0,3 [ jasiksi f on aidosti konveksi véililléi] 0,3 [ Voimme
siis jélleen kéyttad Jensenin epéayhtéloa:

cosa +cos B+ cosy fl@)+ f(B)+ f(7) <f<a+ﬂ+7> _
3 3 D

Esimerkki. (Yhdysvallat, 1974) Osoita positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢, ettd

a+b+c
a®b’ct > (abe)” @

Ratkaisu. Tarkastellaan funktiota f(z) = logz® = zlogx positiivisille reaali-
luvuille z. Koska sen toinen derivaatta f”(x) = % saa selvésti vain positiivisia
arvoja, on funktio f konveksi.

Jensenin epéyhtélon nojalla siis

_ log a® + log b* + log ¢ ~ fla)+ f(b) + f(c)

3 3
b+c at+b+ec S
>f(a+3 ):log( 3 )

12
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Toisaalta aritmeettis-geometrisen epéayhtdlon nojalla

b a+§7+c
a+b+ec : S (abc) atbte
3 )
ja koska logaritmi on kasvava funktio,
a+b+c gt atbte 1 atbte
log —3 > log (abc) ® = 3 log (abc) 3

Potenssikeskiarvojen epayhtilo

Olkoot a1, ag, ..., a, ei-negatiivisia reaalilukuja, k ja m positiivisia reaalilukuja
ja k < m. Talloin

,\c/a’f+a’5+...+aﬁ _ "\l/agn+a5"+...+ag

n n

b

ja téassd vallitsee yhtédsuuruus vain ja ainoastaan siind tapauksessa ettd pétee
a1 = ag = ... = Qp.

Esimerkki. (Pohjois-Afrikan matematiikkaolympiadi, 1986) Olkoot a, b ja ¢
positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

31+1+141+1+12
ab  bec  ca a+b b+c ct+a)’
Ratkaisu. Aritmeettis-geometrisen antamasta epiayhtilosti ’”b > Vab seuraa,
etta

4 1
— < =
(a+D) ab

Tésté ja vastaavista epayhtaloistda muille lukupareilla seuraa, ettéa

3<1+1+1> 12 L Lt 1
ab b (a+b)?  (b+c)® (c+a)?)’

Lopuksi potenssikeskiarvojen epdyhtélostd (tai tarkemmin muotoilumme ta-
pauksesta n = 3, m = 2, k = 1) seuraa, etti

1 (SRS S T N U
(a+b)°  (b+¢)° (c+a) 3\(a+b)? (b+¢)® (c+a)
2 2
1 1 1 1 1 1 1
> = =4 .
36(3 (a+b+b—|—c+c+a)> <a+b+b—|—c+c+a)
Esimerkki. (Tsekki ja Slovakia, 2000) Osoita, ettd

\[\[¢”’ (e+3)

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla a ja b, ja selvitd milloin epayhtélossa vallitsee
yhtasuuruus.
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Ratkaisu. Potenssikeskiarvojen epédyhtalon nojalla

(5 VE) < (05 V)

ja téssé vallitsee yhtdsuuruus jos ja vain jos 7 = g, eli jos ja vain jos a = b.

Haluttu epayhtilo seuraa nyt suoraan identiteetisté

2
’

(5 4D) -2 )

Esimerkki. Olkoot z, y ja z positiivisia reaalilukuja. Osoita, etti

6 yﬁ 26

x
+ + .
VYZ 2T /Ty

Ratkaisu. Asettamalla a = \/Z, b = \/y ja c = ,/z seké laventamalla nimittajéit
pois saamme halutun epdyhtalon kanssa yhtapitdvin epayhtialon

5495+ 2° <

(alO +b10 +clO) abe < a13 —|—b13 + 013.

Mutta nyt potenssikeskiarvojen epayhtéalén nojalla

13
3
10 3
- ' 3
10
3 ( “1°+bm+c1o> (a+b+c)3
3 3

3
> (alo + 510+ 010) (\/3 abc) = (alo + 010+ clo) abe.

WV

Schurin epayhtilo

Olkoot z, y ja z ei-negatiivisia reaalilukuja. Talloin kaikille r € R pétee
e (@-y)@—2)+y (y—2)(y—2)+2" (z-2) (2 —y) = 0.

Liséiksi téssé pétee yhtdsuuruus jos ja vain jos z =y = z.
Tapauksessa r = 1 tdmé epayhtalo kirjoitetaan usein ekvivalentissa muodos-
sa
3+ y3 + 23 + 3xyz > .’L’Zy + yzz + 22z + :I:y2 + y22 + za2.

Seuraavassa esimerkissé kiytdmme homogenisointia, joka on erittdin hyo-
dyllinen tarkasteltaessa polynomien epdyhtélsita silloin kun muuttujia sitoo jo-
kin ylimédardinen ehto kuten vaikkapa x + y + z = 1 tai xyz = 1. Silloin voi

14



kertoa kaikki epayhtédlon termit sopivilla lausekkeilla siten, ettd kaikki termit
muuttuvat samanasteisiksi.

Esimerkiksi, kun zyz = 1, epiyhtilo z?y + zz < 2z + 7 on yhtipitivi
homogeenisen epéyhtilon z?y + zz ¥Tyz < 2z3/x2y?2? + Txyz kanssa. Téssé
jalkimmaéisessé epayhtilossd kunkin termin aste on kolme. Tekemaéll4 sijoitukset
z = u, y = v ja z = w3 ja pudottamalla yhteiset tekijit pois paddymme
epayhtaloon utv? + wlw? < 2uw® 4+ Tuv?w?, joka voi hyvinkin olla helpompi
késitella.

Esimerkki. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset, 1984) Olkoot z, y ja z
ei-negatiivisia reaalilukuja joiden summa on yksi. Osoita, etta

7
0<xy+yz—|—zm—2xyzéﬁ.

Ratkaisu. Kayttamalla ehtoa z + y + z = 1, voimme palauttaa todistettavan
epiayhtilon homogeeniseen muotoon

0< (xy+yz+zz)(x+y+2) —2zyz < %(x—i—y—i—z)g.
Ensimméinen niistd sievenee muotoon
0<2yz + xzy + yzz + 22z + :L‘yQ + y22 + zx2,
joka selvasti pitda paikkaansa.
Jalkimméinen epayhtalo sievenee muotoon
7 (:E3 +93 + 23) + 1bzyz > 6 (mQy + P+ 22+ oyt + zxz) .

Aritmeettis-geometrisen epayhtilon nojalla 23 4 2 + 23 > 3zyz, ja titd tietoa
ja Schurin epayhtilosd kayttaméalla ndemme, ettd

7 (2% +y* +2%) + 152yz > 6 (2 + y* + 2°) + 18zyz
=6 (x2y + 922 + 220+ ay? + oy + zxz) .

Esimerkki. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset, 2000) Olkoot a, b ja ¢
sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd abc = 1. Osoita, ettd

1 1 1
o)) (e )
b c a

Ratkaisu. Todistettavalla epdyhtédlolld on sidosehdon abc = 1 puitteissa ekvi-
valentti muoto

32122 302122 3027122
(a—vsabc—&— abc)(b—\/gabc—i— abc)(c—\/gabc—k abc)gabc.

b c a
Tekemilld sijoitukset a = 23, b = ¢, ¢ = 23 tdm4 taas palautuu muotoon

(m2y — yzz + zzm) (yQZ — 22z + z2y) (22m — o:zy + yzz) < x3y323.

Lopuksi, tekemilli sijoitukset z2y = u, y?z = v, 22

166n

T = w, paddymme epayhté-

Suvw + (u3 + 03 + w3) > u?v + v2w + w?u + uv? + vw? + qu,

joka on vain Schurin epayhtilo tapauksessa r = 1.
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MacLaurinin epiyhtilo

Olkoot a1, asg, ..., a, positiivisia reaalilukuja. Talloin
1 1 1 1
TZ@} Tzaiaj>37 z Q50 2 ... 2 7] 77102 Q.
(1) i (2) i<j (3) i<j<k (n)

Tasséa vallitsevat yhtdsuuruudet vain ja ainoastaan siiné tapauksessa, etté patee
a; =0a2 = ... = Qp.

Tamé& on hyvin elegantti aritmeettis-geometrisen epéyhtilon yleistys. Ni-
mittdin ensimmaéinen lausekkeista on vain lukujen aq, aso, ..., a, aritmeettinen
keskiarvo, ja viimeinen juurilauseke on vain niiden geometrinen keskiarvo.

Esimerkki. (Puola, 1989) Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja. Osoita,
etta

\/ab+ac+ad+bc+bd+cd S i/abc—&—abd—i—acd—i—bcd
6 - 4 '

Ratkaisu. Tdméi on vain MacLaurinin epdyhtélon erikoistapaus: toisen ja kol-
mannen lausekkeen vélinen epayhtélo kun n = 4.

Esimerkki. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja. Osoita, etté

a® + b8+ 8 1 1 1

a3b3c3 “a + b

Ratkaisu. Potenssikeskiarvojen epayhtélon nojalla

a® + 0%+ 8 S a+b+c\
3 - 3 ’

Toisaalta, MacLaurinin epayhtélon nojalla

a+b+c\ a+b+eN/a+b+eY 5 ab+ bc—+ ca
= > (abe)” + ——.

3 3 3 3
Siispa
a® + b+ 8 3 a—l—b+08>ab—|—bc+cail+}+1
a3b3ed 7 (abc)® 3 - abc T a b ¢

Muirheadin epayhtilo

Yksinkertaistaaksemme merkint6ja otamme kaytt6on symbolin Zsym symmet-
risille summille. Olkoon P(z,y, z) kolmen muuttujan z, y ja z lauseke. Mairit-
telemme

> P(x,y,2) = P(x,y,2) + P(z,2,y) + P(y,z,2)
o + P(y,z,2) + P(z,2,y) + P(z,y,x).
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Esimerkiksi, jos Py (z,y,2) = 2%, Pa(z,y, 2) = 229?22, ja P3(x,y, 2) = 23y?,
niin
ZPl (z,y,2) = 22° + 2> + 223,
sym
ja
Z Py(z,y, 2) = 62%y?2?%,

sym

seké
ZPB,(»T??/,Z) — 2392 P22 4 2302 4 a2y 220 4 22l
sym
Tamé merkintéitapa yleistyy tietenkin helposti my6s mielivaltaisen monen
muuttujan tapaukseen, mutta kiyttotarkoituksiimme riittda kolmen muuttujan
tapaus.

Muirheadin epédyhtils. (Kolmelle muuttujalle) Olkoot aq, ag, as, b1, ba ja b3
sellaisia ei-negatiivisia reaalilukuja, ettd a; > as > as, by = by > b3, a1 > by,
a1 + as Z b1 + bg, ja ay +ag+as = b1 + b2 + bg. Talloin kaikille ei—negatiivisille
reaaliluvuille x, y ja z pdtee epdyhtilo

E xa1y022a3 22 xblbest_

sym sym

Tamé nimenomainen epayhtélo osoittautuu erittédin hyodylliseksi silloin kun
monet muut ratkaisumenetelmét epaonnistuvat. Sen kéyttdminen kuitenkin edel-
lyttdd, ettéd tarkastelun kohteena on homogeeninen epayhtalo.

Esimerkki. (Yhdysvallat, 1997) Osoita kaikille positiivisille reaaliluvuille a, b
ja ¢ epdyhtalo
1 1 1 1

< .
a3+b3—|—abc+b3+c3+abc+c3+a3+abc abc

Ratkaisu. Kertomalla puolittain nimittéjien tulolla todistettava epayhtalo saa
varsin epamiellyttdvin muodon

((a3 +03 + abc) (b3 +3+ abc) + (b3 +3+ abc) (63 +a+ abc)
+ (63 +a®+ abc) (a3 +0 + abc)) abe
< (a3 + b+ abc) (b3 +3+ abc) (03 +ad+ abc) .

Kun kerromme tdmén puolittain vakiolla kaksi, voimme kirjoittaa epdyhtialon
uudelleen muodossa

Z (a3 +0% + abc) (a3 +3 4+ abc) abe
sym

<2 (a3 +0% + abc) (b3 +3+ abc) (03 +ad+ abc) .
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Kertomalla téissé kaikki auki saadaan

Z (a7bc + 3a*btc + 4a°b?? + a3b303)
sym
< Z (a7bc + 2a%03 + 2a°b%c? + 3a*bic + agb?’cg) .

sym

Lopuksi, tdmé sievenee muotoon

Z alb’ > Z a5b262,

sym sym

joka seuraa suoraan Muirheadin epéyhtélostd (eksponenteilla ay = 6, ag = 3,
CL3:0, b1:5,ja62:b3:2).

Esimerkki. (Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset, 1995) Olkoot z, y ja z
sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd xyz = 1. Osoita epayhtalo
1 1 1 S 3

- + > .
?y+z) Ptz Pty 2

Ratkaisu. Olettaen, ettd emme keksi ”terdvad” tapaa ratkaista tatd ongelmaa,
voimme kuitenkin lahestya sitéd suoraan.

Aloitamme homogenisoimalla todistettavan epiayhtdlon jakamalla sen vakio-
termin lausekkeella 1/ (a:yz)4. Merkint6ja siistidksemme teemme muuttujanvaih-
dot 2 = a?, y = b3 sekii z = ¢3, missi tietenkin a,b,c € R,. Todistettava

epayhtdlé on nyt muuttunut muotoon

1 1 1 3
> .
a’ (b3 + ¢3) * b (2 4 a3) * A (a3 +b3) 7 2atbict

Laventamalla kaikki auki ja kertomalla puolittain nimitt&jilla epayhtdlo saa
muodon

Z (a12b12 —|—2a12b903 + a9b906) > Z <3a11b865 —|—a8b808) .

sym sym
Tamén taas voi muuttaa muotoon

Z (a12b12 _ a11b805) 4 22 (a12b983 _ a11b865) + Z (a9b966 _ a8b808) > O7

sym sym sym

miké taas ndhdéddn paikkaansa pitdviksi kayttdmalld Muirheadin epayhtaloa
suoraviivaisella tavalla kolmeen kertaan.

Tédmén ongelman voi tietenkin ratkaista myos monilla muilla tavoilla. Eras
niistd on kayttdd Cauchyn—Schwarzin epdyhtdloi. Sijoittamalla z = %, y = %
jaz= % todistettava epéyhtélo saa muodon

2 y? 52

+ + >
y+z z4+x T+Y

N W
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Nyt, koska

T Y z
VYt z+ “Vztxt :
VY -+ 2z Y Vz+zx VI -ty

on Cauchyn-Schwarziz epayhtdlon nojalla

rTHy+z=

) 22 Y2 22
(x+y+2)° < (y+z+z+x+x+y>((y+z)+ (z+a)+ (z+y).
Siispé
x? n y? i 22 >x+y+z>3W:§.
y+z z4+zx x4y 2 2 2

Viimeisin néistd epdyhtéloistd seuraa aritmeettis-geometrisesta epéyhtélosta.

Erés toinen vaihtoehtoinen tapa ldhestyéd samaa ongelmaa olisi kayttasd suu-
ruusjirjestysepédyhtilod. Koska todistettava epdyhtéloé on symmetrinen, voimme

huoletta olettaa, ettd = > y > 2. Tallsin myds 2% > y* > 2% ja 17 > 5 >

1 .
=7 Nyt koska

2 g2 22 22 y? 22 .
1 1 1 |z 1 1 1 Ja
y+z z+x zty z+y Ytz ztx
{ 2 g2 52 } [ 22 y? 52 ]
1 1 1 = 11 1 )
T4y

y+z z+x Tty z+x y+z

saadaan laskemalla ndmé epéyhtélot yhteen ja jakamalla puolittain luvulla kak-
si, ettéd

2 2 2 2 2 2 2 2 2
T z 1 /z“+ +z z“+x
+ - > - Y Y + .
y+z z4+zxz z+y 2\ z+4+y y+z z+z

Koska s2 + 12 > % kaikilla s,t € R4, on edellisen epédyhtélon oikea puoli

1 /xz+ +z x4z rT+y+z
>< LA >— yre

Z2\ 2 2 2 2

Lopuksi, kiyttamalld aritmeettis-geometrista epayhtédlod ndemme, etta

r+y+z _ 3 3
LIS —
2 g V= =5

Sijoitukset

Epéyhtaloiden késittelyd saattaa joskus huomattavasti helpottaa sopivien sijoi-
tusten tekeminen, kuten jo sivun 12 korealaisessa esimerkissé on néhty.

Esimerkki. (Veniji, 2000) Olkoot x ja y sellaisia reaalilukuja, ettd «,y € [0, 1].

Osoita, etté
1 1 2

+ < .
V14 a2 \/1+y2 V1+zy
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Ratkaisu. Jos z = 0, ongelma palautuu epéayhtaloon

1
1+7<23

Ve

miké selviisti pitdd paikkaansa. Oletetaan siis, etti z,y € ]0,1]. Todistettava
epayhtélo nayttaa melkein sopivalta Jensenin epéyhtélon sovellutuskohteeksi;
onhan funktio f(z) = \/1—%72 ylospéin kupera vililld |0, 1]. Ainoa este vain on,
ettd epdyhtédlon oikealla puolella esiintyy tulo zy summan x + y sijasta.

Tamén vuoksi nédyttiisi sopivammalta tarkastastella funktion f sijaan funk-
u

. 1 R . . —u s
tiota g(s) = Werrrt Tétd varten teemme muuttujanvaihdot x = e ja
y = e~ Y, missd u ja v ovat ei-negatiivisia reaalilukuja. Ongelma on nyt pa-

lautunut yhtapitavaian epayhtaloon
1 1 2
+ < .
\/1 + e—2u \/1 + e—2v \/1 + 67(u+v)

Ongelman ratkaisu edellyttda endén sité, ettd funktion g osoitetaan olevan
ylospain kupera kun s > 0. Yksinkertaiset laskut antavat toisen derivaatan
lausekkeen

- 1— 2628
(1 + 6—25) 643

Téssd nimittdjd on varmasti positiivinen, kun taas osoittaja on negatiivinen
koska e?* > 1 kun s > 0. Titen g(s) on ylospiin kupera kun s > 0 ja ratkaisu
on valmis.

Esimerkki. Osoita, etté kaikille positiivisille reaaliluvuille a, b, ¢ ja d pétee

Vab+ Ved < /(a+d)(b+ c).

Ratkaisu. Jakamalla epéyhtéld puolittain sen oikean puolen lausekkeella saa-
daan yhtéapitava epdyhtalo

\/a b +\/c d <1
a+d b+c b+c a+d 7

N ¢ )<
a—|—d b—|—c b—|—c Ca+d

Sijoittamalla téhin 47 = = sin? o ja b+ = sin? 3 joillakin sopivilla a, 3 € } 5 [,
epéayhtélon vasen puoli voidaan kirjoittaa muotoon

eli

sin asin B + cos acos 8 = cos (a — 3)

ja tésséd viimeinen kosinilauseke on varmasti pienempéd tai yhtdsuurta kuin
yksi.
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Harjoitustehtavia

Jokaisen tehtédvén kohdalla on kirjoittajan ehdotus ldhestymistavaksi. Ratkai-
sujen ldhestymistavat eivit tietenkddn koskaan ole yksikésitteisid ja jokaisen
néistéd tehtdvistd voi ratkaista myos muilla tavoilla.

1. (Pietari, 1997) Olkoot z, y ja z lukua kaksi suurempia reaalilukuja. Osoita,
etta
(m + y3) (y + 23) (z + x?’) > 125zyz.

[Vihje: z + y® > x + 4y. Nyt, kiiyti aritmeettis-geometrista epayhtilod.]
2. (Vendji, 1995) Osoita, etti kaikille positiivisille reaaliluvuille x ja y pétee

T Y 1

+ < —.
.134 + y2 JTQ + y4 Ty

[Vihje: Yhteinen nimittéjd seki aritmeettis-geometrinen epéyht#lo.)

3. Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

1 4 4 16 64
= >

b c+d/a+b+c+d'

[Vihje: aritmeettis-geometrinen epéyhtilo.]

4. (Aasian ja Tyynen valtameren alueen matematiikkaolympiadi, 1998) Olkoot
a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Osoita, etti

a b c a+b+c
1+—-)114+-){(1+—-)22(1+ ——).
(45) (e D0 0) 22 00 )
[Vihje: kaksi aritmeettis-geometrisen epdyhtilon sovellutusta.]

5. (Puola, 1990) Olkoot z, y ja z sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettid zyz = 2.
Osoita, ettéi

4y + by tyz e > 2(VTH VY VE)

1hje: Voit aloittaa osoittamalla, ettd z© + y° + 2* > zy + yz + zx ja sitten
Vihje: Voit aloitt ittamalla, ettd 22 + y2 + 22 > ja sitt
jatkaa aritmeettis-geometrisella epayhtalolla.]
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6. (Vietnam, 1998) Olkoon n > 2 kokonaisluku ja olkoot x1, za, ..., =, positii-
visia reaalilukuja joille

1 1 1 1
x1+1998+x2+1998+'”+xn+1998 -~ 1998°

Todista, etté
n/xle Xy
—~—— >1998.
n—1

[Vihje: Huomaa, ettd luvuille y, = acel—&??g% pitee 1 —yp = >, 20 Yk Nyt,

kiytd aritmeettis-geometrista epidyhtiloa. ]

7. (Valko-Venija, 1999) Olkoot a, b ja c sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd
a? + b + ¢ = 3. Osoita, etti

1 " 1 n 1 S
14+ab 14bc 14ca’ 2

I e

[Vihje: Kdyta aritmeettis-harmonista epayhtilod, sekd helppoa epiyhtdlod
a? +b%+c® > ab+ be+ cal

8. (Pietari, 1999) Olkoot xg > x1 > x2 > ... > x, reaalilukuja. Osoita, etti

1 1 1
To + + +...+— >z, +2n.
To — T1 Ty — T2 Tp—1— Tn

[Vihje: aritmeettis-geometrisen epdyhtélon nojalla ¢ + % > 2]

9. Etsi kaikki ne positiivisten reaalilukujen parit (z,y), joille

6422y

preEr i (z+1)(y+2)(2z+y).

[Vihje: Nimitt4jilla laventamisen jélkeen kiytéd aritmeettis-geometrista epé-
yhtilod oikean puolen lausekkeeseen.]

10. (Puola, 1990) Olkoot a ja b kaksi positiivista reaalilukua. Etsi kaikki sellaiset
positiivisten reaalilukujen parit (z,y), joille

(1+2ax)(1+2by) ab

27x 1 x
L -+
a

Yy
)

[Vihje: Téssd voi kdyttdd aritmeettis-geometrista epiyhtilod kolmeen ker-
taan: lausekkeeseen 1+ 2az, lausekkeeseen 1 + 2by, seké yhtélon oikean puolen
lausekkeeseen.]

11. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd

a4ttt a+b4c
am + b + ¢ - 3
[Vihje: Tsebysovin epdyhtils.|
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12. Ratkaise sivun 12 yhdysvaltalainen ongelma TSebySovin epayhtalolla.
[Vihje: Kirjoita lauseke log (aabbcc) muodossa aloga + blogb + clogc.]

13. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset, 1978) Olkoot ai, aga, ..., a,
erisuuria positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettéd

a a a 1 1 1
e I e T &
1 2 n

[Vihje: suuruusjirjestysepayhtils.|

14. Olkoot a1, as, ..., a, positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd
aq a9 a
—+—=+...+—==n
ag as al

[Vihje: Suuruusjérjestysepéyhtilo.]

15. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja. Osoita suuruusjirjestysepayhtaloa
kiyttamalld, etti

a® 4+ b® + 8 1 1.1
adh3c3 T a b ¢

(Vertaa tétéd sivun 16 esimerkkiin.)

16. (Korea, 2000) Olkoot a, b, ¢, x, y ja z sellaisia reaalilukuja, ettia > b > ¢ > 0

jax >y >z >0. Osoita, etta
a2q2 . b2y? . 252 3
(by +c2)(bz+cy) (cz+ax)(cx+az) (ax+by)lay+bz) =~ 4

[Vihje: Osoita ensin kiyttidméilld merkintoja a = a?x?, 3 = b%y? ja v = 222

seké suuruusjérjestysepayhtalod, etta vasen lauseke on > % (ﬁ + 'Hia + a’YTB ,

ja kéyté sitten Cauchyn—Schwarzin epdyhtiloi.)

17. (Irlanti, 1999) Olkoot a, b, ¢ ja d sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd niiden
summa on yksi. Todista, etta

a? b2 2 d? 1

>
atb btc c+d dta 2

bl

ja ettd téssd pétee yhtdsuuruus jos ja vain josa=b=c=d = i.
[Vihje: Kerro epédyhtilon vasen puoli nimittéjien summalla ja kdytd Cauchyn—
Schwarzin epiyhtiloa.]

18. (Tsekki ja Slovakia, 1999) Osoita, etté kaikille positiivisille reaaliluvuille a,
b ja c pitee epayhtalo

a . b . c 51
b+2c c¢+20 a+207

[Vihje: Kerro vasen puoli summalla a (b + 2¢)+b (¢ + 2a)+c (a + 2b) ja kiyté
Cauchyn—Schwarzin epayhtdlod, tai tee sijoitukset = b+ 2¢, y = ¢ + 2a ja
z = a+ 2b ja kilyti aritmeettis-geometrista epayhtiloa.]
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19. Olkoot a, b, ¢ ja d sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd ¢ +d? = (a® + b2)3.
Osoita, ettéd

ad n b 51

c d”~ 7

[Vihje: Osoita kiyttaméilld Cauchyn—Schwarzin epiyht#lod, etti
Cl3 b3 2 2\2
(c + d) (ac+bd) = (a® 4+ %) > ac + bd.]
20. Todista, ettd kaikille ei-negatiivisille reaaliluvuille z1, xo, ..., =, pitee
epayhtalo
(M+z)(L+xe) - (14 a) = (1 + Yaima - 2,)"
[Vihje: Sijoita a; = {/Z¢ ja kdytd Holderin epayhtéloa.)

21. Osoita Holderin epéyhtélolla, ettd kaikille positiivisille reaaliluvuille a, b ja
c patee
a® + b+ > a?b+ b2e + Pa.

22. Olkoon annettu positiiviset reaaliluvut a, b, ¢, p, g ja r, joille p+qg+r = 1.
Osoita, etté

a+b+c>=ad’bic” +a?b"c? + a"bPl.
[Vihje: Holderin epéyhtéls.]

23. Olkoon zy € [1, 2] jokaisella ¢ € {1, 2,... ,n}. Osoita, etti

(£ ()

[Vihje: Holderin epéyhtils parametrien arvoilla p = % jaq=

]

wN

24. Olkoot a, b, ¢, =, y ja z positiivisia reaalilukuja. Osoita, etta

\/ax2 + by? + cz2 \/ay2 + 022 + ca? \/a22 + ba? + cy?
a+b+c a+b+c a+b+c

zZx+y+z
[Vihje: Minkowskin epédyhtils.

25. Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

1 n 1 n 4 n 16 S 64
a b ¢ d7 atbtctd
(Huomaa tarkennus verrattuna tehtéviin kolme sivulla 21.)
[Vihje: Cauchyn—Schwarzin epdyhtils.)

26. (Irlanti, 1998) Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja. Todista Jensenin
epiyhtalslls, etti

9 <9 1 n 1 n 1 <1+1+1
a+b+e a+b b+ec c4+a) Ta b ¢
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27. Olkoot z, y ja z sellaisia positiivisia reaalilukuja ettd x +y + 2z = 1. Todista
epayhtalo
T Y z 3
+ + < -
z+1 y+1 z4+1 4

[Vihje: Jensenin epdyht#lo tai aritmeettis-geometrinen epéyhtils.]

28. Olkoot ay,as,...,a, € ]0,2[ sellaisia, ettd a1 + ag + ... + a, = n. Etsi

lausekkeen
n
) D rreer
— day — a3

pienin mahdollinen arvo.
[Vihje: Jensenin epéyhtils, tai aritmeettis-geometrinen epdyhtélo yhdessi
Holderin epdyhtélon kanssa.]

29. (Pohjoismaat, 1992) Osoita, ettéi kaikkien 1-séiteisen ympyréin sisédéinpiirret-
tyjen kolmioiden joukosta tasasivuisella kolmiolla on suurin piiri.

[Vihje: Olkoot kolmion kulmat «, 8 ja . Télloin piirin puolikas voidaan
kirjoittaa muodossa sin « + sin 3 4 sin .]

30. Olkoot x,y, z € ]0,4] sellaisia, ettd xyz = 1. Todista epayhtils

e Yy
z+8 y+8 2487 7

[Vihje: Tamé epéyhtilo nayttdd siltd, ettd sen todistamisessa voisi kdyttad
Jensenin epéayhtéloa. Kuitenkin téssa tehtdvissa esiintyy ehto xzyz = 1, kun taas
muotoa x + y + z = vakio oleva ehto olisi mukavampi. Tadmén esteen voi kiertéaa
ottamalla kiyttoon uudet muuttujat a, b ja c sijoituksilla x = e?, y = €’ ja

Py
es+8"°
on itse asiassa osa erésté tehtdvad vuoden 2001 kansainvilisistd matematiikkao-
lympialaisista. Koko tehtdvaa varten pitdd poistaa ehdot x < 4, y < 4 ja z < 4.
Jos tésmélleen yksi muuttujista on vdhintddn nelja, niin voit edelleen kayttas
Jensenin epiyhtiloéd (nithin termeihin joissa muuttujan arvo on pienempi kuin
nelji). Jos vihintdin kaksi muuttujista on vihintdéin yhtd suuria kuin neljé,
niin todistus on suoraviivainen. ]

z = e°. Tamén jilkeen kannattaa tarkastella funktiota f(s) = Tamé&

31. (Veniji, 1999) Olkoot x ja y positiivisia reaalilukuja, joille 2% + y> > 2.
Osoita, etté
22y < 2® oyt
[Vihje: Voit aloittaa potenssikeskiarvojen epéyhtilolld sovellettuna lausek-
keisiin 2% ja 24y®
2 2 -
32. (Iran, 1998) Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja, joille abed = 1.
Osoita, etté
3 13 3 3 1 1 1 1
a’+b°+c’+d° >max<a+b+c+d,—+-+-+-7.
a b ¢ d
[Vihje: Edellisessé epayhtélossd voit kdyttiad potenssikeskiarvojen epédyhté-
164, Jalkimmé&inen seuraa aritmeettis-geometrisestd epiyhtilosta.]
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33. Olkoot a, b, ¢ ja d mielivaltaisia positiivisia reaalilukuja. Todista, ettd

A3+ AP+ +d | dP+AE+d | B+ +dP

2 2 b2 2 d2.
a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d @bt et

[Vihje: Osoita potenssikeskiarvojen epéayhtilslla, etté

1
A? 400+ > g (atbto)(a +07 4 ) ]

34. (Puola, 1999) Olkoot z, y ja z positiivisia reaalilukuja, joille z +y + z = 1.

Osoita, ettéd
22 +y? + 2%+ 2¢/3zyz < 1.

[Vihje: Tee epdyhtélostd homogeeninen. |

35. (Iso-Britannia, 1999) Jotkin kolme ei-negatiivista reaalilukua p, ¢ ja r to-
teuttavat ehdon p 4+ g + r = 1. Osoita, ettd

7(pq + qr + rp) < 2+ 9pgr.

[Vihje: Tee epdyhtilostd homogeeninen kiyttamilld ehtoa p + ¢ +r =1 ja
kéyté sitten Schurin epdyhtilsi.)

36. Olkoot aq, as, ..., a, positiivisia reaalilukuja siten, etté
I+a)(14a2) - (1+a, =2"

Osoita, ettd ajas - --a, < 1.

[Vihje: Kirjoita tulo (1 +a1)(1 4 ag)---(1+ a,) MacLaurinin epédyhtéilon
juurrettavista muodostettuna summana ja arvioi sitd sitten alas péin. Bino-
mikaava saattaa olla hyodyksi.]

37. (Aasian ja Tyynen valtameren alueen matematiikkaolympiadi, 1998) Olkoot
a, b ja ¢ kolme positiivista reaalilukua. Osoita, etta

<1+Z)<1+i>(1+2) >2<1+“f2\/%c>.

[Vihje: Sijoita a = 23, b = y3 ja ¢ = 23, ja kiiytd sitten Muirheadin
epayhtilod.]

38. Osoita, etté kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla z, y ja z pétee

x Y z 9
(z+y)(z+2) * (y+2)(y + ) + (z+2)(z+y) S d(z+y+z)

[Vihje: Kéytd Muirheadin epdyht&lod.]
39. Olkoot z,y € [—1,1]. Etsi lausekkeen

ay+ a1 -2 +yv/1—a2 — /1 —22)(1 - y?)

suurin mahdollinen arvo.
[Vihje: Annettu lauseke suorastaan vaatii kiyttdmadn trigonometrisia sijoi-
tuksia z = cosa ja y = cos 3, missd a, 8 € [0, 7].]
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40. Olkoot x, y ja z sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd xy + yz + zax = 1.
Osoita, etté

x(l—xg) y(l—yQ) z(1—22)< T n Y . z
(1+22)> (142 (1+22)° 1422 14y 1422

[Vihje: Koska téssi esiintyvit lausekkeet muistuttavat identiteettien

2tan 5 1 — tan?

siha=—2 ja cosa=-— 2
1+ tan® § ] 1 + tan?

R |ro|R

lausekkeita, kannattaa yrittdé sijoituksia z = tan g, y = tang ja z = tan 3,
missé «, 3,7 €0, 7[.]
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Epiayhtaloiden todistukset

Aritmeettis-geometris-harmoninen epayhtilo

Koska aritmeettis-geometrinen epayhtélé on niin tiarked ja hyddyllinen, annam-
me sille tédssd kolme eri todistusta. Tamén tekstin viimeisestd luvusta 10ytyy
neljés todistus.

Ensimmadinen todistus (induktiolla). Aloitamme todistamalla epédyhtilon
tapauksessa n = 2.

Varmasti (\/E —/az )2 > 0. Kertomalla auki tdmén epéayhtédlon vasemman
puolen, siirtdmaélla negatiivisen termin oikealle puolelle ja jakamalla puolittain
kahdella saamme epéayhtialon % > y/ajaz. Téten aritmeettis-geometrinen
epayhtilo patee tapauksessa n = 2.

Olettakaamme nyt, ettd epayhtdlo pitdd paikkaansa jollakin n > 2. Osoi-
tamme, ettd talloin se pitda paikkaansa my6s 2n muuttujan tapauksessa. Taméa
seuraa kayttdamalla kerran induktio-oletusta ja kerran kahden muuttujan arit-

meettis-geometrista epayhtaloa: jos a1, as, ..., as, ovat positiivisia reaalilukuja,
niin

2n n 2n n 2n

D ac=> art+ > arzn|f[ac+y) [T o

(=1 =1 l=n+1 =1 l=n+1

Induktiolla seuraa siis, ett# aritmeettis-geometrinen epéyhtilo pitee kun n = 2%
jollakin k € Z ..

Lopuksi oletamme, ettd epiayhtdlo pétee jollakin n > 2 ja osoitamme, etté
se pétee télloin myos n — 1 muuttujalle.

Olkoot aq, asg, ..., a,—1 positiivisia reaalilukuja. Merkitdan

n—1
[Tac-g=n3/g""1-g=ng,

l=1
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Téten aritmeettis-geometrinen epéyhtélo péatee kaikilla n > 2.

Toinen todistus (helpolla analyysilld). Todistamme aritmeettis-geometrisen
epayhtalon mielivaltaisilla painokertoimilla.

Lause. Olkoot aq, as, ..., a, positiivisia reaalilukuja, ja olkoot ay, as, ..., a,
sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd a; + as + ... + o, = 1. Merkitddn

n n
G= I_Iagz7 ja A= g opay.
=1 =1

Talloin G < A, ja yhtdsuuruus vallitsee tdsmaélleen silloin kun a3 = as = ... =
.-

Todistus. Asettakaamme ay = (1 + z7) A. Huomaamme, ettdi z, > —1 ja
>y cwe = 0. Siten

G = ﬁa?@ = ﬁ ((1+£C£)A)af :Aﬁ(1+$2)az < Aﬁemgag — A.
=1 e

=1 =1

Téstd viimeisestd epayhtilostd vakuuttuu tarkastelemalla funktiota f(x) =
e”— (1 + z). Nimittdin f(0) = 0 ja koska f'(z) = e*—1, on f'(x) = 0 ainoastaan
silloin kun # = 0. Lopuksi, koska f”(0) = 1, on lausekkeella f(z) aito minimi
kohdassa x = 0. Siispd f(z) > 0 kaikilla z € R. Yhtésuuruus vallitsee silloin

ja vain silloin kun z, = 0 jokaisella ¢ € {1,2,...,n}, eli tdsmiilleen silloin kun
a1 =a3=...=ap.
Nyt, asettamalla tdmén lauseen tuloksessa vy = as = ... = a,, = %, saamme

suoraan tavanomaisen aritmeettis-geometrisen epayhtalon.

Kolmas todistus. Aritmeettis-geometrinen epayhtilé seuraa myo6s helposti
Jensenin epéayhtalosta.

Olkoot ai, as, ..., a, jilleen positiivisia reaalilukuja. Koska eksponentti-
funktio f(z) = e® on aidosti konveksi, ja koska n - % = 1, seuraa Jensenin
epédyhtiilosti (valitsemalla 2y = logae, £ = 1,2,...,n), ettd

1 1 1 1 1 1
en logai+; logaz+...+:- logan < 7eloga1 + 7eloga2 o+ 7elogan’
n n n

miké yksinkertaisen sieventdmisen jialkeen muuttuu aritmeettis-geometriseksi
epayhtaloksi.
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Geometris-harmonisen epiyhtidlon todistus. Tamé seuraa helposti arit-
meettis-geometrisesta epayhtalosta.

Olkoot a1, a3, ..., a, positiivisia reaalilukuja. T&ll6in niiden kd#nteisluvut
Ay s -+ s oo Ovat myGs positiivisia, ja soveltamalla niihin aritmeettis-geomet-
n
rista epayhtilod saamme

ST 1<i+é+m+$

. NS
ayp a2 G, n

Ottamalla puolittain kédnteisluvut saamme valittomésti

Varag - --an 2 T 1,

1
ay az an

TsSebysovin epiyhtilo

Huomaamme ensin, etté

ZZ(az 7 ’L Z ’I’LG/Z i aizbj
j=1

i=1 j=1 i=1
Z ’ l n n n n n n
= nZalbZ — ZaZij = nZalbZ — ZaZsz,
i=1 i=1 j=1 i=1
ja ettd

n n n n n

ZZ(ajbj —ajbi) :Z Zajbj 72(1]' bl

i=1 j=1 i=1 \j=1 j=1
n n

I
-
1

I
0
1
1

Naiistd seuraa, etté

n n

nZaibi—ZaiZbi:%ZZ(azb aibj)—&—lZZ(ajbj a;b;)
i=1 i=1 =1 i=1 j=1 i=1 j=1
= %iimibl a;b; + a;b; — a;b;)
i=1 j=1
= %Z Z ((az a;) (b; bj))
i=1 j=1

Mutta Tsebysovin epdyhtélon oletusten nojalla (a; — a;)(b; — b;) > 0 kaikilla
1,7 €{1,2,...,n}. (Ehtojen a1 < az < ... < a, sekd by < by < ... < b, vuoksi
vasemman puolen molemmat tulontekijit ovat aina samanmerkkiset.) Téten
ny ooy ab; — Y0 a; y iy by > 0. Siirtdmélld vasemman puolen toinen termi
oikealle puolelle ja Jakamalla puolittain luvun n neliolld saamme TSebySovin
epayhtalon.
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Ei ole vaikea havaita, ettd TSebySovin epayhtédlossa vallitsee yhtdsuuruus jos

ja vain jos a1 = ag = ... = a, tai by = by = ... = b,. Taméi seuraa arvioista
(a; —aj)(bi—b;) =0 (4,5 € {1,2,...,n}). Sen havaitseminen, ettd epiyhtilo
vallitsee toisin péin kun a3 < a2 < ... < ap jaby = bs = ... = by, el ole

yhtdédn vaikeampaa. Nimittédin TSebySovin epédyhtdlon toinen puoli seuraa téssé
tapauksessa epayhtéloistd (a; —a;)(b; — b;) < 0, jotka pétevit jélleen kaikil-
la i,j € {1,2,...,n}. (Talld kerralla tulontekijéiden merkit ovat vaistdmétta
vastakkaismerkkiset. )

Toinen todistus. Osoitamme kuinka TSebySovin epéayhtilt seuraa helposti uu-
delleenjérjestysepayhtélosta. TsebySovin epayhtalo voidaan kirjoittaa muodossa

(a1 4+ags+...+ap)(by +ba+ ... +b,) <n(arhy + azbs + ...+ anby).

Kun kerromme tissi vasemman puolen auki saamme n? termii. Jérjestimalla
ne seuraavasti n ryhmaéén:

(a1b1 + a2b2 + ...+ anbn) + (albz + a2b3 +...+ anbl) + ...
+ (albn + a2b1 + ...+ anbn_l) y

saamme, ettd uudelleenjérjestysepéayhtdlon nojalla lauseke a1b1+asbo+. . .4-a, by,
on aina suurempaa tai yhtdsuurta kuin mikéi tahansa niistd n summasta, ja
Tsebysovin epayhtilé seuraa. Samalla menetelmélld voimme osoittaa helposti
my6s TsebysSovin epédyhtélon toisen puolen.

Uudelleenjarjestysepiyhtilo

Aloitamme osoittamalla epéyhtdlon tapauksessa n = 2. Olkoot a; < a2 ja
b1 < by reaalilukuja. Télloin (ag — a1)(be — b1) > 0, silld molemmat vasemman
puolen tulontekijét ovat varmasti ei-negatiivisia. Kertomalla vasen puoli auki ja
jirjestelemélld termeja uudelleen ndemme, ettd a1by + asby = a1bs + agby, miké
onkin tdsmaélleen uudelleenjérjestysepayhtalo tapauksessa n = 2. Havaitsemme,
ettd téssd pétee yhtasuuruus tdsmaélleen silloin kun a; = ao tai by = bs.

Seuraavaksi siirrymme yleiseen tapaukseen. Olkoot by < by < ... < b, seké
c1, Co, ..., ¢y reaalilukuja. Olkoot a1, as, ..., a, sellainen lukujen ¢y, co, ..., ¢,
permutaatio ettd lausekkeen a1b1 +aqsbs+. . .+a,b, arvo on suurin mahdollinen.
Olettakaamme, etté joillakin indeksien 4,5 € {1,2,...,n} arvoilla pétee ¢ < j
ja a; > a;j. Tallsin a;b; + a;b; > a;b; + ajb; (jo todistetun kahden muuttujan
tapauksen nojalla), ja lausekkeen a1by + agbs + ... + apb, arvo ei siis voi olla
suurin mahdollinen ellei a; < az < ... < ay, tai ellei b; = b; kaikilla niilla
indeksien 4 ja j arvoilla joilla i < j ja a; > a;. Jilkimmaéisessd tapauksessa
lukuparien a; ja a; jérjestystéd voidaan vaihtaa siten, ettd saamme epéyhtélot
a1 < az < ... < a, piteméan. Siispi lausekkeen a1b; + asbs + ... + a,b, arvo
on suurin mahdollinen silloin kun a1 < as < ... < a,.

Lopuksi huomautamme, ettéd koska lausekkeen

— (a1b1 + agby + ...+ anbn) = (—al) by + (—ag) by + ...+ (—an) bn,

arvo on suurin mahdollinen tésmélleen silloin kun —a; < —ag < ... < —ay,
ndemme, ettd lausekkeen ai1b; + asb2 + ... + anb, arvo on pienin silloin kun
a1 = ag = ... 2 Q.
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Cauchyn—Schwarzin epayhtilo

Olkoot ay, asg, ..., a, seki by, b, ..., b, reaalilukuja. Jos a1 = ... = a, =0,
niin epéyhtils varmasti péatee yhtdsuuruusmerkilld ja lukujonot {(a1,as. .., ay)
ja (b1,ba,...,b,) ovat verrannolliset. Voimme siis olettaa, etteivit kaikki luvut
ai, as, ..., a, ole nollia.

Tarkastelkaamme sitten reaalimuuttujan x polynomia

n

Z (agx + bg)Z = (Z af) 2+ 2 <Z agbg) x + Z bg
=1 =1 =1

(=1

Koska Y, (agz + be)® > 0 kaikilla 2 € R, on selviisti myds

(ia?) 2?42 (iaﬂu) x—|—2n:b§ >0
=1 =1 =1

kaikilla € R. Téten kyseisen toisen asteen polynomin diskriminantin taytyy
olla ei-positiivinen, eli on oltava

n 2 n n
4 (Zazbz) —4Y a7 b <.
=1 =1 =1
Siirtdmélld vasemman puolen toisen termin oikealle puolelle ja jakamalla puo-
littain neljéalld saamme Cauchyn—Schwarzin epdyhtilon.

Lopuksi, epiyhtalostd > ,_; (asz + bg)2 > 0, joka siis pitee kaikille z € R,
seuraa, ettd Cauchyn—Schwarzin epéayhtélossa vallitsee yhtasuuruus tdsméalleen
silloin kun lukujonot (ay,as,...,a,) ja (b1, ba,...,b,) ovat verrannolliset.

Tekstin viimeisessé luvussa on esitetty vaihtoehtoinen todistus.

Holderin epiayhtilo

Hoélderin epayhtélon voi kirjoittaa muodossa

"\ B\e
Z n b ) o) ST
— k=1 A, > k=1 by

Koska 1 + 1 = 1, voimme kiiyttds timin luvun ensimmiisessa kappaleessa
todistettua aritmeettis-geometrisen epéyhtélon yleistysta mielivaltaisille paino-
kertoimille saaden tédten

i ab v b? a
> (wra) (srm)
—1 D k=1 G, 2 k=1 bk

n
1 ab 1 b? 1 1
- ezzl <p Yhoar 4 Yl poa

Lisdksi edella sovelletun aritmeettis-geometrisen epédyhtdlon version yhté-
suuruusehdosta seuraa, ettd yhtdsuuruus pétee tdsmaélleen silloin kun lukujonot

(af,ab, ... aP) ja (b,b3,...,b2) ovat verrannolliset.

Q=
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Osoitamme seuraavaksi hyddyllisen lisdtuloksen: jos Holderin epayhtélossi
toisen parametreista p ja ¢ annetaan olla negatiivinen niin epayhtédlon suunta
vaihtuu. Oletetaan vaikkapa, ettd p < 0, ja asetetaan S = —% jaT = %. Talloin

luvut S ja T ovat molemmat positiivisia ja 3 L+ % = 1. Asetetaan seuraavaksi
ug = a, ? ja vy = ajb], kaikille £ € {1,2,...,n}, jolloin Holderin epéyht#lon
nojalla

: +
n
S o< (30t (z )
=1
miké tietenkin on yhtapltavaa sen kanssa, etté

n n —q~(— 2) n q

Zae fagbi < Zae ! ‘ (azbp)" | -
=1 =1 r=1

Pienen sieventdmisen ja uudelleenjérjestelyn jélkeen voimme ottaa puolittain
g-asteisen juuren saaden

iazbg = (Zn: a?)p . (zn: bz>q ,
=1 =1 =1

miké on tdsmaélleen haluttu kdanteinen epéayhtalo.

B
Q=

Minkowskin epayhtilo

Huomaamme ensin, etté

n n
Z ap + bg Z ag + bg a/ + bg)r_l
=1 /=1

= Z ay (a( + bg)T_l + Z by (ae + bé)r_l
=1

{=1

Kun r > 1, valitsemme luvun s siten, etté % + % = 1, eli asetamme s = 5.

Soveltamalla Holderin epéyhtélod kahteen viimeksi saamaamme termiin saamme

Z (ag + bg)r

n
(=1

<< f> ( <ae+be>“‘”‘8> +<sz> ~<Z<ae+be>”‘”'3>
=1 =1 =1 =1

r—1

= ( 3 aE) : (En: (az+bz)r> (Zbr> . <§": ae+b£)r> T
(=1 (=1 =1

Saamme tastd Minkowskin epayhtalon yksinkertaisesti jakamalla puolittain lau-

—1
sekkeella (32, (ag + be)" ) T
Minkowskin epédyhtélo pétee selvdsti myos silloin kun r = 1; epdyhtdlon
molemmat puolet ovat télloin yhtdsuuret. Kun r» > 1, yhtdsuuruus vallitsee
tésmailleen silloin kun lukujonot (a1, as,...,a,) ja (b1,bs,...,b,) ovat verran-
nolliset. Tdm4 seuraa Holderin epayhtédlon vastaavasta ehdosta.

5
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Kunr < 1jar # 0, luku s muuttuu negatiiviseksi, ja Minkowskin epédyhtalossa
epayhtalomerkki kadntyy toisin pain. Tama seuraa siité, ettd Holderin epayhtéalon
merkki kddntyy kun s < 0.

Jensenin epayhtalo

Tulemme todistamaan Jensenin epéayhtédlon vain positiivisille rationaaliluvuille
a1, o, ..., y. Yleinen todistus mielivaltaisille ei-negatiivisille reaaliluvuille o,
g, ..., ay edellyttaisi vakavampia analyyttisid argumentteja.

Jaamme Jensenin epéyhtélon todistuksen kahteen tapaukseen.

Tapaus 1: ay = %7 ¢=1,2,...,n. (Kdytdmme samaa menetelméé kuin en-

simméisessé aritmeettis-geometrisen epéyhtélon todistuksessamme.)
Téssé tapauksessa tarkoituksemme on todistaa epdyhtélo

f (i er> <3 S, (1)
=1 {=1

Tamé epayhtalo pitdéd paikkaansa kun n = 2, suoraan konveksisuuden mééritel-
min perusteella. Oletetaan sitten, ett# epdyhtils (1) pitee jollakin n = 2, missi

k =1,2,.... Osoitamme ensin, ettd epiyhtilo (1) pitee myos m = 2F+1 = 2n
muuttujalle.
Todistus. Olkoot x1,x2,. .., 2, € I. Tilloin
T T2t B e Tt Sy T
f =f
m 2
AT w0 + SR w)
h 2
PR CHEDIRY (CIY) D By flao)
b 2n m

Y14 olevassa epiyhtiloketjussa ensimmiinen epiyhtils pitee koska (1) piitee
kun n = 2. (Luvut £ 37 @y ja L3 2,4 kuuluvat vilille 1, sillé ne ovat
vélille I kuuluvien lukujen keskiarvoja.) Toinen arvio seuraa oletuksestamme.
Koska epiyhtils (1) pitee kun n = 2, se pitee induktiolla kaikille n = 2F,
k=1,2,....

Oletetaan seuraavaksi, ettii epiyhtils (1) pétee jollakin n > 2. Osoitamme
seuraavaksi, ettd (1) pdtee myds n — 1 muuttujalle.

Todistus. Olkoot x1,xs,...,z,—1 € I. Induktio-oletuksemme sanoo, etti lu-
vuille z1, xo, ..., Tp_1, seki

_$1+1’2+...+.’En,1

n =

n—1
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péatee

; I T B e
n

flx) + f(xa) + ...+ f(zno1) _,_f(%

n

) o

<

Sieventimisen jilkeen tdmin vasen puoli muuttuu muotoon f (%)

Téten,

T1+ T+ ...+ Ty 1 1 (21 +20+ ...+ 2y
f<1 2 nl)ng(xe)_"_f(l 2 L1>.
n n

n—1 n—1

Lisdsieventaminen antaa

n—1
T+ T+ ...+ Tpn_1 1
i )<t st

n—1
Jéalleen, induktiolla ndemme, ettd (1) pétee tapauksessa 1.

Tapaus 2: Olkoot aj, a9, ..., «, positiivisia rationaalilukuja. Laventamalla

nahdéén, ettd on olemassa luonnollinen luku m, sekd negatiiviset kokonaisluvut

D1, P2, - -+ s Pn, joille m = py+po+...+py sekd ap = B jokaiselle £ = 1,2,...,n.
Tapauksesta 1 seuraa, etté

f<(cc1+...+x1)+.7;1.+(xn+...+xn)>
(fe)+ ...+ f@)+- + (flam) + .o+ + f(zn)

< - (D)

missé ensimmaéisessd summassa on p; termié, toisessa summassa ps termii, ja
niin edelleen. Mutta tdmé&n epayhtélon voi tietysti kirjoittaa muodossa

f(ﬂl1 me) < %me(l“e),
=1 =1

ja (1) on todistettu tapauksessa 2.

Potenssikeskiarvojen epiyhtilo

Lahtokohtamme on itsestddnselva: kun k = m, yhtdsuuruus pétee, eli myos
epdyhtélo pétee tdssi tapauksessa. Oletetaan sitten, ettd k < m. Télloin 7+ >
1 ja funktio f(x) = z% on aidosti konveksi kun x > 0. (Onhan f”(z) =

m(m—1)z%t"2 > 0, kun & > 0.) Nyt, koska luvut a1, as, ..., a, ovat ei-
negatiivisia, luvut a¥, a%, ..., a* ovat myos ei-negatiivisia. Jensenin epayhtlo

antaa meille arvion

1, e 1, .= 1, pm (1, 1 1 \*
n(alf)k+n(a§)k++n(aﬁ)k><nalf+na§++nal;;>,



miké pienen sieventdmisen jéilkeen saa muodon

<a’f+a§+...+aﬁ)"
" )

al>+al' +...+a

n

\%

Potenssikeskiarvojen versio seuraa nyt ottamalla téstd puolittain m juuret.
Yhtasuuruusehto seuraa Jensenin epéayhtédlon vastaavasta ehdosta.

Schurin epayhtilo
Johdamme Schurin epédyht&lon vahvemmasta tuloksesta.

Lause 2. Jos a, b, ¢, u, v ja w ovat ei-negatiivisia reaalilukuja, p on positiivinen
reaaliluku, ja
1 1

ar +cr <br, ja urtl 4 wrtl Z il (1)

niin
ubc — vea + wab > 0. (2)
Todistus. Lahdemme liikkeelle kahdesta ei-negatiivisten reaalilukujen parista
1 1

<aﬁ,cﬁ> sekd ((uc) ™7, (wa) ™). Koska p > 0, on my&s oltava
1 P . p 1
— >0, —— >0, ja —+——=1
p+1 p+1 ) p+1 »p+1

Holderin epayhtélon nojalla siis

P 1

< (aﬁ'% —|—czo¢1'pT+l)ﬁ . ((uc)r’lrl'(pH) + (wa)#'(pﬂ))m ,

eli
1

_p_
T (ue + wa) 7T

(ac)ﬁ w4 (ac)f}rl W < (a% + c%>
Korottamalla puolittain potenssiin p + 1, saamme epéyhtélon

1 1 1

1 1 \ptL 1 1\P
ac (up+1 —|—wv+1) < (ap —|—cv) (uc + wa) .
Lopuksi, kiyttamalla ehtoja (1) saamme epéayhtilon

1

1 p+1 1\P
ac (vPH) < (bP) (uc + wa)
mikd on yhtépitivi vaaditun epdyhtilon (2) kanssa.

Nyt voimme rauhassa olettaa, ettd 0 < z < y < z, jolloin kayttdmalla
lausetta 2 luvuille

p=l,a=y—z,b=zx—z,c=z—y,u=2",v=9y", jaw=2z",
naemme, etta
" (—z)z—y) -y (—y)ly—2)+ 2" (y—2)(=—2) 20,

mik& onkin haluttu Schurin epayhtils.
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On varsin helppoa niyttédd, ettd Schurin epéyhtéilossd vallitsee yhtdsuuruus
jos ja vain jos £ = y = z. Ainoa Schurin epédyht#lon vasemman puolen kolmesta
termisté, joka voi olla negatiivinen, on 3" (y — x)(y — 2). Jos se on negatiivinen,
on z < y < x. Mutta néilla ehdoilla myos

(-2 —y) >y (y—2)(y—2).

Téaten yhtdsuuruuden vallitessa on oltava y = z tai y = z. Kummassakin ta-
pauksessa Schurin epayhtdlon vasemman puolen kolmesta termisté ainakin kaksi
havidvat, mistd seuraa, ettd © =y = 2.

MacLaurinin epiyhtilo

Aloitamme todistamalla seuraavan tuloksen, jota tulemme kiyttdméaian MacLau-
rinin epéyhtélon todistuksessamme.

Lause 3. Olkoon n > 2 ja olkoot ai,as,...,a, positiivisia reaalilukuja, jotka
eivit kaikki ole keskendéin yhtd suuria. Merkitdén po = 1 ja
Pr = Z w, kunr=1,2,...,n.
1<i1<i2<... <8, <N (7")
Télloin jokaisella r = 1,2,...,n — 1 pétee

Pr—1Pr+1 < pf-

Todistus (induktiolla). Kun n = 2, on

a1 + as
2 )

po=1 p1= ja  p2 = aias,

eli

2
a1+a2 2
Pop2 = araz < < D) ) =D1s

missé on tietenkin kéytetty aritmeettis-geometrista epayhtilod, ja missd yhté-
suuruus ei voi pated oletuksen a; # as takia.

Oletetaan seuraavaksi, ettd viitetty lause pétee jollakin n = k — 1, missa
k > 3. Osoitamme, etté silloin se patee myos kun n = k. Selkeyden vuoksi
merkitsemme tapauksessa n = k lukuja pg, p1 ...edelleen pg, p1, ..., mutta
tapauksessa n = k — 1 merkitsemme niita Py, P, . ...

Tekemiemme oletusten nojalla positiivisille reaaliluvuille ay, as, ..., ax_1,
jotka eivit ole kaikki kesken#iin yhtd suuria, pitee P._1P.11; < P? jokaisella
r=1,2,...,k — 2. Tehtdvamme on osoittaa, etta positiivisille reaaliluvuille aq,
as, ..., ag, jotka eivit ole kaikki keskeniifin yhtd suuria, pitee p,._1p,11 < p>
jokaisella r =1,2,...,k — 1.

Havaitkaamme, etté

ko
TPT + rakPT_l jokaisella r=1,2,... k,

Dr = L A
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misséd merkitsemme Py, = 0. (Tamé voi olla hieman hankalaa huomata, mutta

seuraa esimerkiksi siitd etté (Z) = (”;1) + (Zj)) Tastéd seuraa, etté

k2 (prflpr+1 - p?«)

k— 1 —1 k—r—1 1
k2<<;+Pr_1+rk akPr—2> <;PT+1+T.<’: CLkPT’>

k* 2
—< kTPr+;akPr_1>> = A+ Bay + Ca2, (1)

missé

A= ((k —)? - 1) PPy — (k—1)? P2

B = (k—’l”—i—l)(’l“—f—l)PT,lPT—F(k'—?“—1)(7“—1)PT,2PT+1
-2 (k—’/‘)’/‘PT.PT._l,
C= (r2 — 1) P, 5P, — %P2 |.
Koska luvut aq, as, ..., ar_1 eivit ole yhtd suuria, on oltava

Pr71Pr+1 <Pr27 Pr72PT <Pr2717 ja Pr72Pr+1 <Pr71Pr~

Viimeinen néaisté pétee koska
Pr+1 Pr71Pr71Pr+1 Pr71Pr2

Pr+1 2
P = = Prf PT'
P Sir1Tp P, DY !

Niistéd epayhtéloistd seuraa, etta

A< —-P? B<2P.,P., ja C<-P%,.

Pr72Pr+1 - Pr72Pr

Lis#ksi, identiteetisté (1) seuraa, etté
kz (pr—lpr+1 7p%) < *PE + 2PTPT—1ak - Pf_lai = - (Pr - Pr—lak)2 < 0.

Titen k2 (p,,_lprﬂ — p%) < 0, mikd on yht#pitivi epayhtalon p,_1pyr1 < p?
kanssa, ja lause on todistettu kaikille n > 2.
Yksi tapaus on tosin vield jaljelld; nimittdin se tapaus, missd a3 = as =
. = ap_1 # ap. Tdssé tapauksessa a; = Pfil, ja identiteetistd (1) nidemme,
etté

k? (pr—lpr+1 *P?«) = *G%PE—l + 2‘11Pr2—1ak - Pf—lai = —(a1 - ak)2 Pr2—1 <0.

Lause on siis todistettu myos téssia tapauksessa.

MacLaurinin epayhtilon todistus. Tarkastelkaamme epéayhtiloita

2 3
pope < P, (mips)” <pa (p2pa)’ < S, ooy (Pro1pes1)” <P

Jos kerromme nédmé keskendédn puolittain, saamme epéayhtéalon

2r—2 — 2r—2
PopIPsPy < P PPl < pipsp§ - pir R

mistd seuraa, ettd p,; < pi Tt miké taas voidaan myos kirjoittaa muotoon

/Dy > mYDr11. Téten
P1> /D2 > Yp3> ... > "YPn-1> Dn,

mikd on MacLaurinin epayht&lo.
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Tapauksessa a1 =as = ... =a, pitee p1 = /p2 = Ips =... = »Dp_1 =
/prn. Tamé on helppo osoittaa:

1 n _
F/Pr—1 = Y (n)(k_1>a]f =
k-1

Muirheadin epayhtalo

Aloitamme seuraavalla lemmalla:

Lemma. Olkoot a1, as, b1, by ei-negatiivisia reaalilukuja, joille a; +as = by +bs
jamax {a1, a2} > max {by,ba}. Olkoot liséiksi = ja y ei-negatiivisia reaalilukuja.
Talloin

xal ya2 + xag yal 2 l,bl ybg + xbg ybl . (O)
Todistus. Symmetrian vuoksi voimme olettaa, ettd a1 > as ja by > by. Jos

ainakin toinen luvuista x ja y h#vidd, niin varmasti (0) pétee. Voimme siis
olettaa, ettd xy # 0. Nyt voimme péatelld seuraavasti:

xal yaz _|_ l‘aZyal _ .’L‘blyb2 _ xbzybl

_ l‘a2ya2 (xal—QZ + yal—a2 _ l‘bl_a2yb2_a2 _ Ib2—a2yb1—¢l2)

_ l‘aan2 (be*U«Q _ yb1*02> (mbzfaz _ yb2*02) > 0.
Miksi epayhtdlo z*2y®2 (:1:1’1*‘12 — ybl"”) (xbra? — ybr‘l?) > 0 pétee? Selvasti
%2y > 0, jalisiksi by —ag > 0jaby—as > 0. Jos x > y, niin xb17%2 —yb1—22 >
ja xb2me2 —yb2=a2 > 0 ja haluttu epiyhtilo seuraa. Jos sitéd vastoin x < y, niin
b1z _ybimaz () ja gb2792 —yb2m92 (), ja jilleen haluttu epiyhtild seuraa.

Jaamme Muirheadin epédyhtélon todistuksen kahteen eri tapaukseen.
Tapaus 1: by > as.

Oletusten nojalla a; > a1 + a2 — by ja a; > by. Siispd max {a1,a2} >
max {a; + ag — by, b1 }. Lisdksi a; + az = (a1 + a2 — b1) + by. Lemman nojalla
saamme 1 y®2 42yt > girtea—bigbi 4 pbiyaitar—bi Qelyisti myds epayhtalo

~a3 (xalyaz —|—xa2ya1) > ~03 (xa1+a2—b1yb1 4 xblya1+a2_b1)

patee. Tastéd padttelemme, ettd myos

Z »03 (Ialyaz + xazyal) > Zzaz (Ia1+a2*blyb1 + xblyalJraz*bl) ) (1)

cyc cyc

(Kéyttiessimme lemmaa voisimme esimerkiksi soveltaa sité luvuilla y ja z lu-
kujen z ja y sijaan ja kertoa puolittain luvulla £ luvun 2%3 sijaan.)
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Nyt huomaamme, etta
Z Zas (Z‘alyGQ + xa2ya1) — Z xalyfmztls.
cyc sym

Oletusten nojalla my0s a1 +as — by = by > b3, misté seuraa, ettd patee myos
max {a; + ag — b1, a3} > max{bs,bs}. Lisdksi (a1 + a2 —b1) + az = by + bs.
Kayttdmalld lemmaa vield kerran saamme epéayhtilon

ya1+a2—b1 Zag + yCL3 Zal +as—b1 2 yb2 Zb3 + beZb2 .

Samoin kuin aiemmin voimme nyt pédatelld, ettd myos

Z .’Ebl (ya1+a2—b1 2% 4 yaszal-‘raz—bl) > Z mbl (ybz st + besz) , (2)

cyc cyc
ja ettéa
§ xb1 (ybz Zb3 + be sz) — § xb1 ybz ZbS.
cyc sym

Lopuksi, epdyhtélon (1) oikea puoli on yhtd suuri kuin epédyhtélon (2) vasen
puoli, mistd Muirheadin epéyhtélo seuraa.

Tapaus 2. by < as.

Oletusten nojalla 3by > by + by + b3 = a1 + az + az = by + as + a3, mista
seuraa, ettd by > ag + ag — by. Liséksi as > by, misté seuraa, ettii max {as, az} >
max {b1, a2 + az — b1 }, ja huomaamme, ettd as + az = by + (a2 + a3 — b1). Nyt
lemmasta seuraa, etté

ya2 208 o4 yas 292 > yb1 Za2+¢l3*b1 4 y02+a3*bl Zbl )
Samassa hengessé kuin aiemminkin, niemme ongelmitta, ettd myos
E 71 (yazzas 4 yaszaz) > E 2 (ybl Za2+as—b1 + ya2+as—b1 Zbl) ) (3)
cyc cyc
Huomaamme, etté
E mal (ya2 Z(Lg + ya3 Zag) — E xal ya2 Zag .
cyc sym

Tehtyjen oletusten nojalla myds max{aj,as + az — b1} > max {be,b3}. Li-
siiksi a1 + (ag + ag — by) = by + b3, ja kiyttdmiilld lemmaa vield yhden kerran
saamme, etta

291 2(12+as—b1 =+ xa2+a3—b1 2% > .Tb2 st + J)b3 ZbQ,
ja huomaamme, etté

Z ybl (xalza2+ﬂ3_b1 + $a2+a3—b1 Zal) > Z ybl (xbzzbs + xb3zb2) ) (4)

cyc cyc

E ybl (xbzzbs +xb3zb2) _ § xb1ybzzb3'

cyc sym

Néemme, etté

Samoin kuin tapauksessa 1, niemme ettd epdyhtidlon (3) oikea puoli on yhtd
suuri kuin epéyhtiloén (4) vasen puoli, ja Muirheadin epéyhtils seuraa.
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Ratkaisuita ensimmaisiin
harjoitustehtaviin

1. Vihjettd kdyttamalla huomaamme, etté

(z+9°) (y+2°) (2 + %) = (z + 4y)(y + 42) (2 + 4z)
=@+y+y+ty+y)y+z+ztzt2)ztrtartarta).

Nyt, kdyttaméilla aritmeettis-geometrista epdyhtalod jokaiseen tekijadn erik-
seen, saadaan

(z+ty+y+y+y)lytzt+zt+zt2)(z+z+z+a+a)

> 5y/zyt - 5y/yzt - by 2t = 1257y2.

2. Soveltamalla aritmeettis-geometrista epayhtalod todistettavan epayhtilon va-
semman puolen jokaisen termin nimittdjaan saadaan

T Y x Y 1 1 1

< = —_— = .
x4+y2+y4+x2\2 x4y2+2 yta? 2xy+2xy Yy

3. Soveltamalla aritmeettis-geometrista epayhtalod todistettavan epayhtilon va-
sempaan puoleen saadaan ensin

PRI T
a b ¢ d7 abed  Yabed

Kayttamalla aritmeettis-geometrista epayhtélod uudelleen, talla kertaa nimit-
tdjdan, saadaan

16 16 64

> = :
Vabed ~ f(a+b+c+d) a+b+c+d

4. Havaitaan ensin, etté

b b b
I+ (142 ) (1S ) =1+ S+ 242424 04 2
b c a a ¢ a b b ¢

a a a b b b c ¢ ¢
=—14+(-4+-+—-)+|-+-4+- —|—(*+*—|—*).
a b ¢ a b ¢ a b ¢
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Kayttamallad sitten aritmeettis-geometrista epayhtdloa jokaiseen tekijéaén, saa-
daan

a a a b b b c ¢ ¢ a+b+e
14+ (4242 St T RS R
+(a+b+c>+(a+b+c)+<a+b+0) +3 e

Nyt tarvitsee enédén osoittaa, etté

a+b+ec at+b+ec
—14+3——22(14+ —,
( vabe )

eli, toisin sanoen, ettd %H2ES > 3. Tamé tietysti pitdé paikkaansa, koska se on

Vabe
vain aritmeettis-geometrinen epédyhtédlo kolmelle muuttujalle.

5. Aloitamme, kuten vihje ehdottaa, osoittamalla, etté 22 +y>+22 > cy+yz+2z.
Muuttujanvaihtojen 22 = a, 4% = bja 22 = c jélkeen timé saa muodon a+b+c >
Vab++vbe++ea. Nyt, kiyttamall aritmeettis-geometrista epiiyhtilod jokaiseen
oikean puolen termiin, saadaan

b b
\/%+x/%+\/£<a; + ;C+C;a:a+b+c.

(He, jotka ovat tutustuneet uudelleenjirjestysepéiyhtiiloon saattavat pitaé ylla
esitettyé todistusta tarpeettomana, koska silld saatu epdyhtidlo on vain helppo
suuruusjirjestysepiyhtilon seuraus.)

Nyt voimme osoittaa, ettd 22 + 3% + 22 + 2y +yz + 22 > 2 (\/9? + Y+ \/E)
Kayttdmalld vihjeen epdyhtdlod saadaan

2 P+ rytyz+oer > 2(vy +yz o+ 2x)

ry+xz Yty Tzt Yz
:2 .
( 2 + 2 + 2 )

Lopuksi, kayttamalld aritmeettis-geometrista epayhtélod jokaiseen sulkeiden si-
salla olevan lausekkeen termiin, saadaan

xy +xz Ty +yz xrz +yz
2<y L rytyr Y

> 5 3 >22(\/x~xyz+\/y’xyz+\/z-xyz)
=2(V2r+ 2y +V22) = 2V2(VE + VY + VE) 2 2(VE+ VY + V7).

6. Aloitamme vihjeestd 1 —y, = >, 20 Yk- Kayttamalld aritmeettis-geometrista
epayhtélod tdmén identiteetin oikeaan puoleen, saadaan

L—ye>(n—1) o[ ] ws-
=y,

Tietysti tdmé pétee jokaisella £ (¢ = 1,2,...,n), miki tarkoittaa sitd, ettd meilld
on nyt n epayhtiloé jotka ovat ylla olevaa muotoa. Kertomalla ndmé puolittain
keskenéén saadaan, ettd

[T-v)> -1 v
=1

=1
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Jakamalla puolittain tulolla H?Zl 1y ndhdadn, etta

n

=1 Y
Mutta nyt
1—ye 11— %005  x+1998— 1998
ye A 1998 ~1998°

Olemme siis osoittaneet, etté
~ox
4 n
>(n-1
E 1908 = "~

mik4 pienen sieventédmisen jéalkeen muuttuu siksi epayhtéloksi joka oli todistet-
tava.

7. Vihjeen mainitseman helpon epéyhtélon todistusta varten katso harjoitus-
tehtavia 5.
Kayttamalld aritmeettis-harmonista epédyhtélod vasempaan puoleen, saadaan
1 n 1 n 1 S 9
14ab 1+4+bc 1+ca” 3+ab+bc+ca

Nyt vihjeen epiyhtélos kayttamaélla saadaan
9 9 9 3

> ==
3+ab+bc+ca” 3+a2+b2+c2 6 2

8. Aloitamme osoittamalla, etta ¢ + % > 2, kun ¢t > 0. Nimittdin, kayttamalla
aritmeettis-geometrista epdyhtdlod vasempaan puoleen, saadaan

t L =24/t ! 2
+ n = : t — 4.

Seuraavaksi tarkastelemme varsinaista todistettavaa arviota. Aloitamme huo-
maamalla, ettd kaikki nimittdjéit ovat positiivisia. Vahentamaélla puolittain termi
T, ja kirjoittamalla nédin saatu uusi vasen puoli uudelleen todistettava epayhtalo
saa muodon

1

+(z1 —22)+ +.oot(Tpo1 —xp)+———— > 2n.
Ty — T1 Tl — T2 Tp—1 — Tn

(o — 1)+

Mutta tdmé on helppo todistaa vihjeen antaman epayhtélon avulla. Nimittédin
vasemman puolen kahden ensimméisen termin summan on oltava vahintddn 2,
kahden seuraavan termin summan on oltava véhintédén 2, ja niin edelleen. Koska
vasemmalla puolella on n termiparia, olemme valmiita.

9. Aloitamme kertomalla yht#ls puolittain lausekkeella (4% 4+ y?). Nyt arit-
meettis-geometrisella epdyhtilolld saadaan arvio

(z+1)(y+2)(2z +y) (42® + y°)
>2Vr - 1-20/y-2-2v/2x -y - 2¢/4a2 - 42 = 64a?y>.
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Mutta tésséd voi péated yhtdsuuruus vain ja ainoastaan silloin kun x =1, y = 2,
2¢ = y ja 422 = y2. Mutta nyt niahddin helposti, ettd ndmé yhtisuuruudet
pétevit tidsmilleen silloin kun z = 1 ja y = 2, mikd antaakin yhtdlon ainoan
ratkaisun.

10. Noudatamme vihjeen ohjeita ja sovellamme aritmeettis-geometrista epayh-
taloa kolmeen kertaan; vasemman puolen tekijoihin 1 + 2ax = 1 4 ax + azx ja
14 2by = 1+ by + by, sekéd koko oikean puolen lausekkeeseen. N&in saamme
valitulokset

27xy < 27xy _ 33 Ty
(14 2az)(1+2by) ~ 3222 -33/b2y2 a?b?’

1 T Yy . Ty
— 4+ -+ =23 ==.
ab+a+b \V a2b2

Nyt néissé epayhtaloissd voi vallita yhtdsuuruudet silloin ja vain silloin kun

seké

Ensimméinen néiistd pétee tdsmélleen silloin kun z

jalkimmaéinen néistd patee tdsmaélleen silloin kun x =
Padadymme siis seuraavaan johtopéatokseen: Jos a

ole. Jos taas a = b, niin ainoa ratkaisu on x =y = %

11. Aloitamme kertomalla todistettavan epéyhtélon puolittain keskiarvolausek-
keella % (a™ 4+ b™ + ™), jolloin todistettava epiyhtilo saa muodon
an+1+bn+1+cn+1>a+b+c an+bn+cn
3 N 3 '

Mutta koska symmetrian nojalla voimme olettaa, ettd a > b > ¢, niin tésta
seuraavan suuruusjarjestyksen a™ > b > ¢” nojalla todistettava epayhtalo
seuraa suoraan TSebySovin epédyhtélosta.

12. Ottamalla logaritmit puolittain ja kayttdmaélld logaritmien perusominai-
suuksia todistettava epayhtélo voidaan kirjoittaa uudelleen muodossa

b b b
aloga+ blogb+ clogc > WIOga—i— %logb—i— %logc.
Symmetrian nojalla voimme olettaa, ettd vaikkapa a > b > ¢, jolloin myos
loga > logb > log c. Nyt, kdyttamélla Tsebysovin epdyhtélod vasempaan puo-
leen, saamme

1
aloga+blogb+ clogc > 3 (a+b+c)(loga+logb+loge)

a+b+ec a+b+ec a+b+c
= Tlogcﬂ—Tlong—Tlogc.
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13. Epéayhtélon vasen puoli voidaan kirjoittaa muodossa

1
— +...+ay-

1
+a2-22

al'ﬁ

ﬁ.

Varmasti 1% > 2% > ... n—lz Nyt, suuruusjirjestysepayhtialon nojalla vasen puoli
on pienimmillaén silloin kun a1 < ag < ... < ay, ja luvut ay, as, ..., a, ovat
niin pienid kuin mahdollista. Eli siis silloin kun a; = 1, as = 2, ..., a, = n.
Voimme siis arvioida

1
12

1 1 1 1 1 1

1 1

a 273

+az-

14. Todistettavan epéayhtidlon vasemman puolen voi kirjoittaa muodossa

1 1 1
ap-— +ay-—+...+ay —.
as as aq

Minimoidaksemme téta lauseketta suuruusjirjestysepayhtilon avulla, suurin lu-

vuista ay, as, ..., a, on kerrottava pienimmalla luvuista a%? é, R ai, toiseksi
n

suurin edellisisté toiseksi pienimmélla jalkimméisisté, ja niin edelleen. Oletetaan

nyt, ettd luvuista aq, as, ..., a, suurin on ag. Mikd luvuista a—ll, i, e al

on pienin? Tietysti i Jos ay on edellisistd luvuista toiseksi suurin, niin 2, on
jalkimmaisistéd luvuista toiseksi pienin, ja niin edelleen. Téten
1 1 1 1 1

1
ar-—+ay-—+...+ap-—=2a-—+ax-—+...+a, - — =n.
a2 as ay a1 a2 Qp

15. Ensinnékin,
8 1 18 1 8
a® +b°+c 5 1 5 1 5 1
TP B P +o c3a3 +e a3b3’

Symmetrian vuoksi voimme olettaa, ettd a > b > c. Téastd oletuksesta seuraa,
etté

1 1
a3bd T b33 T B3ad’

Nyt, kayttdmallad suuruusjérjestysepayhtilod kahdesti saamme, etté

a® > >

, jaettd

5 1 5 1 5 1 5

.7+b5.i+ S R - S
¢ 3 Bad ¢ s T e B33 ¢ B3
1 1 1 1 1 1
_ 2 2 2 2 2 2 _
16. Kirjoitetaan ensiksi
a2z? .\ b2y2 . 22
(by+c2)(bz+cy) (cz+azx)(cx +az) (ax + by)(ay + bx)
B a2a2 . b2yy2
Sy -z+by?ctce2 bczoy Rzoxtce?-atax?-ctas-z
2,2

2z
+a2x-y+aa:2-b+by2-a+b2y-x'

Katsokaamme tdmén lausekkeen nimittéjid, ja huomatkaamme, etté
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e Ensimmaéisen termin nimittéjéassa

Vy>c?z, z<y, by?>c2? ja c<b.
e Toisen termin nimittajiassa

a’z > CQZ, z< @, az?® > 0227 ja c<a.
e Kolmannen termin nimittajassa

a’r > by, y<z, ar’>by* ja b<a

Soveltamalla suuruusjirjestysepdyhtilod jokaiseen nimittéjain erikseen saamme

a2x? b2y2
b2y~z—|—by2-c+cz2-b+c2z-y+02z~x—|—022-a—|—ax2 c+a’y -z
222
T3 2 2 2
a’r-y+ax®-b+by?-a+b%y-x
a2x? b2y
Z 73 2 2 2 + 3 2 2 2
b’y-y+by? -b+cz?-c+c’z-z2 c?z-z4cz?-c+ar®-a+a’xr-x
2,2
c°z

+azx-x+ax2-a+by2~b+b2y~y'

Nyt teemme vihjeen ehdottaman muuttujanvaihdon. Enédén tarvitsee todis-

taa, etta
1 o 3
= SR
2\B+y y+a oa+p 4
Aloitamme tdmén epdyhtalon todistuksen kertomalla molemmat puolet lausek-

keella 2 (a (3 +7) + B8 (v + a) + 7 (o + B)). Cauchyn-Schwarzin epéyhtélon no-
jalla on oltava

a g gl
(6—|—’y+’y+o<+oz+ﬂ>( (B+7) +B(y+a)+7(a+p)

(5 W+\/: VEETa 1 W)

=(@+8+7)° =+ 8+ +2(aB+ By +70a).

Mutta todistettavan epayhtalon oikea puoli on nyt

%2(a(ﬂ+v) +B(v+a)+7(a+p) =3B+ By +7a).

Todistus on siis valmis, kunhan on todistettu, ettid a?+ 32 +~2 > af+ By +ya.
Mutta tunnemme tdmén epayhtélon jo; sen todistus 16ytyy harjoitustehtédvan 5
malliratkaisusta.

17. Huomaamme, ettd ((a +b) + (b +¢) + (¢ + d) + (d + a)) = 2, ja kertomalla
todistettava epayhtéld puolittain talla lausekkeella se saa muodon

a® n b? n c? n d?
a+b b+c c+d d+a

((a+b) +(b+c)+(c+d)+(d+a))(
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Kéyttamalla Cauchyn—Schwarzin epédyhtdlod tdmén vasemman puolen lausek-
keeseen antaa

a? b? c? d?
((a+0) +(b+c)+ (c+d) + d+a»< +b+c+c+d+d+a>

=(a+b+c+d)?

Huomataksemme, etté yhtdsuuruus pétee vain silloin kun a =b=c=d = i,

aloitamme huomauttamalla, ettd yhtdsuuruuden pétiessé vektorit

<ﬂr+@¢b+cAﬁHwLVd+a ] <¢a+b ¢b+0/¢ +d’ ¢d+a>

ovat yhdensuuntaiset. Toisin sanoen, (koska kaikki luvut ovat positiivisia) yhté-
suuruuden sattuessa 16ytyy luku k£ > 0, jolle

2 b2 2
kVatb=1—, kvbte=1—, kvetd=1/—,
a+b b+c c+d

seki kvd+a =

d+a’

Niistéd neljdstd epdyhtélostd vuorostaan seuraa, ettd £k = a, k = b, k = ¢ ja
k = d. Téten yhtasuuruus vallitsee silloin ja vain silloin kuna=b=c=d = i.
18. Aloitamme, kuten vihje ehdottaa, kertomalla todistettavan epayhtilon mo-
lemmat puolet lausekkeella a (b4 2¢) + b (¢ + 2a) + ¢ (a + 2b). Néin saadun uu-
den todistettavan epédyhtdlon vasenta puolta voi arvioida Cauchyn—Schwarzin
epiayhtilolla seuraavasti:

a b c
(a(b+20)+b(0+2a) +C(a+2b))(b+20+ c+2a+ a+2b>

(W\/;wTﬁwﬁF)

=(a+b+c) =a’+ b+ +2(ab+be+ca).

Todistettavan epayhtélon oikea puoli sen sijaan on
a(b+2¢)+b(c+2a)+c(a+2b) =3 (ab+ bc+ ca).

Jalleen todistettava tulos on palautettu epayht&loon a? + b2 + c? > ab+ be+ ca,
joka on todistettu harjoitustehtidvén 5 yhteydessé.

19. Aloitamme kertomalla molemmat puolet lausekkeella ac+bd, jolloin saamme
todistettavalle epayhtélolle muodon
3 3

(M+M%i+2)>m+w
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Mutta nyt Cauchyn—Schwarzin epdyhtélon nojalla

(ac+bd)(a3+b;> > (J(E aj+\/@\/f>2=(a2+b2)2.

c

Nyt riittda endén todistaa, ettd (a2 + b2)2 > ac + bd. Mutta tédstd molemmat
puolet nelidimélla saatava epayhtéld on helppo todistaa: onhan

(@ +12)" = (> +8°) (a® + %)’ = (a® + ) (2 + d2) > (ac + bd)?,
missé viimeinen arvio tietenkin pétee Cauchyn—-Schwarzin epdyhtdlon nojalla.

20. Annamme télle ongelmalle kaksi ratkaisua.
Ratkaisu 1.(Kéyttden Holderin epdyhtélod.) Teemme vihjeessd ehdotetun
muuttujanvaihdon, jolloin todistettava epédyhtélé saa muodon

(1+af)(1+a3)--(I+ay) > (1+araz---an)”

Ottamalla téstd puolittain n. juuret se saa muodon

1
n

1 1
1" +a)» (1" +ad)m - (1" +a;)™ 214 araz- - an,

joka taas pitdd paikkaansa suoraan Holderin epayhtédlon nojalla.

Ratkaisu 2. (Aritmeettis-geometrista epiyhtilod kiyttien.) Kerromme mo-
lemmat puolet auki binomikaavaa kayttiden, jolloin todistettava epéayhtilo saa
muodon

1+ (@ +ae+ ... +a,)+ (2ot 123+ 0.+ Tp1Zp) + ...+ 2122 - Ty
n 1 n 2 n
>1+ <1> (z1x9 - 2p)™ + (2) (rrmo - Tp)™ + ...+ <n>x1x2---xn.

Vihenndmme puolittain vakion 1, jolloin kummallekin puolelle jaa jéljelle tés-
mélleen n termié. Osoitamme, ettd vasemman puolen k. termi on aina vahintdén
yhtd suuri kuin oikean puolen k. termi (kun £ =1,2,...,n).

Vasemman puolen k. termi sisaltaa (Z) termi, joista tekiji ap (¢ = 1,2,...,n)
n—1
k—1
164 naihin (Z) termiin saamme k. termille alarajan

1
n—1 n—1 n—1 FEDY
Muistutamme, etta

n—1) (n—1)! ) 1 Elin—k)! n (k—1D!(n—k)!
(k—1>_(k—l)!(n—k)!"]aetta '

esiintyy tdsmélleen ( ) termissd. Kayttadmalla aritmeettis-geometrista epayhté-

R ko (n-1)

Niin ollen saamme kyseiselle alarajalle muodon (Z) (129 - xp) ™. Koska vii-
meksi mainittu on sama kuin oikean puolen k. termi, olemme valmiita.
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21. Kéayttamailla Holderin epiyhtilod (eksponenteilla p = % jaq = %) oikean
puolen lausekkeeseen saamme

2
3 3\ 3 1
2 2

a’b+b%c+cta < ((aQ) + (bz)% + (62) ) (b3 +3 +a3)3 =a®+ b3+ 3.

22. Soveltamalla Holderin epayhtélod lukujonoihin (aP, bP, cP), (a?,b?,c?) sekd
(a",b",c") ndemme, ettd
aPblc” + cPalb” 4+ bPcla”
1 1 1\P 1 1 1\ 4
< (@7 + (@7 + @) ) (697 + @)+ (@) (@)
=(a+b+e)T " =a+b+e

3=

23. Aloitamme ottamalle kuutiojuuret puolittain, ja sitten kirjoittamalla lausek-

Te

2} (Z (ac%)?)é Zj ((;)) -

{=1

1\3 2\2
keet x4 ja I% muodoissa (xj) ja ((1)3> , jolloin todistettava epayhtilo saa

muodon

Kéyttamalld Holderin epidyhtilod vasempaan puoleen, sekd ehtoja z, € [1,2]
(£ €{1,2,...,n}) ndemme, ettd

1 3
n 3 n 2\ 2 n 2
1 1\3 1\ 1 1 1\3
S (SE) (S(E)) ) 226
(=1

{=1

24. Asetamme
zva yvb zVe
N Vaxbre P Vatbre T Vatbre
wWa_ o, ah
Vatbre © Vatbte o Vatbte
zVa avb yve
“ T Vatbre P Vatbre U7 Vatbre
ja kaytdmme sitten Minkowskin epéayhtélod néihin kolmeen lukujonoon. Néin
saamine, etta

\/aw2 + by? + c22 \/ay2 + b22 + ca? \/a22 + bx? + cy?
a+b+c a+b+c a+b+c

> \/(a1+b1+cl)2+(a2+b2+62)2+(a3+b3+03)2
2 2 2
_ zva+yva+zvVa n yVb+ 2vVb 4+ 2vb n e+ xve+yve
va+b+ec va+b+e va+b+e

missé viimeinen lauseke pienen sieventédmisen jilkeen sievenee muotoon x+y+z.

by = seké
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25. Aloitamme muokkaamalla epdyhtdlod hieman, jolloin saamme yhtapitdvin
epayhtalon

1 1
< 7+b+ +— va+b+c+ )

Kaytdmme Cauchyn—Schwarzin epdyhtilod vasempaan puoleen ja ndemme, etté

2

1 1 4 16

-+ —-+-4+—-Va+b+c+d
a b ¢ d

(JW+JW+JW+%1JY:§:M

26. Osoitamme, ettd vasemman puolen epayhtild pétee. Funktio f(z) = - on
aidosti konveksi kun = > 0 (onhan f”(z) = % > 0 kun = > 0). Jakamalla

3
todistettavan epayhtélon molemmat puolet luvulla 6 se saa muodon

15 1 1 1 1 1 1
g + = + . )
a+b+c "3 a+b 3 b+c 3 cH+a

Kéyttamilld Jensenin epiyhtilod (ylld mainitulla funktiolla) oikean puoleiseen
lausekkeeseen antaa

1 1 +1 1 +1 1 S 1
3 a+b 3 bt+c 3 ct+a” L(a+b)+i(b+o)+i(cta)
3 1,5

- 20+26+2¢ a+b+c

Osoittaaksemme oikean puoleisen epayhtélon aloitamme kirjoittamalla sen
oikean puoleisen lausekkeen uudelleen ja kiyttaméilld sitten jélleen Jensenin
epiyhtilod; tilla kertaa jokaiseen sulkeilla merkittyyn summaan (kiyttamalld
samaa funktiota kuin ailemminkin). Néin saamme

AP 0 O R . B L D
a b ¢ 2 2 b 2 b 2 c 2 2 a

LS SRR DR (O SR SR
/%a—i—%b %b—i—%c %c—i—%a_ a+b b+c c+a)’

27. Aloitamme muokkaamalla todistettavan epdyhtdlon vasenta puolta seuraa-
vasti:

T n Y n z _xz+1-1 y+1-1 2+41-1
r+1 y+1 z4+1  z+1 y+1 z+1
1 1 1

Cz41 y4+1 z41
Tehtédvamme on siis todistaa epayhtalo

1 1 1_
z+1 y+1 z4+1 4

|
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joka pienen sieventdmisen jédlkeen saa muodon

3_1/( 1 N 1 N 1
4 3\z+1 y+1 z41)°

Huomautamme jélleen, ettd funktio f(x) = % on aidosti konveksi puolisuoralla
x > 0. Soveltamalla Jensenin epayhtélod viimeisen epéyhtélon oikeaan puoleen
antaa

1 1 1 1 1
- + + >
3<x—|—1 y+1 z—|—1> @+ +iW+D)+35(z+1)

_ 3 _3
S 3+aw+y+z 4
28. Asetamme f(z) = 1——. Jos katsomme tarkemmin toista derivaattaa

f"(x), huomaamme ettd f”(z) > 0 kun 0 < z < 2, eli funktio f(x) on aidos-
ti konveksi kyseiselld valilld. Voimme siis kidyttda Jensenin epéyhtilod, jolloin
saamme

n

- 1 1 1
) Dy Rk > -
=1 ¢

S da—a T4 (LY a) - (LY a)’
n

n

-G’ 3

n

29. Vihjeen viiite seuraa suoraan sinilauseesta. Funktio f(x) = sinx on aidosti
ylospiin konveksi vélilld « € |0, 7[, minkd nékee helposti siité, ettd f’(z) =
—sina < 0 kyseiselld vélilla. Jensenin epdyhtdlon nojalla siis
at By 3T

3 3’
mikd onkin tdsmaélleen puolet tasasivuisen kolmion piiristé. Lisédksi téssd voi
péted yhtdsuuruus vain kun o = 3 = =, eli juuri tasasivuisen kolmion tapauk-
sessa.

sina + sin 8 + siny < 3sin

30. Teemme ehdotetun muuttujainvaihdon saadaksemme epéyhtalon

el N eb N e -
ev + 8 et +8 ec+87 7

Ehdot z,y, 2 € ]0,4[ ja zyz = 1 saavat muodot €%, e’ e € ]0,4[ja a+b+c = 0.

Tarkastelemme funktiota f(s) = efj_g. Pienen ahkeroinnin jilkeen ndemme,
ettéd
4e3 2e7 (8 — 2¢°
"(8) = ———, jaettd f'(s)= #

(ev +8)* (es +8)7
Néemme siis, ettd f/(s) > 0 kun e® < 4. Téten f(s) on aidosti konveksi kun
e® < 4, ja voimme kayttad Jensenin epdyhtélod ndhddksemme, ettd

L e 1) e 1 G s Y B
3Ver+8 3\Vet+8 3\e+87 Vg V1+8 3

ja olemme valmiita.
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31. Vihjetta seuraten kdytdmme potenssikeskiarvojen epayhtélod, jolla ndemme,

etté
\/x2+y2 §/x3+y3
— S\ 5
2 2

2
mik# on yhtipitdvad sen kanssa, ettd 2 4 y? < (1‘3 + y3) 3 .23, Soveltamalla
ehtoa 3 + y2 > 2 tdmin ep#yhtilon oikeaan puoleen antaa arvion

2 2
3 3

(«® + %) 23 < («® + %) -(333+y3)% =23+

Titen 22 + y? < 2® + y>. Toisaalta, varmasti myos (1 — y)2 > 0, misté seuraa,
ettid y? — 2y + y* > 0. Laskemalla timi yhteen epdyhtilon 22 + y? < 23 4¢3
kanssa antaa halutun tuloksen.

32. Aloitamme todistamalla, ettd epéayhtilo
B+ +E+dB >a+b+ce+d

pétee. Potenssikeskiarvojen epdyhtélon nojalla

atbtetd _ €/a3+b3+c3+d3
d = 4 ’

eli haluttu johtopédatos seuraisi epayhtilosta

@+ +cf+d \3/a3—|—b3+c3+d3
4 - 4 '

Jos > 1, niin tdmé& selvésti pétee, ja ndin on silld aritmeettis-
geometrisen epayhtélén nojalla

313 4 .3 3
CHE e +d > Vadb3e3dd = 1.

a®+b3+c3+d°
4

4
Seuraavaksi todistamme jidlkimméisen epédyhtalon
11 1 1
A+ ++d > -+ o+ -+
a b ¢ d

Mutta tdma seuraa kayttamalld aritmeettis-geometrista epayhtalod nelja kertaa
seuraavasti:

a3+b3+03 a3+b3+d5 a3+c3+d3 bg+63+d3

3,13, .3, 73
b d° =
A+ 00+ S et ——
1 1 1 1
> Va3 + Va3 d® + VadAd3 + VB3Ad3 = = + 3 + -+ a7
a c

33. Aloitamme todistamalla vihjeen epayhtélon. Potenssikeskiarvojen epayht&alon
nojalla

at+bt+c a?+b*+c2

3 3
a’ + b +c3

<3a3+b3+c3' (GQ) _
Y 3 3 - 3
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Nyt siirrymme varsinaiseen todistettavaan epayhtaloon. Kayttamaélla vihjeen
epayhtilod vasempaan puoleen antaa

AB+BP+S BB+ PC+E+d BP+E+B

a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d
- t(a+b+c)(a® +b*+ ) N t(a+b+d)(a®+b*+d?)
- a+b+c a+b+d
tlat+c+d)(a*+2+d*) F(+c+d)(B®+c2+d?)
* a+c+d b+c+d
A+ +E PP+ P+ A+ P+ E P
B 3 3 3 N 3

=a?+ 0+ +d%

34. Noudatamme vihjeen ohjetta ja homogenisoimme todistettavan epayhtélon
kertomalla vasemman puolen termin 24/3zyz lausekkeella /z +y + z, ja ker-
tomalla oikean puolen lausekkeella (x 4+ y + z)2. Kertomalla oikea puoli auki ja
sieventdmalld todistettavaksi jad, etté

\/3xyz-\/x+y—|—z <zy+yz+ zx.
Neliciméalld molemmat puolet ja sieventdmaélld jaljelle jad epayhtilo
nyz + xy2z + azyzQ < x2y2 + y222 + 2222,

Téamén osoittamiseksi teemme muuttujanvaihdot zy = a, yz = b ja zx = c,
jolloin jaljelle jid epiyhtilo ac + ab + be < a® + b% + ¢, joka on jo todistettu
tehtavan viisi yhteydessé.

35. Aloitamme kertomalla vasemman puolen summalla p + ¢ 4+ 7, ja kertomal-
la oikean puolen termin 2 lausekkeella (p + g + 7“)3. Kertomalla nyt kaikki au-
ki saamme naurettavan monta termid. Onneksi kuitenkin suurin osa termeisté
sievenee pois, ja jéljelle jad vain epayhtilo

P’a+pd +p°r +prP +@Pr+qr? <2(p* 4+ 47 +1r?).

Aritmeettis-geometrisen epdyhtdlon avulla oikeaa puolta voi arvioida alas péin
seuraavasti:

207+ +7°) = P+ @ %+ (0 + ¢° +1P)
>p*+ ¢+ 17 43303 = p° + ¢ + 1% + 3pgr.
Riittd4 siis todistaa, etté
pPa+pa® +p°r +pr’® + ¢r+ qr® <p* + ¢ + % + 3pgr.

Mutta téissd ei ole paljoa todistettavaa silli tdmé on vain Schurin epdyhtilo
parametrin r arvolla 1.
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36. Merkitdin

ay +as+...+ay aijas +ajaz + ...+ ap—1a,
51: 5 52: )

n n(n—1)
2

.., Shp=a1az - ay.

Nailld merkinnoilla

1+a)l+as) - (1+an) =1+ (?)SH— <Z>52+...+ (")Sn

n

Aloitamme osoittamalla, etté

1+ <T)Sl+ <;)SQ+...+ <Z)Sn> (1+ ’{/@)n

Laventamalla téssé oikea puoli binomikaavalla, pddsemme supistamaan pois ter-
mit 1 ja ()5, puolittain, jolloin jiljelle jaa

n n n n 1 n 2 n n—1
1= e P e n" .
(1)Sl+(2>52+ +<n_1>Sn 1/(1>S +<2>S + +<1’L—1>S

Tamé epéyhtilo pitdd paikkaansa, silli jokaisella k& € {1,2,...,n — 1} vasem-
man puolen k. termi on vahintain yhté suuri kuin oikean puolen k. termi; onhan

1 1
MacLaurinin epéyhtédloén nojalla S > Sy, ja siis myos
n n\  k
Olemme todistaneet, etté

(L4 a)(l+a) - (L+a,) > (1+ varaz—an)",

eli
2" > (1 + Yajas - - an)n .

Ottamalla téstéd puolittain n. juuret, vihentdmalla puolittain luku yksi, ja korot-
tamalla sitten puolittain potenssiin n saamme vaaditun johtopéaatoksen aias - - - a, <
1.

Tehtédvan voisi myos ratkaista, kenties helpommin, kiyttdmaélla Holderin
epayhtélod samaan tapaan kuin tehtavissa 20.

37. Teemme ehdotetut muuttujainvaihdot @ = 23, b = 3 ja ¢ = 23. Laventa-
malla ja kertomalla puolittain tulolla z3y323 jattis jiljelle vain epayhtilon

Zl,GySZO > Z.qj5y22:27

sym sym

joka seuraa suoraan Muirheadin epéyhté&losté.
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38. Aloitamme kertomalla molemmat puolet tulolla

d(x+y)z+2)(y+2)(r+y+2).

Sitten kerromme kaiken auki ja sievenndmme. Lopulta todistettavaksi jad vain
epayhtilo
6xyz < x2y + 2%z + yzx + y2z + 2%z + zQy,
jonka voi kirjoittaa myds muodossa
YDETES PR

sym sym

miké seuraa vélittomésti Muirheadin epayhtélosta.

39. Teemme ehdotetut sijoitukset ja sievenndmme:

cos acos 3 4 cos ay/1 — cos § + cos f1/1 — cos? a — /(1 — cos? a)(1 — cos? 3)
= cos avcos 8 4 cos ay/sin23 + cos BVsin2a — /sinZasin?3

= cosa.cos 3 + cos asin 3 + cos B sina — sin asin 3

:cos(a+ﬁ)+sin(a+ﬂ):ﬂ(\lﬁcos(a—i—ﬁ) %sm(a—i—ﬁ))
:\/i(singcos(a—&—ﬁ)+cos%sin(a+ﬁ) \fsm(Z—l—a—i—ﬁ)gﬂ.

Yhtésuuruus saavutetaan silloin kun o+ 3 = 7. Téten kysytty suurin mahdol-
linen arvo on v/2.

40. Teemme ehdotetut sijoitukset. Ongelman helppo puoli on sieventid saa-
dut lausekkeet. Kayttamalld yleisesti tunnettuja trigonometrisia identiteetteja
todistettavaksi jaa epéayhtalo

sin 2« + sin 23 4 sin 2y < sina 4 sin 5 + siny.
Ehto xy + yz + zx = 1 saa muodon

a B, v V.o
tan —tan — + tan — tan — + tan ~ tan — = 1.
n 5 n 5 + tan 5 n 5 + tan 2 n 5
Kertomalla téssé puolittain tulolla cos § cos g cos 3 ja sieventédmilld saadaan

yhtélo cos “+'g+7 = 0. Ratkaisemalla tdmén yhtalon nidemme, ettd ehto xy +
yz + zx = 1 on yhtépitivia sen kanssa, ettd a + 0 4+ v = 7.

Pitamalla mielessd ettd a+[G+v = m muokkaamme todistettavan epdyhtalon
vasenta puolta kiyttdmélla trigonometrisid identiteettejé. Saamme, ettd

sin 2« + sin 23 + sin 2y = 2sin (o + F) cos (a — B) + sin 2y

= 2sin~ycos (o — B) + 2siny cosy = 2siny (cos (o — B) + cosy)

= 2siny (cos (o — B) — cos (o + f3))

= 2sin~y (cosacos B + sinasin § — cos awcos § + sin asin 3) = 4sin asin [ siny

= 32sin%sin§sin%cos%cosgcos%.

55



Sitten muokkaamme oikeaa puolta samaan tapaan:

sina—l—sinﬁ—i—sinfy:ZSina;—ﬁcosagﬁ+sin(a+ﬁ)
. a+p a—p0 . a+p a+ 6
=2 2
Sin 5 coS 5 + 2s1n 5 CcoS 2
—2sina+ﬁ cosoz_ﬂ—i—cosM
N 2 2 2
. o B . a . p o B . a . p
= 2sin COS — €OS — + sin — sin — + cos — cos — — sin — sin —
2 2 2 2 2 2 2 2
a+f o  f . (T a a B v
= 4sin cos—cosf:4sm<f—f)cos—cosf:4cos—cosfcosf.
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Todistettava epayhtilo siis voidaan kirjoittaa muodossa

325ingsingsinlcosgcosécosl < 4cosgcos§cosl
2 2 2 2 2 2 2 2 2’

tal edelleen muodossa

8sin%sin§sin% < 1.

Palautamme mieleen, ettd «, 3,v € |0, 7[. Funktio f(x) = sinx on ylospiin
konveksi kyseiselld vililld, koska f”(x) = —sinz. Kiyttdmilld aritmeettis-geo-
metrista epdyhtélod ja Jensenin epédyhtédlod saamme viimein

3
SSingsinésinl —sin = é lsm’y
2 2 2 3 3 2 3 2
1 a 1 ~ . g
<38 e I T AR
sin (3 2 +3 2) MG
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Lisaa harjoitustehtivia

41. Osoita kaikille a,b,c € Ry ja jokaiselle n € Z, epayhtélo

a® N pn N " an—1+bn—1 +Cn—1
b+c c+a a+b” 2

42. Olkoot x1, o, ..., T, positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

x1 T2 x Zitoad. don
:L'l (L‘2 ...xn">(l’1$2...xn n

43. Todista, etté kaikilla reaaliluvuilla = ja y pétee

1_(t+yd-=zy _1

27 (L+a?)(l+y?) 2
44. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset, 1995) Olkoot a, b ja ¢ sellaisia

positiivisia reaalilukuja, ettd abc = 1. Todista, etta

1 1 1
= —.
a3(b+c)+b3(a+c)+c3(a+b) 2

w

45. (Moldovan matematiikkaolympiadi, 1996) Olkoot a, b ja ¢ sellaisia positii-
visia kokonaislukuja, ettd a? + b — ab = 2. Osoita, ettd (a —c)(b—c) < 0.

46. (Irlanti, 2000) Olkoot z ja y ei-negatiivisia reaalilukuja, joille x + y = 2.
Osoita, etté
22y? (q:Q +y2) <2

47. (Thaimaa, 1991) Olkoot a, b, ¢ ja d sellaisia positiivisia reaalilukuja, etti
ab + bc + cd 4+ da = 1. Osoita, etti

a® b3 c? &3

> —.
b+c+d+c+d+a+d+a+b+a+b+c 3

—_

48. (Kreikka, 1987) Olkoot a, b ja ¢ mielivaltaisia reaalilukuja. Todista, ettd
jokaiselle n € Z, pétee

a'll b’l’L

N N e S 2"_2 a+b+e\ !
b+c¢c c+a a+b” \3 2 '
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49. (Valko-Vendjé, 1993) Olkoot z1, xa, ..., x, (n > 2) ei-negatiivisia reaalilu-
kuja joiden summa on yksi. Todista epayhtalo

n

Z\/Ig(lfxg)g\/nfl.

£=1

50. (Unkari, 1985) Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja. Osoita, etti

a+b+c+d>2
b+c¢ c¢c+d d4+a a+b” 7

51. (Leningrad, 1981) Olkoot a, b ja ¢ reaalilukuja véliltd [0, 1]. Osoita, etté

Va@d=b)(1—c¢)+ b1 —a)(l—c)+ /(1 —a)(1—b) <1+ Vabe.

52. (Romania, 2004) Etsi kaikki positiiviset reaaliluvut a, b ja ¢ joille piitee
4(ab+bc+ca)—1= a?+ b2+ > 3(a3+b3+03).

53. (Romania, 2004) Olkoot a, b ja c sellaisia reaalilukuja, ett# a® +b% 4 c? = 3.
Todista, etti
la| + 0] + |¢| — abe < 4.

54. (Viro, 2004) Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja joille a? + b* + ¢ = 3.
Osoita, etté
1 1 1

>1
1+2ab+1+2bc+1+2ca

55. (Itidvalta, 2004) Olkoot a, b, ¢ ja d reaalilukuja. Osoita, etti
a® + 0% + 8 + d% — 6abed > —2.

56. (Irlanti, 2004) Olkoot a ja b ei-negatiivisia reaalilukuja. Osoita, etti

e R

ja etté téssid péatee yhtdsuuruus jos ja vain jos a = b.

57. (Uusi-Seelanti, 2004) Olkoot x1, 2, y1 ja y2 positiivisia reaalilukuja. Osoita,
etté )

5,43 (ko)

Y1 Y2 Y1+ Y2

58. Olkoot a, b ja c reaalilukuja. Todista epayhtalo

\/a2+(17b)2+\/b2+(1fc)2+\/02+(17a)2>¥.

59. Olkoot a, b ja c sellaisia positiivisia reaalilukuja ettd abc = 1. Osoita, etti

b+c c+a a-+bd
+ + >Va+Vb+Ve+3.
Va Vb Ve
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60. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd
a n b " c S 9
b+c)?  (c+a)? (a+b)? 4(a+b+c)

61. (Balkanin juniorimatematiikkaolympiadi, 2002) Olkoot a, b ja c¢ sellaisia
positiivisia reaalilukuja, ettd abc = 2. Todista, etta

A+ +E>avb+e+bVe+a+ceva+b.

62. Olkoot a, b ja c sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd abc < 1. Osoita, ettd

a b ¢
—+-+-2a+b+c

b ¢ a

63. (Balkanin juniorimatematiikkaolympiadi, 2002) Olkoot a b ja ¢ positiivisia
reaalilukuja. Osoita, ettd

ad ¥ A a? v P

>
b2+02 a2/b+c+a

64. Olkoot x, y ja z sellaisia positiivisia reaalilukuja, etté 22 +y? 422 +22yz = 1.
Osoita, ettéd
3
r+y+ 2 < >
65. (Balkanin juniorimatematiikkaolympiadi, 2003) Olkoot z, y ja z lukua —1
suurempia reaalilukuja. Todista epdyhtalo

1+ 22 1+ 92 1+ 22 S
1+y+22 14z4+22 14+z+92~

66. Olkoot a, b ja c sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd niiden summa on yksi.
Osoita, etté

a?+b V+c A+a

b+c c+a a+b

= 2.

67. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset, 1987) Olkoot x, y ja z sellaisia
reaalilukuja, ettd 22 4+ y? 4+ 22 = 2. Osoita, etti

r+y+z<ryz+ 2.

68. Olkoot z, y, z ja « sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd zyz =1 ja o > 1.

Osoita, ettéd

(0% (6% (03

T y z

+ +
Yy+z z+x T+Y

> §
2
69. Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd
(a+b)% b+ ) (c+d)® (d+a)® > 16a20*Ad® (a+ b+ c+d)* .

70. Olkoot a, b ja c sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd niiden summa on yksi.
Todista epéyhtilo

(0% + %) (1 + ) (* + a2) > 8 (a®H* + b°* + *a?)”
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Viela yksi epayhtalo

Aritmeettis-geometrinen epayhtilo voidaan helposti yleistdd matriiseille, joiden
elementit ovat ei-negatiivisia.

Olkoon
a1 a2 . A1n
a921 ag9 PN a9
A= "
am1 QAm2 oo Qmn

matriisi, jonka elementit ovat ei-negatiivisia reaalilukuja. Olkoot G, Ga, ...,
G, matriisin A rivien geometriset keskiarvot, ja olkoot A1, Ao, ..., A, matriisin
A sarakkeiden aritmeettiset keskiarvot. Oletetaan, ettd luvut Ay, As, ..., A,
ovat kaikki positiviisia.

Tarkastellaan jotakin matriisin A riviéi, sanokaamme ensimméisti. Jakamalla

luvut a1 (€ € {1,2,...,n}) luvulla 4y saamme n lukua
an an an
A A, AL

Soveltamalla aritmeettis-geometrista epdyhtélod ndihin lukuihin, saamme epé-
yhtilon

lzn:@>na11a12"'a1n: Gy
nezl Ag - AlAgAn G(Al,AQ,...,An)’
missé G(A1, Aa, ..., A,) merkitsee lukujen A4y, Ao, ..., A, geometrista keskiar-

voa.
Toistamalla tdtd argumenttia matriisin A muihin riveihin, saamme yhteensé
m epéayhtélod, jotka laskemalla puolittain yhteen saamme johtopéédtoksen

1 — 7y i Gy,
EZZA*Z >ZG(A13A2)"'3A'H.).

k=1

Vasemman puolen termien uudelleenjirjestdmisen jélkeen saamme, etté

1 zn: Dot Okt S 21 G
77/[21 Ag = C7Y(‘/41,1427...,fln)7

miké on yhtéipitdvaid sen kanssa, etti

n m i m
l Z m 2 Zk:l Gk , eh 1 2 m Zk:l Gk )
n2="7 G(A, As,..., Ay) G(Ay, Ag, ..., Ay)
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Merkitsemilld lukujen Gy, Ga, ..., G, aritmeettista keskiarvoa lyhyesti lausek-
keella A(G1,Ga,...,Gp), vilmeisin epidyhtilé voidaan kirjoittaa muotoon

G(A1,As, ..., An) = A(G1,Ga,...,Gp).

On selvid, etti tdmé johtopddtos pitee myos silloin kun jokin luvuista Ay
hévida. Olemme téten todistaneet seuraavan aritmeettis-geometrisen epéyhtélon
voimakkaan yleistyksen:

Lause 4. Olkoon A on matriisi, jossa on m rivid, n saraketta, ja jonka kaik-
ki elementit ovat ei-negatiivisia. Olkoot G, Gao, ..., G,, matriisin A rivien
geometriset keskiarvot, ja olkoot Ay, As, ..., A, matriisin A sarakkeiden arit-
meettiset keskiarvot. Olkoon lisiksi G(A1, Asg, ..., A,) lukujen Aq, Ay, ..., A,
geometrinen keskiarvo, ja olkoon A(G1,Ge,...,G,y,) lukujen G1, Ga ..., G,
aritmeettinen keskiarvo. Talloin

G(A1, Ay, ... A) 2 A(G1,Ga,y ... ,Gr) .
Annamme joitakin tdmén lauseen sovellutuksia.

1). Soveltamalla lausetta matriisiin

2 2
@ b
A= | 2 b;
2 2
am bm

ja kilyttamalld kolmioepayht&lod >, |ze| = |>o,1, @¢|, saamme, ettd

m m

Zaf Zbﬁ > Z|aebe| >

=1 (=1 (=1

)

m
D asb
£=1

mikd on Cauchyn—Schwarzin epédyhtélo.

2). Olkoot ¢1, ¢, ..., ¢ positiivisia rationaalilukuja, joiden summa on yksi.
Merkitkéon M lukujen ci, co, ..., ¢, pienintd yhteistd nimittajas, ja olkoot
co = % jokaisella £ € {1,2,...,m}. Talloin tietysti >, | dp = M.

Oletetaan, ettd meilld on m positiivisista reaaliluvuista muodostuvaa tuplaa
<CL117 A12y vy am), <CL217 aA22,y .« vy agn>7 ceey ja <am1, Am2y + -« - ,amn>. Tarkastellaan
matriisia A, jossa on n rivid ja di + do + ... + d,, saraketta siten, ettd jokai-
nen ensimméisistd d; sarakkeesta on (a1, ajs, ..., a1,), jokainen seuraavista dy
sarakkeesta on (as1,as2,...,a2,), ja niin edelleen.

Soveltamalla lausetta 4 matriisiin A saamme (yleistetyn) Holderin epdyhtélon

n €1 n c2 n Cm n

c1 ,C Cm,
E ae E age | - E (1) >§ ajplsy - a7
=1 =1 =1 =1
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3). Oletetaan seuraavaksi, ettd n, k ja m ovat positiivisia kokonaislukuja, joil-
le £ < m, ja olkoot ai, ao, ..., a, ei-negatiivisia reaalilukuja. Tarkastellaan
matriisia A, jossa on seuraavat m rivid ja m saraketta:

al® a ... a™ 1 1 ... 1
A— ay’ ayt ... al 1 1 ... 1
ayr ar ... oar 1 1 ... 1

misséd ensimméiset k saraketta ovat keskenédén identtisid ja jaljelle jaavit m — k
saraketta koostuvat pelkéstaan luvuista yksi.
Lause 4 tdhan matriisiin sovellettuna antaa potenssikeskiarvojen epayhtalon

a’f+a’§—|—...+a§l .
- .

>

ai* +ay' +...+ay ‘
n

4). Monet annetuista harjoitustehtiivistd seuraavat suoraan lauseesta 4 sopivalla
matriisin A valinnalla. Esimerkiksi, lause 4 ratkaisee ongelman 20 valittaessa

A:[1 1 ... 1}
r1 T ... Tp
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