Trigonometriaa: kolmioita ja kaavoja

Trigonometriset funktiot voidaan mééritelld eri tavoin. Yksikkoympyriin 22 + y? = 1
perustuva maéritelmé on yleensé selked. Jos A = (1, 0) ja ¢ > 0 on reaaliluku, on ole-
massa yksikésitteinen yksikkGympyréan piste P = (z, y) niin, ettd matka pitkin ympyrén
kehad pisteestd A vastapaivaan on t. Sovitaan, ettd x = cost ja y = sint. Jos x© # 0,
sovitaan, etta % = tant ja jos y # 0, niin sovitaan, etta T cott. Jos t < 0, maaritellaan
samat asiat niin, ettd matka A:sta P:hen kuljetaan myotapéivaan. Valtaosa trigonometris-
ten funktioiden perusominaisuuksista saadaan tarkastelemalla yksikkéympyraa. Etenkin
funktioiden positiivisuus, kasvavuus ja jaksollisuus nahdéan yksikkGympyrasta. Erityisesti
esimerkiksi sentapaiset relaatiot kuin

sin0=sinmt =0, cosO=1, cos(m)=—1, sin (g) =cos0 =1,
. ™ . ™ ™ . . .
sin (5 — t) = cost, sin <t + 5) = cost, cos <t + 5) = —sint, sin(—t) = —sint,

cos(—t) = cost, sin(m —t) =sint, cos(m —t) = —cost, cos’t+sin’t =1,
sin(t +n - (27)) =sint, cos(t+n-(27)) = cost,

(n € Z) jne. ndkyvat vélittomésti.

Kun otetaan huomioon kulman suuruuden maarittely radiaaneina ja kolmioiden yhden-
muotoisuus, saadaan suorakulmaisen kolmion kulmien trigonometrisille funktioille vakiin-
tuneet maaritelmat. Joskus muistikulmiksi kutsuttujen kulmien trigonometristen funk-

1
tioiden arvot, sellaiset kuin esimerkiksi sin45° = cos45° = —, sin30° = cos60° = — tai

1
cos 30° = sin 60° = 5\/3, nahdaan valittomasti Pythagoraan lauseen avulla tasakylkisesta

suorakulmaisesta kolmiosta ja tasasivuisesta kolmiosta. Ne on tosiaan hyvéi muistaal

Ellei muuta sanota, tarkasteltava kolmio on ABC ja BC =a, CA=b, AB=c¢; ZABC =
B, Z/BCA =+, ZCAB = «, R ympari piirretyn ympyran siade, r sisdén piirretyn ympyran
sade. Kolmion ala on 7' = §ab sin+y ja kolmion piiri on 2p = a 4+ b + ¢. Kolmion ympari

piirretyn ympyran keskipiste on O ja sisdan piirretyn ympyran keskipiste on 1.

b e
sina sinf  siny
Ratkaisu. Oletetaan, ettd kulma C'AB on terdava. Suora CO leikkaa ABC:n ympari
piirretyn ympyran myos pisteessd A’. Kehakulmalauseen nojalla /CA’'B = ZCAB = a.

1. Osoita, ettd = 2R (sinilause).

Kolmio A’ BC on suora, koska A’C’ on ympyran halkaisija. Siis sina = %%. Jos ZCAB on
tylppé, niin ABA’C on jannenelikulmio, ZCA’B = 180° — « ja sin ZC' A’ B = sin a. Koska

kolmio A’C'B on suorakulmainen, sin ZCA'B = %.

2. Osoita, ettd sin(a+ (3) = sin acos f+ cos asin (§ ja cos(a+ () = cos a cos f — sin asin f3.



Ratkaisu. Olkoon ensin 0 < a < g, 0 <8< g

Olkoon ZAOG = «a, /BOA = (3, OA = OB = 1, B
CD1OG, BF1OG, CELBF ja BC1LOA. Silloin
BF = sin(a + ), OF = cos(a + ), ZCBF = «a.
Nyt BC = sinf3, BE = BCcosa = cosasinf,
OC = cosfB, EF = CD = OCsina = sinacosf.
sin(a+f) = BF = EF+BE = sin a cos 3+cos asin [3;
vastaavalla tavalla johdetaan jalkimmainen kaava las-
kemalla FC' = sinasin8 ja OD = cosacos 3. Si-
nin ja kosinin méaaritelméa yksikkoympyran avulla joh- 7 o G
7

taa relaatioihin sina = cos a—g ja cosa =

— sin <a — g) Naita toistuvasti kayttaen saadaan
yvhteenlaskukaavat todistetuiksi kaikille a > 0, 3 > 0.

3. Osoita, ettd a® = b? + ¢? — 2bccosa (kosinilause).

Ratkaisu. A:sta piirretty korkeusjana muodostaa kaksi suorakulmaista kolmiota; niiden
suoralla BC' olevien kateettien pituudet ovat bcos+vy ja ccos 3. Riippumatta siita, onko
jompikumpi kulmista 3, v tylppa vai ei, on a = bcos~y + ccos . Sinilauseen perusteella
bsiny — csin 8 = 0. Siis a® = a® 4+ 0% = (bcosy + ccos 8)? + (bsiny — csin 8)? = b? + ® +
2bc(cos 3 cosy —sin Bsiny) = b% + ¢ +2bc cos(B+ ). Mutta cos(8+7) = cos(180° — ) =
— cos v, ja vaite seuraa.

1+

4
Ratkaisu. Olkoon ABCDE saannéllinen viisikulmio ja AB = 1. Leikatkoot AD ja BE
pisteessa F. Olkoon FF = x. Ympyran viidennesta vastaavina kehdkulmina kulmat

EAD, BEA, BAC ja CAD ovat kaikki = —. Kolmio FEA on siis tasakylkinen. Mutta

=

s
4. Osoita, ettd cos F =

SIE

kulmat BAD ja AF B ovat molemmat =

toinen kolmion F'EA kulman vieruskulmana). Siis kolmio BF'A on tasakylkinen, joten
BF = 1. Yhdenmuotoisista kolmioista ABE ja FEA saadaan nyt = : 1 =1 : (1 + z).

(toinen kulmien BAC ja CAD summana,

| ¥

1
Tasta ratkaistaan x = 5(\/5 — 1). Kolmiosta FEA saadaan kosinilauseen perusteella

1 1 5
x2:1+x2—2wcosg. Siiscoszz = +\/_.

5 V5-1 4

5. Osoita, ettd T = \/p(p—a)(p—b)(p—c). (Heronin kaava). (Perimitiedon mukaan
kaavaa ei saisi kayttaa ylioppilaskirjoitusten matematiikan kokeessa, ellei todista sita oi-
keaksi.)

b _
Ratkaisu. Koska p—a = # jne., voidaan kdyttaa toistuvasti kaavaa (z+y)(x—y) =



x? — 9? ja kosinilausetta. Saadaan

16p(p —a)(p = b)(p—c) = (0 +c+a)b+c—a)la+(b—-c))(a—(b-0))
=((b+¢c)* —a®)(a® — (b—c)?) = (2bc + (b* + ¢* — a?))(2bc — (b* + ¢ — a?))

= 4b%c — (b + 2 — a®)? = 4b*c® — (2bccos a)? = 4b*c? sin? a = 1672,
eli vaite.

6. Osoita: kaikista kolmioista, joilla on sama piiri, tasasivuisella kolmiolla on suurin pinta-
ala.

Ratkaisu. Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisen epayhtalon perusteella 72/3 =
P(p— a)p— )b~ )V < P2 (p—a) + (p— D)+ (p— ) = 3p*/%. Epiyhtiilossi
valitsee yhtésuuruus, jos ja vain jos p—a =p—b =p—celi a = b = c¢. [Todistetaan
aritmeettis-geometrinen epayhtalo kolmen luvun positiivisen luvun x, y ja z tapauksessa.
On osoitettava, etti (z +y+2)% > 272yz ja ettd (x +y+ 2)® = 2Tzyz vain, jos z =y = 2.
Todistettava epiyhtdld on x2 + 33 + 23 + 322y + 32y? + 3y%z + 3yz? + 322z + 3222 +
6zyz > 27zyz. Kun otetaan huomioon epiyhtild 3(z(y — 2)% +y(z — )% + z(z — y)?) > 0,
missa yhtasuuruus on voimassa vain, jos x = y = z, todistettava epayhtalo jaa muotoon
23 +y3 + 23 — 3zyz > 0. Mutta tdméin epiyhtilon vasen puoli voidaan kirjoittaa muotoon
(x+y+2)(2?+y?+ 22 — 2y —yz — zz) > 0 (ks. esim. ” Algebran alkeita” valmennuksen

sivuilla). Vasemman puolen toinen sulkulauseke on 5((:17 — )+ (y—2)* + (2 — 2)?); se

on > 0 ja =0 vain, kun x =y = 2.

7. OSOjta, ettaT =pr = a/—bc ja ettar = \/(p — a)(p — b)(p B C) ]

Ratkaisu. Jaetaan kolmio kolmeksi kolmioksi BCI, C'AI ja ABI. Kunkin korkeus on r
1 1
ja kannat a, b ja c. Siis T' = 2ar + ibr + Scr =pr. Vaitetty r:n lauseke saadaan Heronin
1
kaavasta. Toisaalta sinilauseen perusteella T' = iab siny = iab%.

Kolmion sivuympyrd on ympyra, joka sivuaa yhta kolmion sivua ja kahden muun sivun
jatkeita. Merkitaan sivuympyroiden sateita kirjaimin r,, rp ja re.

8. Osoita, etta

T_:¢mp—w@—@ 71:¢mp—@@—@ 7ﬂ:¢mp—@@—w
a p—a ) b p—b ) c p—c .




Ratkaisu. (Katso kuvaa.) Koska pisteestd sivua-

mispisteisiin piirretyt tangenttien osat ovat yhta pit-

kit, on a« = DB 4+ FC = b+ ¢ — 2 - AD, joten
1

AD = §(b+c—a) =p—aja2 - AG=AH + AG =

AC +CK + AB + BK = 2p. Siis AG = p. Yhden-

muotoisista kolmioista AGJ ja ADI saadaan

P p \/<p—a><p—b><p—c>

rp ja r. saadaan kiertovaihtelulla.

9. Osoita, etta

T =ro(p—a) =7o(p—b) = re(p — ) = \/17arvre.

Ratkaisu. Ensimmaiset yhtalot seuraavat yhtaloista T = pr ja r, = r (vast. b ja

c¢). Viimeinen alan lauseke saadaan, kun yhtdlot T = pr ja tehtdvéssd annetut kolme
ensimmaista yhtaloa kerrotaan keskenaéan ja otetaan huomioon Heronin kaava.

10. Osoita, etta

Ratkaisu. Numeroiden 9 ja 7 perusteella

1 1 1 (p—a)+@-b+{@—c »p 1

Te Tp Te T pr r

11. Osoita, ettd sin(a— ) = sin v cos f—cos asin 3 ja cos(a— ) = cos v cos f+sin asin 3.

Ratkaisu. Merkitdan yhteenlaskukaavoissa o + 3 = z. Silloin

sinz = sin acos(x — ) + cosasin(z — «)

cosx = cos acos(x — a) — sinasin(z — «).

Kun eliminoidaan cos(z — ), saadaan (cos? a +sin? a) sin(x — @) = sin x cos a — cos  sin
eli sin(z — o) = sinz cosa — coszsin . Vastaavalla tavalla saadaan kosinin vihennyslas-
kukaava, kun eliminoidaan sin(z — «).



12. Osoita, etta
tan o £ tan 8

1 FtanatanS

tan(a + §) =

Ratkaisu.
tan(a + 8) = sin(a + 5) _ sinacos B+ si.nﬁ (;(.)S o
cos(a¢ £ 3)  cosacos F sinasin 3

Viite seuraa, kun osoittaja ja nimittdja jaetaan tulolla cos acos 5. (On tietenkin otettava
huomioon, etté eriilld a:n ja f:n arvoilla véitteend oleva kaava ei ole mielekés.)

13. Osoita, ettd sin(2a) = 2sinacosa, cos(2a) = 2cos?>a — 1 ja cos(3a) = 4cos® a —
3 cos a.

Ratkaisu. Ensimmaéinen kaava on sinin yhteenlaskukaava, kun § = . Vastaavasti kosinin
yhteenlaskukaava on téssi tapauksessa cos(2a) = cos? a —sin? & = cos? o — (1 — cos? o) =
2cos? a — 1. Edelleen cos(3a) = cos(2a + ) = cos(2a) cos a — sin(2a) sina = (2 cos? a —

1) cosa — 2sin® acosa = 2 cos® o — cos o — 2(1 — cos? @) cosa = 4 cos® o — 3 cos .

14. Osoita, etta

2tanx 1 —tan’z 2tanx
sin(2r) = ———, cos(2x) = —— ja tan(2x) = ——5—.
(22) 1+ tan?x (22) 1+tanle ° (22) 1 —tan’z
Ratkaisu. Koska
2 .2
1
1+tan2:c:COS xtsmx: _
cos? x cos® x
niin
2ta
sin(2z) = 2sinx cosx = 2tanx cos® x = 7112
1 +tan“x
ja
2 1 —tan?z
cos(2z) =2cos’r — 1= —"—— —1=—"—.
1+ tan“x 1+ tan“x
in(2 2t
tan(2x) = sin(2z) = anag .
cos(2z) 1—tan®x
15. Osoita, etta
sinx T 1—coszx
—— =tan— = ——.
1+ cosz 2 sin x

Ratkaisu. Seuraa heti edellisesta.



16. Osoita, etta
sinx 4+ siny = 2sinx;y cosx;y.

Ratkaisu. Olkoon x =t + v jay =t — w. Silloin 2¢t = x + y ja 2u = x — y. Toisaalta
sinz +siny = sin(t + w) + sin(t — u) = (sint cosu + costsinu) + (sint cosu — costsinu) =
r+y r—y

cos ——

2sintcosu = 2sin

17. Osoita, etta

sin(—z+y+2)+sin(z —y+2)+sin(z+y — 2) —sin(z + y + z) = 4sinzsinysin z.

Ratkaisu. Ryhmitellaan todistettavan yhtalon vasen puoli uudelleen ja kayytetadn sinin
ja kosinin yhteenlaskukaavoja: (sin((z +y) — z) —sin((x + y) + 2)) + (sin(z + (z — y)) +
sin(z — (z —y)) = —2cos(z + y) sinz + 2sin z cos(x — y) = 4sinz sin y sin z.

18. Osoita, etta

sin 2a + sin 2b + sin 2¢ = 4sin(a + b) sin(b + ¢) sin(c + a) + sin(2(a + b + ¢)).

Ratkaisu. Merkitdén a + b=z, b+c=yjact+a==z. Sillomnzx+y+2z=2(a+b+c)
—x+y+z=2c,x—y—+z2=2ajax+y—z=2b Todistettava yhtalo muuttuu samaksi
kuin edellisen numeron yhtalo.

19. Osoita, etta kolmiossa on

1 1 1
sina 4 sin 3 + siny = 4 cos Jocos iﬁcos 37

Ratkaisu. Numeron 16 tulos, se etta a + 8 + v = 180° ja kaksinkertaisen kulman sinin
kaava antavat

sina+sinﬁ+sin7:2sina;—ﬁcosa;ﬁ+sin(a+ﬁ)
:2sina+ﬁcosa_ﬁ+2sina+ﬁcosa+ﬁ:2sina+ﬁ cosa+ﬁ+cosa_ﬁ
2 2 2 2 2 2 2
:2sina+ﬁ-2(30$%cos§.

= sin (90O — %) = COoS %, ja todistus on valmis.

T 8 /
Lisaksi sin




20. Osoita, etta kolmiossa on

r = 4Rsing sing sinz.
2 2 2

1. ratkaisu. Patee 27 = 2pr = absin~y eli (a + b+ ¢)r = absiny. Muunnetaan a, b ja ¢
sinilauseen avulla. Saadaan

2R(sin a + sin 8 + siny)r = 4R?sin a sin Bsiny
eli, kun kaytetaan kaksinkertaisen kulman sinin kaavaa,

16sin © sin 2 sin Y cos & cos 2 cos 1
r_ 2sinasinfsiny  PSM G SIS SIMG 0085 €08 5 €08

E_sinoﬂ—sinﬁ—l—siny_ sin v + sin 3 + sin~y

Vaite seuraa nyt edellisen numeron tuloksesta.

2. ratkaisu. Numeron 8 kuvan mukaisesti

2 p-a p(p—a)
Siis
%=1+tan22:p(p_a)+(p_b)(p_c)
COS2§ 2 p(p — a)
(a+b+c)(—a+b+c)+(a—b+c)la+b—c)
Ap(p — a)
_(bte?—at+a®—(b—0)? b
4p(p — a) p(p—a)’
joten

a a o« \ﬂp—w@—@‘

sin — = tan — cos — =
be

2 2 2
Kun muodostetaan kiertovaihtelulla toiset kaksi puolen kulman sinia ja kerrotaan lausek-
keet, saadaan

in%sin Pt - w=a-bp-c (p-ap-bFp-c _ o

2772779 abe AprR T 4R 4R’

ja todistus on valmis.



21. Osoita, etta kolmiossa on tan « - tan 8 - tany = tan « + tan 3 + tan~y.

Ratkaisu. Koska
sin acsin 3 sin~y

tanatan ftany =
cOs (x cos (3 cos 7y

ja
sin a cos 3 cosy + cos asin 3 cos 7y + cos a cos (3 sin
tana + tan B + tany = feosy feosy b ’y’
COS «x €Os (3 cos 7y
niin todistettavaksi jaa yhtalo sinasin$siny = sinacoscosy + cosasinFcosy +

cos acos Bsin+y eli sin(a + ) cosy = siny(—cos(a + 3)) eli sin(a + 5+ v) = 0. Mutta
viimeinen yhtalo on tosi, koska oo + 3 + v = 7.

22. Osoita, etta kolmiossa on

cos? a + cos? f+ cos?y = 1 — 2 cos a cos 3 cos .

Ratkaisu. Koska v =7 — (o + ), niin cosy = — cos(a + ). Siis

cos? a + cos? 3 4 cos® v = cos® a + cos?  + cos®(a + f3)
= cos? a + cos? 3 + (cos acos 3 — sin asin 3)
= cos? a + cos? 3 + cos® acos? f — 2 cos acos Bsin asin B + sin? asin? 8
= cos? o + cos? B + cos? acos? 3 — 2 cos acos Bsinasin 3 + (1 — cos? a)(1 — cos? 3)
=1+ 2cos? acos? B —2cosacos Bsinasin B = 1+ 2cos acos 3 cos(a + f3)

=1 —2cosacos 3 cos.

1 1
23. Osoita, etta sinxsiny = 5((:05(.90 —y) —cos(z +y)) ja coszcosy = 5(008(13 —y) +
cos(z +v)).

Ratkaisu. Seuraa suoraan kosinin yhteen- ja vahennyslaskukaavoista.

24. Midrita lausekkeen sin® a + sin §sin vy cos a suurin arvo (cr, B ja v kolmion kulmat).

1
Ratkaisu. Oletetaan, ettd o < g ja aluksi kiinted. Koska sin #siny = i(cos(ﬁ —v) —
cos(B+ 7)) ja B+ =7 — « on kiinted, lauseke on suurin, kun 8 = v. Nyt a = 7 — 20,
joten sina = sin(23) ja cosa = —sin(23). Siis sin® a + sin Bsinycosa = sin?(23) —
sin? 3 cos(23) = sin® B(4 cos? B —2cos? f+1) = sin? 3(2cos? f+1) = sin? 3(3 —2sin? ) =
3
-2 (sin2 08— Z) + 3 Koska [ voidaan valita niin, etta sin? 6 = 7 lausekkeen suurin

arvo tassa tapauksessa on 3 Jos a > 5 cos & on negatiivinen, mutta sin 3 ja sin~y ovat

2

positiivisia. Lausekkeen arvo on siis pienempi kuin sin” « ja siis pienempi kuin 1.



25. Osoita, etta kolmiossa on

B+
a :cos 5
b+c B
cos
2
ja jos b # c,
. B+
a :sm 5
b—c . B—7
sin
2

(Mollweiden kaavat ).

Ratkaisu. Kaytetaan hyvaksi yksinkertaista algebrallista tosiasiaa, jonka mukaan

z x x—+z
—=-=-= :
Y t Y Y+t
Kun tata sovelletaan sinilauseeseen, saadaan
a b+c

sina  sinf3 4 sinvy

eli

9sin P17 o BT B+
o sina _ sin(B4q)  2sinTgcosTo— cos—g
b+c_sinﬁ+sin7_sinﬁ—|—sin'y_2Sinﬁ+’ycosﬁ—7_Cosﬁ—’y.
2 2 2

Jalkimmainen Mollweiden kaava saadaan samoin sinilauseesta seuraavasta relaatiosta

a b—c

sina sinf —sinvy’
26. Kaksi reaalilukujonoa on madaritelty seuraavasti:

T1=y1=V3 wpi1=x, + /1422 Un

ny Yn+1 = W

kaikillan > 1. Osoita, etta 2 < x,y, < 3, kunn > 1.
s
Ratkaisu. Merkitaan x, = tant, ja y, = tanu,. Silloin t; = u; = 3 ja
tan u,, sin u,, Up

tanun41 = Yp+1 = 1 = = tan —.
14 cosu, + 1 2

COS Uy,
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Toisaalta

Sii Up . ™
1S Up41 = 7 Ja Uy = m

T
1 sint, +1 :COS<§—%>+1

tant,+1 = Tpy1 = tant, + = =
costy, costy, sin (_ —t )
2 n
1 t t
= = cot T_In = tan —n—l—z .
T in 4 2 2 4
tan | — — —
4 2
Siis tp41 = ) + 1 Geometrisen sarjan summan kaavaa hyvaksi kayttéden ja sieventiden
saadaan
b s n s 1 1 .7 s
"3.2nml 2 on=1 ) 2  3.2n°
Mutta nyt
oS gn sin ;n_l 2 cos? on
TnYn = tant, tanu, = 3% 3'7r = 3
sin cos 2 cos? —
3.2n 3.2n—1 3.2n

Kun n > 1, kosinin argumentti edell& on valilla (0, %), t&lloin kosini itse on vélilla (7, 1).

Koska 2z — on vahenevé, kun z > 2 niin z,,y,:n arvot ovat vélilla (2, 3). Nahdaan

Z JR—
myos, etta lim, oo T,y = 2.

27. Muunna lauseke asinx + bcosx muotoon Asin(z + «).

Ratkaisu. Voidaan olettaa, etti a® + b? # 0. Valitaan A = v/a? + b2. Silloin
a2 b\’
@ 2) =1
(3) + (A)

a b
14 on yksikkOympyran piste, on olemassa « siten, ettd a = Acosa ja
b= Asina. Siis asinz + bcosz = A(sinx cosa + cosxsina) = Asin(z + a).

Koska siis

28. Maéaritd funktion f : [0, 2r] — R, f(x) = 8cosx + 15sinx — 17 suurin ja pienin arvo.
(Ylioppilastehtdvé vuonna 1982, vilkasta keskustelua Suomi24-keskustelupalstalla 2009)

Ratkaisu. v82 + 152 = 17. f(x) = 17sin(z + a) — 17. Koska —1 < sin(z + ) < 1 ja
molemmat rajat saadaan jollakin z € [0, 27], f:n suurin arvo on 0 ja pienin —34.
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29. Olkoon Py(z) = 2% — 2 ja Pj(x) = P1(P;j_1()) kaikilla j > 1. Osoita, ettd kaikilla n
yhtélén P, (x) = = kaikki juuret ovat reaalisia ja eri suuria. (IMO 1976)

Ratkaisu. Polynomin P; aste on kaksi kertaa polynomin P;_; aste. Koska P; on toista
astetta, Pj:n aste on 27. Huomataan, ettd P(2cost) = 4cos®t — 2 = 2(2cos?t — 1) =
2 cos(2t). Induktiolla saadaan helposti, ettd Pj(2cost) = 2cos(27t). Yhtalo P, (2cost) =
2cost on siis sama kuin cos(2"t) = cost. Yhtdlon toteuttavat ¢:n arvot 2"t = t + 2k,

2"t = —t + 2k, eli esimerkiksi vélin [0, 7) luvut
2k
p= T p—o0,1,..., 2" 1,
2n —1
2k
— AT k=1,2,..., 2"
2n +1

Lukuja on 2™ kappaletta. Jos ne ovat kaikki eri suuria, niin kukin tuottaa yhtalolle
P,(2cost) = 2cost eri juuren, silld kosinifunktio on monotoninen vélilla [0, 7). Mutta
josO0<p<2ml—_ljal<g<2"!ja
2p 2q
2n —1 241’

niin 2"(¢q — p) = ¢+ p < 2" — 1, mikd on mahdotonta. Olemme lGyténeet yhtélolle
P, (x) = x sen asteluvun osoittaman mé&drdn eri suuria reaalisia juuria, joten olemme
loytaneet ne kaikki.

30. Ratkaise trigonometriaa kéyttiaen yhtéilé x? + px + q = 0, kun p? > 4q.
Ratkaisu. Olkoon ¢ > 0. Yht&lo on yhtapitava yhtalon

(55) + G-

Vi

e

VI
p

toteutuu. Jos ¢ < 0, niin yhtalo on yhtapitava yhtalon

eli yhtalon

kanssa. Jos valitaan t niin, ettd sin(2t) = — ja  niin, ettd x = \/gtant, niin yhtalo

| ()

o/ Vi

()

= tan 2t ja z niin, ettd x = \/|¢| tant. Yht&lo toteutuu.

lq|
p

kanssa. Valitaan ¢ niin, etta 2
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31. Ratkaise trigonometriaa kayttéen yhtélé z3 + ax?® + bx +c = 0.
Ratkaisu. Merkitaan y = x + %. Yhtalo saa muodon

2 3 2 3
3 5 a a 5 2a a ab
v oay'+ oy - o tay’ - Sy o by — o e

eli merkintéji lyhentiden y2 + py = ¢. Olkoon nyt y = 2rcost. Yhtilo tulee muotoon
873 cos3t + 2prcost = q eli
p q

4cos®t + = cost = ——.
72 273

Olkoon r = —g. Silloin yhtélo saa muodon 4 cos® t — 3 cost = cos(3t) = 2% Tésta voi-
\ r

daan (jos parametrit ovat sopivia) ratkaista ¢, jonka jéilkeen saadaan y ja x. [Osoittautuu,
ettd menetelma toimii silloin, kun kolmannen asten yhtalon kaikki juuret ovat reaalisia.
Té&ll6in ns. Cardanon kaavoja kéytettettdessd on koukattava kompleksilukujen kautta.]

32. Ratkaise yhtilo x3 + 222 — 5z — 6 = 0.

2 19 56
Ratkaisu. Muuttujanvaihto x = y — 3 johtaa yhtaloon y3 — Ey = 5 Téasta saa-
28
daan ig = . t:lle saadaan olennaisesti kolme eri likiarvoa ¢ = 0,408638 ja
2r 19v/19
2
t = 0,408638 + g; Vastaavat y:n arvot ovat 2,666..., —2,333... ja —0,333.... Siten
alkuperaisella yhtalolla on kolme juurta x =2, z = -3 jax = —1.

33. Maarita pinta-alaltaan suurin sellaisista nelikulmioista, joiden sivut ovat a, b, ¢ ja d.

Ratkaisu. Olkoon tarkasteltava nelikulmio ABCD niin, ettda AB = a, BC =b, CD = ¢
ja DA = d. Olkoon viela ZABC = ¢ ja ZCDA = v seka nelikulmion ala S. Silloin
25 = absin ¢ + cdsinv ja AC? = a? + b?> — 2abcos ¢ = ¢ + d? — 2dccos ). Siis

absin ¢ + cdsiny = 28
a? + b —c? — d?

abcos ¢ — cdcosy = 5

Korotetaan yhtalot puolittain nelioon ja lasketaan yhteen; saadaan

(CL2 + 62 . C2 o d2>2

a®b? + *d? + 2abcd(sin ¢psiny — cos ¢ cos ) = 45% + 1

Nyt S on suurin mahdollinen, kun sin ¢ sin ) — cos ¢ cos ) = — cos(¢ + 1) on suurin mah-
dollinen. Tama tapahtuu silloin, kun ¢ 4+ ¢ = 7. Mutta nelikulmio, jonka vastakkaiset
kulmat ovat vieruskulmia, on jannenelikulmio eli nelikulmio, jonka ympari voidaan piirtaa

ympyra.
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34. Jannenelikulmion sivut ovat a, b, ¢ ja d. Maarita sen ala.

Ratkaisu. Edellisen numeron mukaan (kun siis sin ¢ siny — cos ¢ cos iy = 1) alalle S saa-
daan, kun kiiytetiin toistuvasti relaatiota 2% + y* = (z + y)(z — y),

1652 = 4(ab + cd)? — (a® + b* — & — d?)?
= (2(ab+ cd) — a® = b* + ¢* + d*)(2(ab + cd) + a® + b* — ¢* — d?)
= (—(a=b)*+(c+d)*)((a+b)*—(c—d)?) = (—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—d).

Jos otetaan kayttoon merkinta

_a+bt+c+d
p - 2 9
— b d
huomataan, etta atbretd p — a jne. Saadaan Brahmaguptan kaava jannenelikul-

mion pinta-alalle

S=vVp—a)p-b)p--c)(p-—d.

35. Todista, etta jannenelikulmion lavistajien tulo on sama kuin sen vastakkaisten sivu-
parien tulojen summa. (Ptolemaioksen lause)

Ratkaisu. Kéytetdan edellisten numerojen merkintéja. Olkoon AC = z ja BD = y.
Koska v = m— ¢, 22 = a® +b* —2ab cos ¢ ja myoskin 22 = ¢2 +d? + 2cd cos ¢. Eliminoidaan
naistd yhtéloista cos ¢. Saadaan (ab + cd)z? = (a? + b?)cd + (c® + d?)ab = ad(ac + bd) +
be(bd + ca) eli

22 (ad + be)(ac + bd)
B ab+ cd '

Kun tehdaan kiertovaihtelu a — b, b — ¢, ¢ — d, d — a, saadaan

o (ba+ cd)(bd + ca)
be + da )

Mutta kun edelliset kaksi yht#lod kerrotaan keskeniin, saadaan 2%y? = (ac+bd)(bd+ca) =
(ac + bd)?, eli viite.



