Pickin lause

Pickin! lause tai Pickin kaava antaa yksinkertaisen keinon laskea monikulmion ala, kun
monikulmion kaikki karkipisteet ovat pisteitd, joiden koordinaatit ovat kokonaislukuja.

Kutsumme pisteitd (x, y), missd =, y € Z, hilapisteiksi. Sanomme, ettd yksinkertainen,
siis itseaan leikkaamaton monikulmio on hilamonikulmio, jos sen jokainen karkipiste on
hilapiste. Sanomme, ettd hilamonikulmion sisélld oleva hilapiste on sen sisdhilapiste ja
hilamonikulmion reunalla oleva hilapiste sen reunahilapiste. Pickin lause sanoo, etta hila-
monikulmion P ala |P| saadaan lasketuksi yksinkertaisesta kaavasta

1
Pl=s+-r—1
[Pl=s+5r—1,

missa s on kaikkien P:n sisdhilapisteiden lukumaéaara ja r kaikkien P:n reunahilapisteiden
lukumaara.

Esimerkkeja. Jos kolmion kérjet ovat origo, (1, 0) ja (1, 1), niin s = 0 ja r = 3; kolmion
1
ala on 5" Suorakaiteelle, jonka kérjet ovat origo, (3, 0), (3, 2) ja (0, 2) on s = 2 (pisteet

(1, 1) ja (2, 1) ovat sisdpisteitd) ja r = 10 (pisteet (0, k), (2, k), k =0, 1, 2, 3, 8 kappaletta,
sekéd (0, 1) ja (3, 1) ovat reunalla). Alaon2+5—-1=6=2-3.

Todistetaan Pickin kaava oikeaksi. Tarvitsemme vain yksinkertaisia perusteita: suorakul-
maisen kolmion alan laskukaavan ja monikulmion kulmasummatiedon. Sanomme hilamo-
nikulmiota, joka on kolmio, hilakolmioksi. Samoin sanomme suorakaidetta, jonka kaikki
karjet ovat hilapisteita ja jonka sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset, hilasuorakai-
teeksi. Sanomme suorakulmaista hilakolmiota, jonka kateetit ovat koordinaattiakselien
suuntaiset, suorakulmaiseksi hilakolmioksi.

1
1. Jokaisen hilakolmion ala on vahintdan 3"

1
Todistus. Kolmion alan kaavan perusteella suorakulmaisen hilakolmion ala on & - 2 jol-

lain kokonaisluvulla k. Olkoon ABC' mielivaltainen hilakolmio. Kolmion karkipisteiden
z-koordinaateissa jokin on pienin ja jokin on suurin; olkoot ne z’ ja z”/, 2/ < 2. Samoin
y-koordinaateista jokin on pienin ja jokin on suurin; olkoot ne vy’ ja y”, ' < y”. Suorat
x=21a,x=2",y=19" jay=1vy" rajaavat hilasuorakaiteen R, jonka ala on kokonaisluku
(2" —2")(y" —y'). ABC saadaan R:sti joko poistamalla siitd suorakulmaisia hilakolmioita
1 (ABC'n kérjet ovat R:n kéarkid), 2 (kaksi ABC:n kirked ovat R:n vierekkiiset kérjet
tai kaksi kirked ovat R:n vastakkaiset kérjet ja kolmas kérki on R:n sivulla), 3 (vain yksi
ABC'n kidrki on R:n kérki) tai suorakaide ja kolme suorakulmaista hilakolmiota (kaksi
ABC'n karked ovat R:n kérkié ja kolmas on R:n sisépiste). Jokainen tapaus johtaa tilan-

teeseen, jossa A:n ala on kokonaisluku vahennettyna luvun 3 monikerralla. Koska kolmion

ala on positiivinen, sen on oltava vahintaan 3" U

1 Kaava on nimetty sen vuonna 1899 julkaisseen itivaltalaisen Georg Alezander Pickin
(1859-1942) mukaan. Pé#&osan elaméntyostdén Prahassa tehnyt Pick kuoli — korkeassa
iassa — Terezinin eli Theresienstadtin keskitysleirilla Tsekkoslovakiassa.



Sanomme, etta hilakolmio ABC' on alkeishilakolmio, jos silla ei ole yhtaan sisahilapistetta
ja sen kaikki reunahilapisteet ovat karkia. Vaitamme, etta jokaiselle alkeishilakolmiolle

1
patee |ABC| = 5 Todistusta varten tarvitaan ensin aputulos.

2. Jokainen monikulmio voidaan jakaa toisiaan monikulmion sisalla leikkaamattomilla mo-
nikulmion sisalavistajilla kolmioiksi.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla monikulmion karkien lukumaéaaran n suhteen.
Jos n = 4, monikulmio on joko kupera tai ei-kupera nelikulmio. Jos se on kupera, kumpi
hyvansa sisalavistaja jakaa sen kahdeksi kolmioksi, jos se ei ole kupera, nelikulmion ”sisdan
tyontyvasta” karjesta piirretty sisalavistaja jakaa sen kahdeksi kolmioksi.

Oletetaan sitten, etta kaikki k-kulmiot, missa k < n, voidaan jakaa kolmioiksi vaitetylla
tavalla. Olkoon P n-kulmio. Jos P:lla on ainakin yksi sisdlavistaja, se jakaa P:n kahdeksi
monikulmioksi, joiden karkien lukumaéra on < n. Induktio-oletuksen mukaan kumpikin
néistd voidaan jakaa sisalavistéjilla kolmioiksi. Silloin my6s P voidaan sanotulla tavalla
jakaa. On viela osoitettava, etta P:1l4 on sisalavistaja. Koska P on rajoitettu ja P:ssd onn
sivua, no olemassa suora £, joka ei leikkaa P:té eika ole yhdenkdan P:n sivun suuntainen.
Olkoon B jokin sellainen P:n karkipiste, jolle B:n ja ¢:n etiisyys on pienin kaikista ¢:n
ja P:n karkipisteiden valisista etaisyyksistd. Olkoot A ja C' B:n viereiset karkipisteet.
Tavasta, jolla B on valittu, seuraa, ettda ZABC < 180°. Jos AC on P:n sisdlavistidja, asia
on selva. Ellei AC ole P:n sisalavistajé, niin joko janalla AC' on P:n kéarkia tai silla on P:n
ulkopuolisia pisteitd. Edellisessa tapauksessa jokin AC:l1a oleva P:n kérki, esimerkiksi U,
on lahinné A:ta. Silloin AU on P:n sisdlavistaja. Jos AC:114 on P:n ulkopuolinen piste V,
tarkastellaan janaa BX, kun X kay lapi janan AC. Joillakin X taytyy janalla BX olla
P:n karki tai karkia; jos Y on tallaisella janalla BX olevista karjista se, joka on lahinna
B:ta, niin BY on P:n sisalavistaja. [J

3. Jokainen hilakolmio ABC voidaan jakaa alkeishilakolmioiksi.

Todistus. Todistetaan ensin vaite tapauksessa, jossa ABC:lla ei ole sisahilapisteita. Jos
sivulla AB ovat jarjestyksessa hilapisteet Cy, ..., C), (niin ettd C; on ldhinnd A:ta), niin jo-
kainen kolmio C'C;C;1 on alkeishilakolmio. Kolmion AC,C sivulla AC ovat mahdollisesti
hilapisteet By, ..., B,, (B ldhinnéd A:ta) ja kolmion C),, BA sivulla BA hilapisteet A4, ...,
A; (A7 18hinné B:td. Nyt kolmiot AB1C, B1B2Cy, ..., B,,CC; ovat alkeishilakolmioita,
samoin BAC,,, A1A>C,, ..., A;CC,.

Oletetaan sitten, ettd ABC:lIa on sisdhilapisteitd. Osoitetaan induktiolla sisdhilapistei-
den lukumé&édran n suhteen, ettd jako voidaan suorittaa. Jos n = 1, yhdistetddn ABC'n
ainoa sisdhilapiste D kolmion karkiin. Syntyneissd komessa kolmiossa ei ole yhtaan si-
sahilapistetté, joten ne ja siis koko ABC voidaan jakaa todistuksen alkuosan perusteella
alkeishilakolmioiksi. Oletetaan, etta jako voidaan suorittaa aina, kun sisdhilapisteita on
< n. Jos ABC:1la on n sisdhilapistetta, valitaan niistd yksi ja yhdistetdan se kolmion
karkiin. Syntyneissd kolmessa kolmiossa on jokaisessa < n sisdhilapistetté, joten induktio-
oletuksen nojalla ne, ja siis myos ABC, voidaan jakaa alkeishilakolmioiksi. [J

Edellisista todistuksista seuraa, ettd jokainen hilasuorakaide voidaan jakaa alkeishilakol-
mioiksi. Osoitetaan, etta tallaisissa jaoissa on aina sama maara alkeishilakolmioita.



3

4. Jos hilasuorakaide R, jolla on k sisahilapistetta ja m reunahilapistetta, jaetaan alkeis-
hilakolmioiksi, niin tallaisten kolmioiden lukumaara on 2k +m — 2.

Todistus. Jokainen R:n sisdhilapiste on jaossa kolmen tai useamman alkeishilakolmion
yvhteinen karki. Naissa pisteissa on kolmion karkikulmia yhteensa k - 360°. Jokainen R:n
reunahilapiste, joka ei ole R:n karki, on ainakin kahden alkeishilakolmion kéarki; naista
pisteisté kertyy alkeishilakolmioiden kérkié yhteensé (m — 4) - 180°. R:n neljé kérkeé ovat
kukin yhden tai useamman alkeishilakolmion karkia; niista kertyy alkeishilakolmioiden
kulmia yhteensa 4 - 90°. Jos alkeishilakolmioita on n kappaletta, niiden kulmien summa
on n -180°. Siis n - 180° = k- 360° + (m —4) - 180° +4-90° elin =2k +m —2. O

5. Alkeishilakolmion ala on %

Todistus. Olkoon ABC jokin alkeishilakolmio. Piirretdan sen ymparille suorakaide sa-
moin kuin kohdassa 1. Jos suorakaiteen sivut ovat m ja n, sen ala on mn. Suorakai-
teella on (m — 1)(n — 1) sisdhilapistettd ja 2m + 2n reunahilapistettd. Jaetaan R alkeis-
hilakolmioiksi niin, ettd yksi naistd on ABC. Alkeishilakolmioita on edellisen mukaan

1
2(m—1)(n—1)4+2(m+n) — 2 = 2mn kappaletta. Jokaisen ala on ainakin 3" Kolmioiden
yvhteen laskettu ala on siis > mn ja > mn, jos jokin kolmioista olisi alaltaan enemman

1
kuin =. [J
2

6. Jos hilamonikulmiolla P on s sisahilapistetta ja r reunahilapistetta, niin

r
|P | =S5+ 5 — 1.
Todistus. Olkoon nyt P n-kulmio. Silloin P:n kulmien summa on (n — 2) - 180°. Edelld
sanotun perusteella se voidaan jakaa alkeishilakolmioiksi. P:n reunahilapisteista » — s on
sellaisia, jotka eivat ole P:n karkia. Jokainen P:n sisahilapiste on usean alkeishilakol-
mion karki; kolmioiden kulmien summa téallaisessa pisteessa on 360°. Jokaisessa sellaisessa
hilapisteessé, joka on P:n reunalla mutta joka ei ole P:n karki, alkeishilakolmioiden kul-
mien summa on 180°. Jokaisessa P:n karjessa jaon alkeishilakolmioiden kérkien summa on
sama kuin monikulmion kyseisessa karjessa oleva kulma. Jaon alkeishilakolmioiden kul-
mien summa on s - 360° + (r —n) - 180° + (n — 2) - 180° = (2s + r — 2) - 180°. Kolmioita

on siis 2s + r — 2 kappaletta. Koska jokaisen ala on 5 P:n koko ala on s + % —1. O
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