Kilpailumatematiikan perusalgebra

Téssa esityksessa asiat on enimmaéakseen koottu numeroiduiksi tehtéviksi tai lauseiksi. Jos numero
on varustettu tdhdella, niin ratkaisu tai todistus on ajateltu itse tehtavaksi tai ainakin yritettavaksi.
Tahdelld varustettujen tehtéavien ratkaisut tai ratkaisuhahmotelmat ovat lopun ratkaisuosastossa.

Kilpailumatematiikassa algebran alaan on tapana lukea tehtévéit, joiden aiheena ovat polynomit
ja yhtalonratkaisu, epayhtélot, joiden sisdlto ei ole geometriaa, ja funktionaaliyhtélot. Algebran
tehtavissa saattaa myos olla kysymys lukujonoista ja summista, vaikka naihin keskeisesti liittyvat
kysymykset raja-arvoista ja suppenemisesta menevatkin yleensa matemaattisen analyysin puolelle
ja siten ”kansainvéalisen kilpailumatematiikan” ulkopuolelle. Téssa esityksessé kasitelladn ndiden
aiheiden lisdksi myos eraita kilpailijalta edellytettavid perustaitoja kuten vakiintuneita lausekkei-
den sievennyskeinoja ja kompleksilukuja.

1 Lausekkeiden muokkaamisesta

Algebraa tarvitaan kaiken aikaa erilaisissa tehtévissd, ainakin lausekkeiden muokkaamiseen kul-
loinkin tarpeellisiin ja hyodyllisiin muotoihin. Muokkaamisen apuvélineitd ovat monet identiteetit,
aina voimassa olevat kaavat. Téllaisia ovat mm. seuraavat (n on positiivinen kokonaisluku).

a’> —b* = (a—b)(a+b),
(a+b+c)* =a®+b*+c* 4 2(ab + be + ca),
a® —b" = (a—b)(a" ' +a" b4 Fab" 2 ")
a2 L 2L () (@2 — @ b e — ab? Y 4 P
a® +b* + ¢ — 3abc = (a + b+ c)(a® + b* + ¢ — be — ca — ab)
(a® +b*)(c* + d*) = (ac — bd)?* + (ad + be)?.

1*. Todista edelliset identiteetit. Kayta tarvittaessa induktiotodistusta.

Tuloa 1-2-3---(n — 1) - n kutsutaan n-kertomaksi, ja sitd merkitdén n!. Sovitaan, ettd 0! = 1.

Luvut
n!

kl(n — k)’

ovat binomikertoimia, ja niitd merkitadn
n
L)

Seuraava tehtava osoittaa naiden lukujen yhteyden Pascalin kolmioon, lukumuodostelmaan, jossa
kukin luku on kahden vinottain sen yldpuolella olevan luvun summa:

(0<k<n)

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1

2. Todista, etta
1
n n n _ n + 7
k k+1 k+1

kunn>1ja0<k<n.



Todistus on suora murtolukujen yhteenlasku:

n no\ n! n! _ onl(k+1) nl(n — k)
(k) * <k+ 1) ~kl(n—k)! * E+D!n—k—-1! (E+D)!n—Fk!  (E+1)!(n—k)
n!(1+n) B (n+1)! _ <n+1>.

k+D)!n+1—-k—=1)! (k+D!(n+1-(k+1)) k+1

Seuraavan tehtavan sisidltéo on binomikaava. Kaava perustelee sen, ettd lukuja i kutsutaan

binomikertoimiksi, ja sen ettd kertoimet lausekeeseen, joka syntyy kun lausekkeeseen (a + b)"™
sisaltyvat kertolaskut suoritetaan, voidaan lukea Pascalin kolmion n:nnelta rivilta.

3*. Todista induktiota kdyttden, etta

(a+b)" = (Z) atpn k.
k=0

Seuraavat summaidentiteetit tulevat myos aika ajoin kayttoon:

k=1 2 k=1 ’
Xn:k3:n2(n+1)2’ ank(k_‘_l)_n(n—}—l)(n—l—Q),
k=1 4 k=1 3
. (k1) (k4 2 :n(n+1)(n+2)(n+3)7
kzl (k+1)(k +2) 7
- 1 _ 1 - _ (n+1)(2a+bn)
2kt 1) el ;)(Wrbk)_ 2 !
n _n+l
Zaq’“:a(lqu), (g #1).
k=0

Identiteeteista viimeista edellinen on aritmeettisen jonon ja viimeinen geometrisen jonon summa-
kaava.

4*. Todista edelliset identiteetit.

2  Kompleksiluvut

Matematiikkakilpailuissa oletetaan, etta kilpailijat tuntevat kompleksilukujen perusominaisuudet.
Ne ovat tarpeellisia my0s polynomien ja algebrallisten yhtaléiden ymmaéartamisessd. Kompleksilu-
kujen geometrinen tulkinta tekee niista kayttokelpoisia monien geometristen tehtavien ratkaisemi-
sessa.

Kompleksiluvut ovat muotoa z = x + 4y, missi * = Rez ja y = Imz ovat reaalilukuja ja i2 =
—1. z on z:n reaaliosa ja y sen imaginaariosa. Kompleksilukujen laskutoimitukset noudattavat



3
reaalilukujen laskutoimituksia, kun symbolia i kisitelliin niin, ettd sdinto i2 = —1 toteutuu.
Nainpa kompleksilukujen kertolasku noudattaa kaavaa

2w = (x + 1y)(u+ ) = zu — yv + i(xv + yu)

ja jakolasku kaavaa
z  x4iy  zu+yv+i(—zv+yu)

w utw u? + v?

Niitd kompleksilukuja, joiden imaginaariosa on 0, voidaan pitda reaalilukuina.

Kompleksiluvun z = x4y liittoluku eli kompleksikonjugaatti on kompleksiluku z = x + iy = z—1iy.

5*. Todista:

6*. Kirjoita kompleksiluvun z reaali- ja imaginaariosat z:n ja z:n avulla.

Kompleksiluvun z = = + iy itseisarvo |z| on luku

|z| = V22 + y2.

7*. Todista, etti kompleksiluvun itseisarvolle pétee |z|> = 2z, |zw| = |z||w]|, |2"| = |z|™ (kun n on
kokonaisluku) ja |z + w| < |z] + |w|.
Jos kompleksiluku z = z + iy samastetaan zy-tason pisteen P = (z, y) kanssa, voidaan kirjoittaa
x = |z| cos ¢, y = |z| sin ¢, missd ¢ on z-akselin ja suoran OP véilinen kulma. Siis
z = |z|(cos ¢ + isin ¢) = |z]e™?.
Tissé on kiytetty Fulerin' kaavaa
cos ¢ + isin ¢ = €'?.

Eulerin kaava perustuu sini-, kosini- ja eksponenttifunktioiden sarjakehitelmiin, eika sité sen vuoksi
todisteta tassd. Kaavaa voi kuitenkin vapaasti kayttaa kilpatehtavien ratkaisemisessa. — Kulmaa
¢ sanotaan z:n argumentiksi, ¢ = arg z.

8*. Todista, etta

o = |Z|‘w|ei(arg z+4arg w),

z _ 2l iGarg —argw)
- Y
w o |wl
2" = |z|"e™™8 % kun n on kokonaisluku.

Viimeinen kaava péatee kaikilla eksponenteilla n, ja mahdollistaa siten esim. juurien ottamisen
kompleksiluvuista.

L Leonhard Euler (1707-83), sveitsildinen matemaatikko.



3 Polynomit ja yhtalot
Olkoot ag, ay, ..., a, kiinteitd lukuja ja a, # 0. Muuttujan x funktio p,
p(z) =ap+arx+ -+ ax”,

on (yhden muuttujan) polynomi ja n sen aste; merkitddn n = degp. Luvut a; ovat polynomin
p kertotmet. Jos ne ovat kaikki kokonaislukuja, rationaalilukuja, reaalilukuja tai kompleksilu-
kuja, puhutaan vastaavasti kokonaiskertoimisesta, rationaalikertoimisesta, reaalikertoimisesta tai
kompleksikertoimisesta polynomista. Kutsutaan myos funktiota, joka saa kaikkialla vakioarvon 0,
polynomiksi, nollapolynomiksi. Nollapolynomin aste on maarittelematon. Jos polynomin p aste
on n, p:ta kutsutaan n:nnen asteen polynomiksi.

9*. Todista, ettd deg(p + ¢q) < max{degp, degq}, deg(pq) = degp+ degq. Voiko olla deg(p+ q) <
max{degp, degq}?

10*. Todista, ettd jos p(z) on polynomi, jonka kertoimet ovat reaalilukuja, niin p(z) = p(Z).

Kahden muuttujan n:nnen asteen polynomi on vastaavasti funktio

p(x, y) = ap + a107 + ap1y + axz* + a117Y + ag2y*+
+o Aot + ap112" Y + -+ aony”,

missé ainakin jokin kertoimista a,_j 7 0. Useamman kuin kahden muuttujan polynomit ja niiden
aste madaritelldan analogisesti. Kilpatehtavissd saattaa esiintyd useamman kuin yhden muuttujan
polynomeja, mutta yleensa niin, ettd ratkaisussa olennaisesti tarvitaan vain yhden muuttujan
polynomin ominaisuuksia.

Jos p(r) = 0, niin r on p:n nollakohta tai juuri.
Kahden muuttujan polynomi p(z, y) voi olla = 0 &érettdmén monessa pisteessi (z, y). Téllais-

ten pisteiden sanotaan muodostavan algebrallisen kdyrdn. Puhutaan myds yhtalon p(x, y) = 0
kuvaajasta.

Toisen asteen reaalikertoimisella polynomilla p(z) = ax? + bx + ¢, a # 0, on tasan kaksi reaalista
nollakohtaa, jos sen diskriminantti A = b?> — 4ac on positiivinen. Jos A = 0, p:lld on tasan yksi
reaalinen nollakohta. Jos A < 0, p:ll4 ei ole reaalisia nollakohtia, mutta kyllakin kaksi kompleksista
nollakohtaa. Nollakohtien lausekkeet ovat

1
7’1’2 = %(—b + \/Z)

11*. Johda toisen asteen yhtilén ratkaisut tdydentimilld lauseke ax? + bx ensimméisen asteen
polynomin toiseksi potenssiksi eli nelioksi.

(Tama nelioksi taydentdminen on usein kédytetty keino lausekkeiden muokkauksessa, kannattaa
pitdd mielessil)

. . .. . c
Suora lasku osoittaa heti, ettd vy + 1o = —— ja rirg = —.
a a

Monien polynomien ominaisuuksien perustana on jakoyhtdlé. Jos u ja v ovat polynomeja ja degu >
1, niin on olemassa polynomit ¢ ja r, degr < degu, siten, etta

v(z) = q(z)u(z) + r(z). (1)

12. Todista, ettd jakoyhtédlon polynomit q ja r ovat yksikasitteisia.



)

Oletetaan, ettd v(z) = q1(z)u(x)+ri(x) jav(z) = g2(x)u(x)+re(z), missé r1 jarq ovat polynomeja,
joiden aste on < degu. Silloin r1(x) — ro(x) = (g2(x) — ¢1(x))u(x). Numeron 9mukaan yhtalon
vasemmalla puolella on joko nollapolynomi tai polynomi, jonka aste on < degu. Yhtalon oikealla
puolella on joko nollapolynomi tai polynomi, jonka aste on > degu. Ainoa mahdollisuus on, etta
yhtélon molemmat puolet ovat nollapolynomeja, ja siis ¢ = g2 ja r1 = ra.

Polynomit q, osamddrd, ja r, jakojadnnds, voidaan maarittaa jakolaskualgoritmilla jakokulmassa.
Jos r = 0, niin v on jaollinen w:lla. Jos u ja v ovat rationaali- tai reaalikertoimisia, niin ¢ ja r ovat
samaa lajia.

Jakoyhtalon seurauksia ovat seuraavassa kolmessa tehtavassa todistettavat polynomien ominaisuu-
det. Niita kaytetdan usein kilpailutehtavissa.

13*. a) Todista ettd jos a on w:n juuri, niin u on jaollinen (x — a):lla. b) Todista, ettd n:nnen
asteen polynomilla on enintidn n eri juurta. c) Todista, ettd jos kaksi enintddn n:nnen asteen
polynomia saavat samat arvot (n—+ 1):ssd eri pisteessd, polynomit ovat samat. d) Jos polynomeille
u ja v patee u(x) = v(z) kaikilla reaalilvvuilla, niin u:n ja v:n kertoimet ovat samat.

Edellisen tehtavan a-kohdan tulos on monen kilpailutehtavan ratkaisun ydin.

14*. Todista, ettid polynomi x> — 3bcx + b3 + ¢3 on jaollinen polynomilla x + b + c. Johda tésti
identiteetti a® + b® + ¢ — 3abc = (a + b+ ¢)(a® + b? + ¢ — bc — ca — ab).

Jos
p(z) = (z — a)"q(z)

ja q(a) # 0, niin @ on pn m-kertainen juuri eli an kertaluku (p:n juurena) on m. Polynomin
juurien kertalukujen summa on enintdén polynomin aste.

Seuraavan tehtdvan sisdltoon (joka ei ole aivan itsestdén selvél) nojaudutaan aika monessa kilpai-
lutehtavassd. Ominaisuutta voi hyodyntéa ratkaisuissa perustelematta sita erikseen.

15*. Todista: jos u ja v ovat kokonaislukukertoimisia ja u:n korkeinta astetta olevan termin kerroin
on 1, niin myos q ja r ovat kokonaislukukertoimisia.

Polynomien teorian yksi kulmakivi on algebran peruslause. Se on olennaisesti kompleksilukuja kos-
keva tulos. Algebran peruslauseen todistus ei onnistu ilman muutamia sellaisia apukeinoja, jotka
kuuluvat yleensa koulutietojen ulkopuolelle jaaviin matemaattisen analyysin osiin, ja se joudutaan
sivuuttamaan tassa. Lauseen sisalto oletetaan kuitenkin kilpailumatematiikassa tunnetuksi.

Algebran peruslause. Jokaisella kompleksilukukertoimisella polynomilla p, jonka aste on > 1,
on ainakin yksi kompleksinen nollakohta.

Jos reaalikertoimisella polynomilla p on kompleksinen juuri z, on myoés 0 = p(z) = p(zZ). Reaali-
kertoimisen polynomin kompleksijuuren ohella sen liittoluku on myd6s juuri. Koska

(x — 2)(z — Z) = 2* — 22Rez + |2|?,

nahdaan, etta reaalikertoiminen polynomi voidaan aina esittda ensimmaista tai toista astetta ole-
vien jaottomien polynomien tulona.

Eulerin kaavan perusteella ndhdaan helposti, etta yhtélon 2™ = 1, n > 1 kokonaisluku, juuret eli
n:nnet yksikkojuuret ovat luvut 1, e?27/n eidn/n - gi2(n—1)m/n



16*. Ratkaise yhtalot 23 =1 ja 23 = —8.

Monet polynomeja kasittelevat kilpailutehtavat perustuvat siihen, ettd polynomin kertoimet voi-
daan lausua polynomin nollakohtien lausekkeina. Lausekkeita kutsutaan Vietan' kaavoiksi. Ai-
kaisemmin on todettu, etts jos 71 ja ry ovat polynomin 2 4 ax + b nollakohdat, niin r; +r, = —a
ja riro = b. Yleisemminkin pétee, etta jos rq, 2, ..., 7, ovat polynomin

p(z) =2" + ap_12" + -+ arx +ag

juuret (useampikertaiset juuret lueteltuna kertalukunsa osoittaman médran kertoja) ja jos S;
on summa, jonka yhteenlaskettavina ovat kaikki mahdolliset tulot, joiden tekijoind ovat jot-
kin i kappaletta luvuista 71, ..., 7, niin S1 = —an_1, S2 = an_2, ..., S5 = (=1)'a,_;,
Sp = (=1)"ag. (S;:t ovat n:n muuttujan symmetrisia polynomeja. S1 = r1 + 19 + -+ + 1,
Sy =riry + 1Tyt + Ty Hr2r3 0+ P17, S3 = T1raT3 + T1raTy + 0 + Tp_2Tp 1Ty jne.,
Sp=rire--Tp.)

17*. Todista Vietan kaavat tapauksessa n = 3.

* Xx *

Muutama polynomi- ja yhtaloaiheinen kilpailutehtava.

18*. Milld b:n arvoilla yhtaloilld 198822 + bx + 8891 = 0 ja 889122 4 bx + 1988 = 0 on yhteinen
juuri? (Kanadan matematiikkaolympialaiset vuonna 1988.)

On aika tavallista, etté kilpailutehtdvien laatijat yrittavat sovittaa kilpailun vuosiluvun, jarjestys-
numeron tms. tehtaviin. Usein, mutta ei aina, tallaiset luvut ovat itse tehtavan ratkaisun kannata
epéolennaisia.

19*. Ratkaise yhtaloryhma

a;2+y2:6z
y? + 2% =6z
22+x2:6y.

(Leningradin matematiikkaolympialaiset vuonna 1990)

20*. Polynomille p(z) = x% + az® + bax* + cz® + da? + ex + f pétee p(1) =1, p(2) = 2, p(3) = 3,
p(4) =4, p(5) =5 ja p(6) = 6. Maaritd p(7). (Norjan Niels Henrik Abel -kilpailu vuonna 1996)

21*. Olkoot x1 ja xo yhtélon z* — (a+ d)x + ad — bec = 0 juuret. Osoita, ettd x3 ja x3 ovat yhtéilon
y? — (a® + d® + 3abe + 3bed)y + (ad — be)® = 0 juuret. (Unkarin Eétvos-kilpailu vuonna 1899.)

22*. Todista, etti jos a ja b ovat polynomin x* + x> — 1 kaksi nollakohtaa, niin ab on polynomin
2% + 2% + 2% — 22 — 1 nollakohta. (Yhdysvaltain matematiikkaolympialaiset vuonna 1977.)

L Prancois Viéte, latinalaisessa muodossa Vieta (1540-1603), ranskalainen matemaatikko.



4 Epayhtalot

Erittain suositun kilpailutehtavien osa-alueen muodostavat epdayhtdalot. Epayhtéilotehtéva voi olla
epéayhtélon ratkaiseminen, ts. jonkin epayhtalon toteuttavien muuttujanarvojen selvittdminen,
mutta tavallisemmin tehtdvand on todistaa oikeaksi jokin kaikilla tiettyyn lukujoukkoon (kuten
positiivisten reaalilukjen joukkoon) kuuluville luvuille oleva epéyhtélo. Epayhtalotehtéva saattaa
olla myo6s adriarvotehtéva: jonkin, yleensd useamman kuin yhden muttujan funktion dériarvo on
etsittava. Kilpailutehtavissa kartetaan sellaisia adariarvotehtavié, jotka on helposti ratkaistavissa
matemaattisen analyysin menetelmin.

Kilpailijan on melkein valttamatta oltava perilla muutamista perusepayhtaldistd. Useimmat naista
eivat kuulu normaaliin koulumatematiikkaan. Monen epayhtdlon takana on kuitenkin lopulta
yksintertainen havainto: 22 > 0 kaikilla reaaliluvuilla z. Siitd seuraa mm. sarja kahden luvun
erilaisten keskiarvojen valisia epayhtaloitd. Namé puolestaan ovat monen kilpatehtédvan pohjana.

1
23. Todista, etta x + — > 2 kaikilla x > 0.
T

2

1 1

Koska 0 < <\/_ - 7) =1z — 2+ —, véite on tosi.
x x

i vain, kun z = y.

24. Todista, ettéd jos x, y > 0, niin /Ty < — ja /Ty =

Koska 0 < (vz — \/Q)Q = £ —2,/Zy+y, epayhtilo on tosi. Yhtésuuruus pitee vain, kun /z—./y =
Oeli kun z =y.

i x:n jay:n aritmeettinen keskiarvo, edellisen

x
Koska \/zy on x:n ja y:n geometrinen keskiarvo ja

tehtavan sisaltoa kutsutaan aritmeettis—geometriseksi epayhtaloksi. Samanlainen tulos on voimassa
silloinkin, kun keskiarvo on useamman kuin kahden luvun keskiarvo. Todistus on mutkikkaampi,
ja sithen palataan myohemmin.

25*. Todista, etté jos x, y > 0, niin

Edellisen epayhtédlon vasen puoli on x:n ja y:n harmoninen keskiarvo; tehtdvan epayhtald on
harmonis—geometrinen epayhtdlo.

2 2
26. Todista, ettd kaikilla reaaliluvuilla x, y patee z ;— Y < W .

Jos viite péatee positiivisilla luvuilla z < y, se patee kaikilla z, y (miksi?). Oletetaan, ettd x, y > 0.
Koska (z — y)? > 0, 22 + 3% > 22y ja 2(2® + y?) > 22 + 22y + y? = (v + y)?. Kun viimeinen
epayhtalo jaetaan puolittain 4:114 ja otetaan neliGjuuret molemmista puolista, saadaan vaite.

Edellisen tehtavan tulos on aritmeettis—nelidllinen epdyhtdlo.

Esitetdan vielda todistus aritmeettis-geometriselle epayhtélolle yleisessa tapauksessa. Ehka lyhim-
min se kdy, kun ensin todistetaan seuraava aputulos.



27. Jos a ja b ovat positiivisia lukuja, niin
(n—1)a" "' +b" > na" b

yhtasuuruus péatee vain, kun a = b.

Todistetaan tama induktiolla. Viite on tosi, kun n = 1. Oletetaan, ettd se on tosi, kun n = k.
Induktioaskelta varten oletetaan, ettii (k —1)a* > kak¥~1b—b* eli (k—1)a**! > ka*b— ab®. Mutta
nyt

kaP Tt 4 oF T > aF T 4 kaFh — ab® £ 0F T = (B + 1)a"b + o+ 0F T — bk — aFb
= (k+ Da*b+ (a — b)(a® — %) > (k + 1)a”b.

Viimeinen ep#yhtild johtuu siité, ettd a—b ja a* —b* ovat samanmerkkisié. Induktioaskel on otettu,

joten viite on todistettu. Koska (a — b)(a* — b*) = 0 vain, kun a = b, myds yhtisuuruusehto tulee

perustelluksi.

Todistetaan nyt induktiolla aritmeettis-geometrinen epdyhtdlo yleisessé muodossa.  Olkoon
1, To, ... jono positiivisia lukuja. Olkoon

1 .
Anzﬁ(:v1+x2+m+xn) ja Gn = {/x100 Ty

28. G, < A, kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n, ja G, = A,, jos ja vain jos t1 = xg = -+ =
Ty

Tiedamme, ettd vaite patee, kun n = 1 ja n = 2. Tehddan induktio-oletus G,,_1 < A, _1.
Aritmeettisen keskiarvon laskukaavan perusteellanA,, = x14+xo+ - +xp_14+x, = (n—1)Ap_1+2p,.
Induktio-oletus voidaan kirjoittaa muotoon

nA,=mn-1)A,1+z2,>n-1)Gp_1+z,=(n—-1) (Gi/ﬁ)n + (a;}/”)n :
Mutta nyt voidaan soveltaa aputulosta asettamalla a,, = Gi/f 1jab, = xi/ ". Edellisen epéyhtilon
oikean puolen lauseke on aputuloksen nojalla > nGZj/"a:}/" =n(z1z9 - xn,lajn)l/" = nG,,. Siis
nA, > nG, ja G, < A,. — Yhtasuuruusehtoa koskeva vaite voidaan todistaa myos induktiolla.
Kilpatehtavissa kaytetdan hyodyksi myos muita yleisia epayhtalomalleja. Geometrian mallin mu-
kaan epayhtaloa
[z 4yl < ||+ yl,

missa x ja y ovat reaalilukuja, sanotaan kolmioepayhtdloksi. Kolmioepayhtélo on helppo todistaa
kaymalla 1api z:n ja y:n eri merkkivaihtoehdot. Induktiolla voidaan sitten helposti todistaa oikeaksi
yleinen kolmioepayhtalo

|21 4+ w2+ - x| < @]+ 22| - [z

Yksi epéyhtilétyyppi, johon usein vedotaan, on Cauchyn', Schwarzin? eli Cauchyn—Schwarzin
epdyhtalé. Se ilmoittaa kahdesta yhtéd pitkasta reaalilukujonosta x1, xa, ..., Tn ja Y1, Y2, -+, Yn
muodostetun tulon suuruuden ylirajan:

L Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), ranskalainen matemaatikko.
2 Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), saksalainen matemaatikko.



Epéayhtalon helpoin todistus syntyy yllidttaen toisen asteen polynomin ominaisuuksista. Kaikilla
reaaliluvuilla ¢ pitee nimittiin (zt — yx)? > 0, joten

n

n n n n
0<> (ant—yn)® =D (apt? = 2mpyut +y7) =D 27 — 26> apye + Y U
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

Mutta toisen asteen polynomilla on enintadn yksi nollakohta vain, jos sen diskriminantti on < 0.
Kun tama ehto kirjoitetaan auki ylla olevalle toisen asteen polynomille, saadaan heti todistettava
epéayhtélo. Lisabonuksena tulee yhtésuuruusehto: polynomi saa arvon 0 jollain ¢:n arvolla jos ja

vain jos jokainen termi xxt — yi = 0 eli jokainen suhde LLIP vakio.
Tk

Epayhtalotehtavissd malliepayhtéaloiden soveltamiseen liittyy usein se lisdvaikeus, ettéd niissa esiin-
tyvar lukujonot eiviat nay suoraan tehtdvanannossa, vaan ne on ”keksittava”.

29. Osoita, ettéd positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢ pétee

(Pohjoismainen matematiikkakilpailu vuonna 1987.)

Ratkaisussa kaytetaan hyviaksi seké aritmeettis—geometrista epayhtaloa ettd Cauchyn epayhtaloa.

Edellisen mukaan
sla2b2 ez a? b2 2
3= peaspTate

eli
a? b2 2
VBt S+ (1)
Jalkimmaista epayhtdlod varten tarkastellaan jonoja (x1, o, z3) = (1,1, 1) ja (y1, y2, y3) =
b
(2, -, E). Cauchyn epéyhtédlon mukaan
b’ c a
2 2
a b c a b c a? b 2
—+-4+-) =(1-=4+1--4+1-—) <P®+1’°+1)(=+=+—=).
<b+c+a> ( p T a) s (P41 )<b2+c2+a2>
Siis
a b ¢ a? b2 2
E+E+5§‘/§ mtzta (2)

Kun (1) ja (2) yhdistetdén, saadaan véite. — Tehtédvéssa ei kysytty, milloin epayhtdlé muuttuu
yvhtaloksi, mutta edelld mainittuja yhtasuuruuskriteereja soveltaen nahdaan helposti, etta yhta-
suuruus vallitsee vain, jos a = b = c.

Eras yksinkertainen ja kilpailutehtavissa toisinaan vastaan tuleva epayhtalotyyppi on suuruus-
jarjestysepdyhtdlo. Samoin kuin Cauchyn—Schwarzin epayhtédlossé, nytkin on kyse kahden jonon
termien parittaisista summista.
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30. Olkoon a1 < as < ... < a, jab <by <...<b, rreaalilukuja. Jos ¢y, ca, ..., ¢, on jokin
lukujen by, bo, ..., b, permutaatio, niin

a1by, + agby_1 + -+ apby < ajcr +agcy + -0+ apcy < arby +agby + -0+ anby.

Viitteen todistamiseksi tarkastellaan keskimmaéisen summan kahta yhteenlaskettavaa apcp ja
AmCm, k < m. Nyt agcr + amem — (agcm + amer) = (ax — am)(ck — ). Koska ap < amn,
niin erotus on ei-negatiivinen, jos ¢x < ¢, ja ei-positiivinen, jos cp > c¢,,. Keskimmaista tu-
loa voidaan suurentaa vaihtamalla kahden ”vaaréssa jarjestyksessd” olevan c-termin paikkaa ja
pienentaa vaihtamalla kahden ” oikeassa jarjestyksessd” olevan c-termin paikkaa. Suurentamisia ja
pienentamisid voidaan tehda, kunnes paadytaan epayhtalon oikean tai vasemman puolen mukaisiin
jarjestyksiin.

31. Olkoon {a;}, k=1, 2, ..., jono keskendén eri suuria positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd
kaikilla n pétee

(Kansainviliset matematiikkaolympialaiset vuonna 1978.)

Jos by, bo, ..., b, ovat luvut aq, as, ..., a, suuruusjarjestyksessa pienimmasta suurimpaan, niin
k < by kaikilla k. Kun kaytetdan suuruusjarjestysepayhtalod, saadaan heti

k=1 k= k=1

n

wl»—l

T-:|§
w|w
M:

—

>
I

MR

Kilpailumatematiikan koneistoon saattavat kuulua vield mm. Tsebysevin® ja Jensenin? epiyhtilot.
Vaikka néihin aika harvoin joudutaan vetoamaan, todistetaan molemma.

Tsebysevin epayhtéalossa on kysymys kahdesta samoin jarjestetysta lukujonosta:
32. Olkoona; <as <...<ap jab <by <...<b,. Sioin

a1+a2+-~~+anb1+bg+-~+bn a1b1+a2b2+"'+anbn
n n n '

Tsebysevin epayhtalo seuraa suuruusjarjestysepayhtélosta. Sen mukaan voidaan seuraavat yhtalo
ja n — 1 epayhtéloa pitavat paikkansa:

arby + agby + -+ + apb, = a1by + agby + - + a, by,

arby 4+ agby + -+ + a,b, > ar1by + agbs + - + a, by,

aiby +agbs + -+ + anb, > a1bz + asby + -+ + a, b,

arby + agby + - -+ + anby, > aib, +azby + -+ a,by_1.

Epéayhtaloiden vasempien puolien summa on n(a1 b1 +as bg +---4apb,) ja oikeilta puolista kertyvit
kaikki tulon (a1 + ag + -+ + a,) (b1 + b2 + -+ + b,) n? eri termid. Kun summat jaetaan n*lla,
saadaan TSebysSevin epayhtalo.

L Pafnuti Lvovits Tsebysev (1821-84), venildinen matemaatikko.
2 Johan Ludwig Jensen (1859-1925), tanskalainen puhelininsindéri ja amatéorimatemaatikko.
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Jensenin epayhtélo liittyy mielivaltaisiin funktioihin, jotka ovat konvekseja.. Reealilukuvalilld [a, b]
madritelty funktio f on konveksi, jos kaikilla vilin [a, b] pisteilld x ja y, = < y, ja kaikilla p,
0 <p <1, patee
flpr+ (1 —=ply) <pf(z)+ 1 —p)f(y)

Geometrisesti konveksisuus merkitsee, ettd funktion f kuvaaja ei vililld [z, y| nouse pisteiden
(z, f(x)) ja (v, f(y)) kautta kulkevan suoran yldpuolelle. Voidaan osoittaa, ettd jos funktiolla f
on derivaatta f’, f on konveksi, jos ja vain jos f’ on kasvava; jos funktiolla on toinenkin derivaatta
1", f on konveksi, jos f” on kaikkialla ei-negatiivinen.

33. Jos f : [a, b] — R on konveksi, jos ay, as, ..., a, ovat ei-negatiivisia lukuja, joiden summa on
1 ja jos x1, z2, ..., x, ovat mielivaltaisia vélin [a, b] pisteitd, niin

f <Z le‘k) < Zakf(l‘k). (1)
k=1 k=1

Todistetaan Jensenin epayhtalo induktiolla. Kun n = 2, epayht&lo on sama kuin konveksin funktion
madritelmé. Tarvitaan vield induktioastel n:std n + l:een. Oletetaan siis, ettd (1) pétee ja ettéd
a1 +as+---+apy1 = 1. Voidaan olettaa, ettd a,41 > 0. Nyt

n+1 n
E AT = Qp4-1Tn+1 ‘I’ ]- - an+1 Z
k=1 k

—1 1- an+1

joten konveksisuuden méaritelméan perusteella

n+1 n
f (Z ak$k> <1 f(@Tng1) + (1= ang1)f (Z Ll'k) . (2)

1—a
k=1 k=1 n+l

Mutta oikean puolen summalle patee induktio-oletuksen mukaan

d (kzl 1—an+1xk> = Z

(k) (3)

1- an+1

Kun (2) ja (3) yhdistetddn, saadaan Jensenin yhtdlo arvolla n 4 1 eli induktioaskel otetuksi ja
todistus valmiiksi.

Funktion f valinnassa on monia mahdollisuuksia, ja niinpa Jensenin epayhtal6on voidaan palauttaa
moni muu erisuuruusrelaatio.

34*. Todista Jensenin epdyhtédlén avulla aritmeettis—geometrinen epayhtalo. Voit valita f(x) = e”.

Jensenin epayhtalon avulla voidaan todistaa myos vaikeammissa kilpailutehtévissd joskus tarvit-
tava potenssikeskiarvoepayhtdlo.

35*. Todista, ettd jos0 < s < t, pg, i, k =1, 2, ..., n ovat positiivisia lukuja ja p1+po+- - -+pn, =
1, niin
n 1/s n 1/t
(ZPMZ) < <Zpk$2> :
k=1 k=1
x %k

Muutama epéayhtéloaiheinen kilpailutehtéavé.:
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36*. Olkoot a, b, ¢, d positiivisia reaalilukuja. Osoita, etta

1+1+4+16> 64
a b ¢ d " a+b+tc+d

(Leningradin matematiikkaolympialaiset vuonna 1988.)

37*. Olkoon ¢ > 0 ja a > ¢, b > c. Todista, etta
Vab > v/e(a—c¢) + /e(b—¢).

(Slovenian matematiikkaolympialaiset vuonna 1983.)

38*. a) Maddriti lausekkeen x%y — y?z suurin arvo, kun 0 < x < 1 ja 0 < y < 1. b) Médriti
lausekkeen 22y + y?z + 2%z — 222 — y?x — 2%y suurin arvo, kun 0 < < 1,0<y<1ja0 < z < 1.
(Ison-Britannian matematiiikkaolympialaiset vuonna 1995.)

39*. Olkoot x;, y; (i =1, 2, ..., n) reaalilukuja, joille patee x1 > x9 > ... > Ty jays > Ys > ... >
Yn. lodista, ettd jos z1, 2o, ..., z, on lukujen y1, yo, ..., y, mielivaltainen permutaatio, niin
n n
Z(«Ti —yi)? < Z(ﬂﬁz —z)%
i=1 i=1

(Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset vuonna 1975.)

40*. Positiivisille reaaliluvuille a, b, ¢ patee abc > 1. Todista, etta
ab +bc+ ca < a® + b + 2.

(Ukrainan matematiikkaolympialaiset vuonna 2004.)

5 Funktionaaliyhtalot

Kun tehtévana on ratkaista tavallinen yht&lo (tai yhtaloryhmé), niin etsittdvéana on luku tai joukko
lukuja, jotka yhtéalon tuntemattoman tai tuntemattomien paikalle sijoitettuna tekevat yhtélosta
identtisen eli toteuttavat yhtalon. Funktionaaliyhtdldtehtdavissd tuntematon on funktio. Siita ker-
rotaan joitain asioita, yleensd myos jokin yhtélo, jossa funktio on mukana, ja néiden tietojen pe-
rusteella on paateltava, mista funktiosta on kyse. Usein funktion maérittelyjoukolla on merkitysta.
— Funktiota méaarittava ehto voi toki olla myos epayhtalo.

Funktionaaliyhtdlotehtédvan (niin kuin tavallisenkin yhtélotehtédvan) ratkaisu etenee yleensé niin,
ettéd tehtdvéssad annetuista tiedoista johdetaan ratkaisufunktiolle sitd rajaavia ehtoja, kunnes rat-
kaisukandidaattien ma&ra on riittavén pieni. On kuitenkin edelleen mahdollista, etta saadut ratkai-
sukandidaatit eivat sittenkédan toteuta kaikkia tehtavan ehtoja. Funktionaalitehtévan taydellisessa
ratkaisussa on lopuksi selvitettava, toteuttavatko saadut ratkaisut todella tehtavan ehdot.

Funktionaaliyhtalotehtaville ei voi esittda mitaan kaikkiin tapauksiin kelpaavaa ratkaisualgoritmia.
Lahes aina kannattaa kokeilla, mitd tapahtuu, kun yhtéloon sijoitetaan "helppoja” argumentin
arvoja, kuten 0 tai 1, miten kay, kun x:n paikalle sijoittaa —x:n, tai jos argumentteja on useita,
mita tapahtuu, jos antaa molemmille saman arvon. Toisinaan on hyddyksi pyrkia osoittamaan,
etta funktio on ns. injektio eli etta se saa eri argumenttien arvoilla aina eri arvon.

Funktionaaliyhtéloiden klassikko on Cauchyn funktionaaliyhtdlo. Sen ratkaisu on helppo, kun
funktion maarittelyjoukoksi rajataan rationaalilukujen joukko.
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41. Madrita funktiot f : Q — Q, joille pétee

flz+y) = f(z)+ fly) (1)

kaikilla x, y € R.

Cauchyn yhtéalon ratkaisuvaiheet ovat useille funktionaaliyhtélotehtéaville tyypillisia. Funktion omi-
naisuuksia rajataan ehtoa (1) ja erityisid x:n ja y:n valintoja kdyttdméalla. Ensin sijoitetaan yhta-
166n x = y = 0, jolloin se saa muodon f(0) = 2f(0). Tama merkitsee, ettd f(0) = 0. Sitten sijoite-
taan y = —z, jolloin ndhdaan, ettd 0 = f(0) = f(z—=z) = f(z)+f(—=z). Siis f(—z) = —f(x) kaikilla
x. Induktiolla ndhdéén helposti, ettd f(nz) = nf(z) kaikilla positiivisilla n, ja jos n on negatii-
vinen kokonaisluku, niin my6skin f(nz) = f((—n)(—z)) = (—n)f(—z) = (—n)(—f(x)) = nf(x).

Olkoon f(1) = k. Silloin havaitaan, ettd k = f(1) = f [ n- l) =nf <l>, joten f <l> =k- l
n n n

n

N

S|

1 1
Edelleen f(ﬂ) —f <m. —> — mf (-) —m-k-= = k- Néin on saatu mahdollisiksi
n n n n

ratkaisufunktioiksi vain funktiot f(z) = kxz, missd k on mielivaltainen rationaaliluku. Toisaalta
jokainen téllainen funktio f varmasti toteuttaa yhtalon (1), joten tehtévé on ratkaistu.

Jos Cauchyn yhtéalossa funktion arvo- ja méaédrittelyjoukkona on reaalilukujen joukko R, ratkai-
sufunktioiden joukkoon tulee mukaan suuri ma&ra varsin eksoottisia funktioita. Monet lisdrajoi-
tukset, kuten ettd f on monotoninen, ainakin (:ssa jatkuva tai ainakin jollakin vélilla rajoitettu,
jattavat jéaljelle vain ratkaisun f(z) = kx.

Funktionaaliyhtalotehtavassa etsittdvan funktion arvo saattaa esiintyd myos funktion argument-
tina.

42. Etsi kaikki funktiot f : R — R, joille

f@)+ fy) = f(f(@)f(y))

kaikilla x, y € R. (Baltian Tie -joukkuematematiikkakilpailu vuonna 1999.)

Valitaan jokin luku a. Olkoon b = f(a). Kun tehtévén yht&loon sijoitetaan x = y = a, saadaan
2b = f(b?). Kun yhtiloon sijoitetaan o = y = b2, saadaan 4b = f(4b?). Sijoitetaan nyt yhtiloon
r = ajay = 4b%. Saadaan 5b = f(b-4b) = f(4b?). Mutta nyt onkin 4b = 5b eli b = 0.
Koska a valittiin mielivaltaisesti, ainoa mahdollinen ratkaisu on f(x) = 0 kaikilla z. — Selvéstikin
nollafunktio toteuttaa tehtévan ehdon.

* X *

Seuraavien funktionaaliyhtélotehtévien ratkaisuissa tulevat vastaan muutamat ratkaisutekniikat.
Yksi néistd on funktion mahdollisen injektiivisyyden hyodyntaminen. Funktio on f injektio, jos se
saa kunkin arvonsa vain yhdelld argumentin arvolla, ts. jos ehdosta f(x) = f(y) aina seuraa x = y.
Alla oleva Kansainvilisten matematiikkaolympialaisten tehtéva on téllaisesta esimerkKki.

43*. Madaritd kaikki funktiot f : R — R, joille pétee

fla—fy)=1-z—-y

kaikilla x, y € R. (Slovenian matematiikkaolympialaiset vuonna 2000.)
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44*. Osoita, ettd on olemassa tasan yksi joukossa R\ {0} maééritelty funktio f, joka toteuttaa
ehdot

() f(2) = af (i) Kaikilla @ # 0

(ii)) f(x)+ f(y) = 1+ f(z+y) kaikilla nollasta eroavien reaalilukujen pareilla (x, y), missd x # —y.
(Australian matematiikkaolympialaiset vuonna 1991.)

45*. Mddrita kaikki funktiot f : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1], joille pdtee f(x, 1) = =, f(1,y) = vy,

ff(z,y), 2) = flz, fy, 2)) ja f(zx, zy) = 2" f(x, y) kaikilla x, y, z € [0, 1]. k on positiivinen
vakio, joka ei riipu luvuista z, y ja z. (Kiinan matematiikkaolympialaiset vuonna 1990.)

46*. Olkoon QT positiivisten rationaalilukujen joukko. M&arita funktio f : QT — QT siten, etta

_ I
flzf(y)) = ”

kaikilla x, y € QT. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset vuonna 1990.)

6 Ratkaisuja

1. Ensimmaiset kaksi identiteettid todistuvat tietysti suoralla laskulla. Kolmas on sama kuin
ensimmaiinen, kun n = 2. Induktio-oletuksena voidaan pitad yhtdlod a™ — o™ = (a — b)(a™ "1 +
a2b+- - +ab" 2 +b""1). Silloin a" Tt — "t = a" Tt —a"b+a"b— 0" = a"(a—b)+b(a"—b") =
(a=0b)(a™+bla™ ' +a" 20+ +ab" 2+ " 1)) = (a—b)(a" +a" b+ +ab" ! +b"), joten
induktioaskel voidaan ottaa ja identiteetti patee kaikilla n > 2. Neljas identiteetti on tosi, kun
n = 0. Jos se on tosi parametrin arvolla n, niin @2+ 4 p2(rtD+1 — G2(n+D+1 _ g2nt1p2 4
a?ntip? o+ pn+)+1 a2”+1(a2 _ b2) + b2(a2n+1 4 b2n+1) — (a + b)(a2"+1(a _ b) + b2(a2

a® o4 —ab? 4+ 02) = (a+b)(a® 2 — a®" T+ 0 — - — ab®" T + 527, eli identiteetti
parametrin arvolla n + 1 Viidennen identiteetin yksinkertaisin todistus perustunee kolmannen
niin: a®+b%+¢3 —3abe = (a—l—b—l—c)(a +b2+c —bc—ca—ab) = (a—i—b)(a2—ab+b2)—|—c(02—3ab) =
(a+b+c)(a®—ab+b?) —c(a® —ab+b* — c? +3ab) = (a+b+c)(a® —ab+b?) — c((a+b)* — %) =
(a+b+c)a®> —ab+b?) —c((a+b+c)a+b—rc)) = (a+ b+ c)(a® — ab+ b* — ac — ba + ¢?).
Viimeisen identiteetin todistus on lasku sekin: (a? + b2)(c? + d?) = a®c? + a?d? + v?*c? + b?°d? =
(a®c? — 2acbd + b*d?) + (a?d? + 2adbe + b*c?) = (ac — bd)? + (ad + be)?.

3. Kaava on selvésti tosi, kun n = 1. Jos se on tosi eksponentin arvolla n, niin
" /n " /n
n+l _ kin—k kin—k
(a+ D) —az<k>ab —i—bZ(k)ab
k=0 k=0
R N A W A S
—Z<k>a b +Z<k>ab .
k=0 k=0

Muutetaan ensimmaisessd summassa summausindeksiksi m = k£ + 1. Silloin & on vaihdettava
m — 1:ksi ja saadaan

n+1 n
CL + b n+1l _ Z ( > mbn+1—m + Z (Z) akbn—&-l—k‘
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Kun palautetaan summausindeksin nimeksi ensimmaisessé summassa k ja yhdistetdan molemmista
summista samanlaiset termit, saadaan

pyntl — pn+l n n kyntl—k | n+l
(a+b) +kz::1 o)) ) e +a

1
Tehtavan 2 perusteella summassa oleva sulkulauseke on <n;|€— ) Néin ollen todellakin

n+1 n+1 - n+1 kin+1—k n+1 - n+1 kin+1—k
(a+b)" ="+ Z L) b +a" = Z p e b ,
k=1 k=0
ja todistuksen viimeisteleva induktioaskel on otettu.

4. Identiteetit voidaan perustella monin tavoin. Téssa esitetdan jokaiselle induktiotodistus. Kaikki
identiteetit ovat selvisti tosia pienimmalld mahdollisella n:n arvolla, joten todetaan vain induk-
tioaskelen ottamisen mahdollisuus. Oletetaan siis itse kukin todistettavista identiteeteistéd todeksi
parametrin arvolla n ja osoitetaan, etta silloin se on tosi my6s arvolla n + 1. Ensimmaéinen:

n+1

ka—ZH (n+1) (n2+1)+n+1:n2+?2m+2:(n+1)2(n+2)_
Toinen:
n+1
_ 2 _n(n+1)(2n+1) 5 n(2n+1)
kZZI—k = ; +(n+1) —(n+1)<T—I—(n—I—1)>
- ) 202+ +6  (n+1)(n+2)2n+3) (+1)((n+1)+1)(2n+1)+1)
=(n+1) : = G = G .
Kolmas:
n+1 2 5 n 2n 9
Zk3 Ll)+(n+1)3:(n+1)2<nz+n+l>:(n+1)2<g+1> _ | +1)4( 27
Neljas:
n+1
S k1) = MEDOED g = e nr2) (B4 1) = CHDEEDEED)
Viides:
n+1
S k(k+ D)k +2) = 20 F 1)(”4 203 Lt D)+ 2)(n+3)
k=1
n (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
= (n+ Dn+2)(n+3) (5 +1) = g .
Kuudes:
e 1 1 L —(+2)+1 1
kzlk(k+1)_1_n+1+(n+1)(n+2)_1+m_1_n—+2'
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Seitsemas:
n+1
1)(2 b 1)(2 b 2 2 1)b
> (a+bk) = (ot )(2a+ ") fat (1= DY ”); at2n+l)
k=0
(n+2)(2a) + (n+1)(n+2)b  (n+2)(2a+b(n+1))
N 2 N 2 ‘
Kahdeksas:
ni:l p_ a(l—gt! ng1 0l =q" " 4"t —q ") a(l— g2
ag" = ——— 4 aq¢"" = = :
k=0 l—q 1—q 1—g¢q

5. Olkoon z = x + iy jaw = u+iv. Silloin z+w = z+iy+ut+iv = x+ut+i(ly+ov) =
z+y—i(y+v) = (z—iy)+(u—iv) = Z4+wW jazw = zu — yv + i(zv + wy) = zu + yv — i(xv + uy) =
zu+ (—y)(—v) + i(z(—v) + uw(—y)) = (z — iy)(u — iv) = Z - w. Viimeinen viite seuraa siitd, etta
raaliluvulle a péatee @ = a.

1 1
6. Rez = 5(2—1—2), Imz = 5(2 —2).

7. Jos z = x + iy, niin 2z = (z + iy)(z — iy) = 2% — (iy)? = 22 +y? = |z|%. Siis |z2w|® =
(zw)(zw) = 27 - ww = |z]*|w|?. Yhtilo |2"| = |z|" todistetaan positiivisen kokonaisluvun n
tapauksessa induktiolla nojautuen edelliseen tulon itseisarvoa koskevaan tulokseen; negatiivisiin
1 1 1
z-—| =z —‘
z

kokonaislukueksponentteihin padstaan heti, koska yhtéalosta |1| =

1
—| seuraa .
z 2|

Kolmioepiyhtilon todistamiseksi todetaan, etté [z +w|? = (z+w)(Z+W) = |2> +|w]* + 20+ 7w =
|22 4 |w|? +2Rezw. Nyt kompleksiluvun itseisarvo on méiritelminsi perusteella aina ainakin yhté
suuri kuin luvun reaaliosa. Siis 2Rezw < 2|2w| = 2|z||w| = 2|z||w|. Mutta tdmé merkitsee, ettd
|z + w|? <122 4 2]2]Jw| + |w|? = (|z] + |w]|)?, ja viite on todistettu.

8. Kaavat perustuvat siihen, ettd kompleksinen eksponenttifunktio kayttaytyy kertolaskussa sa-
moin kuin reaalinenkin: kahden eksponenttifunktion arvo saadaan eksponenttifunktiona, jonka
eksponetti on tulon tekijoidsen eksponenttien summa. T&mé& puolestaan perustuu trigonomet-
rian yhteenlaskukaavoihin: e’ - e™ = (cos ¢ + isin ¢)(costp + isin1)) = cos ¢ cos) — sin ¢ sin ) +
i(cos ¢sintp + sin ¢ cos ) = cos(¢ + 1) + sin(¢ 4 ) = e (PF¥),

9. Jos p(z) = apz™ + ap_12" 1 4+ -+, q(x) = bpa™ + byp_12™ L + .-+, ja jos n > m, niin
p(z) + q(z) = ana™ + -+ jos n = m, p(z) + q(x) = (an + by)2" + -, ja ap + by, voi olla
= 0. Talloin deg(p + q) < max(deg(p), deg(q)). p(x)q(x) = apbmx™™™ + -+ ja a,by, # 0, siis
deg(pq) = deg(p) + deg(q).

10. Vaite on valiton seuraus numeron 5 kolmannesta osasta.

11. Nelioksi tiydentimisessi matkitaan binomin nelidti (z + k)? = 22 + 2kx + k2. Siis 22 + 2kz =

b
(x + k)? — k2. Yhtilon az? + bz + ¢ = 0 ratkaisut ovat samat kuin yhtilon 22 + -z + —)
a a

b
Kun tassd merkitdan 2k = — ja kaytetdan edelld johdettua relaatiota, saadaan ratkaistavaksi
a

2 2
yhtaloksi (x + 2—) ~ 12 + ¢ = 0. Kun vasemman puolen kaksi viimeista termié siirretaan
a a

yhtélon oikealle puolelle ja otetaan yhtalon molemmista puolista neligjuuri, saadaan toisen asteen
yhtélon ratkaisukaava.



17

13. a) Jakoyhtélon perusteella u(x) = (z — a)q(z) + r(x), ja polynomin r aste on alempi kuin
polynomin x — a. Siis r(x) on nollatta astetta eli vakio. Mutta r(a) = u(a) — (a — a)g(a) = 0.
Siis u(x) = (z — a)g(z). b) Jos u(a) = 0 ja u(b) = 0, a # b, niin u(z) = (z — a)q(z) ja
0 = ulb) = (b— a)g(b). Siis q(b) = 0, joten q(z) = (z — L) (2) ja u(@) = (x — a)(z — )y ().
Jatkamalla tata nahdaén, ettd jos w:lla on eri nollakohdat x1, x3, ..., £k, niin » on jaolinen k-
asteisella polynomilla (x — x1)(x — x2) - -+ (x — xy). Jos k > n, u olisi jaollinen polynomilla, jonka
aste olisi korkeampi kuin ¢:n. Numeron 9 mukaan tdmaé ei ole mahdollista. ¢) Elleivit polynomit
olisi samat, niiden erotus olisi enintddn n:nnen asteen polynomi, mutta se tulisi saamaan arvon
0 aina, kun polynomien arvot ovat samat. Edellisen kohdan mukaan tdmé ei ole mahdollista. d)
Elleivat polynomien kertoimet olisi samat, niiden erotus ei olisi nollapolynomi, mutta se saisi arvon
nolla kaikilla reaaliluvuilla. ¢)-kohdan mukaan td&mé& on mahdotonta.

14. Tulkitaan a®+ b3 +c¢® — 3abc a:n polynomiksi u(a). Nyt u(—(b+c)) = —(b+c)>+b3+c3+3(b+
c)be = —(b+c)®>+ (b+c¢)® = 0. Siis u(a) = (a — (—(b+ ¢))q(a) = (a + b+ ¢)q(a). Kun osamiiri
q(a) = u(a) : (a + b+ c) lasketaan jakokulmassa, saadaan g(a) = a? — (b+c)a + (b + c)? — 3bc =
a? +b% + c? — ba — ca — be.

15. Olkoon v(x) = apz" +an_12" 14+ -+ a1z +ag, u(x) = 2™ +byp_12™ 1+ - -+ by + by, missi,
kaikki a:t ja b:t ovat kokojnaislukuja. Voidaan olettaa, ettd n > m. Jos nyt ¢(x) = cp—maz™ ™ +
Crnem_12*™ ™ 4 1 + ¢, niin v(z) = q(2)u(x) = (ChemT " + 12T
12+ CO)(xm + bmflmmi1 +- b+ bO) =Cp_mar" + (Cnfmbmfl + Cnfmfl)xnil + (Cnfmbm72 +
Cr—m—1bm—1 + cn_m_g)x’”‘*2 4+ ---. Kun verrataan v:n ja qu:n samanasteisten z:n potenssien
kertoimia, saadaan c¢,_,, = a,, = kokonaisluku, ¢, _,,_1 = @y_1 — Ch_mbm_1 = kokonaisluku jne.
16. Ratkaisu Eulerin kaavan perusteella: z = re’® (r > 0), 23 = r3e3?" 1 = 2™ Oltava
r® =1, 3¢ = 2nm. Eri ratkaisut saadaan, kun n = 0, 1, 2; ne ovat z; = 1, 2o = /37 =
cos 120° 44 sin 120° = —%—i—ig ja zz = /3™ = cos240° +isin 240° = —% —z’*/; . Algebrallinen
ratkaisu: 22 — 1= (2—1)(22+2+1) =0, kun z = 1 tai kun 2% 4+ z + 1 = 0. Jalkimmaisen yht&lon

ratkaisut saadaan toisen asteen yhtéalon ratkaisukaavasta, ja ne ovat tietysti edella saadut 29 ja zs.
. . 5
Jolkimmaéinen yhtils on Eulerin kaavan mukaan r3e??? = 8e(T+27m)i josta r =2 ja ¢ = g, , ?ﬂ
Siis 21 = 2(cos60° + isin60°) = 1 + i\/§, Zo=—2,23=1-— V3. — Alkuperaisen yhtalon kanssa
z

yvhtapitava yhtalo on (—5)3 =1, joka palautuu tehtavan ensimmaiseksi yhtaloksi, kun sijoitetaan

17. Koska 23 +ax? +br+x = (x—7r1)(x—72)(w—713) = 23— (11 +ro+73) 22+ (1179 + 7173+ 1973) T —
rirars, niin todellakin (numeron 13 d-kohdan mukaan) a = —ry — rg — r3, b = rirg + rirs + rors
ja c= —rirars.

18. Olkoon z luku, joka toteuttaa molemmat yhtédlét. Selvasti x # 0. Ratkaistaan molemmista
yhtaloista b:
_ —8891 — 198822  —1988 — 889122

X X

b

Siis 22 = 1 ja joko z = 1 tai # = —1. Edellistd z:mn arvoa vastaa b = —10879, jalkimmaéisti
b = 10879.

19. Yhtéloiden vasemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtaloryhmaéllda voi olla vain ei-
negatiivisia ratkaisuja. Jos toinen yhtilo vihennetiin ensimmaéisesti, saadaan 2% — 22 = —6(x — 2)
eli (x —2)(z+ 2+6) =0. Koska 4+ 2+ 6 > 0, on oltava = z. Kun kolmas yht&lo vihennet&én
toisesta, saadaan samoin, ettd x = y. Kaikissa yhtaloryhméan ratkaisuissa on siis x = y = z,
joten riittdi, kun ratkaistaan yhtilo 222 = 6x; sen ratkaisut ovat z = 0 ja z = 3. Yht#loryhméin
ratkaisut ovat siis (z, y, z) = (0, 0, 0) ja (z, y, 2) = (3, 3, 3).
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20. Muodostetaan polynomi g(x) = p(z) — z. ¢ on kuudennen asteen polynomi, jolla on kuusi eri
nollakohtaa 1, 2..., 6. Siis ¢(x) = (z—1)(z—2)--- (x—6), ¢(7) = 6! = 720 ja p(7) = q(7)+7 = 727.
21. Vietan kaavojen perusteella 1 + 2o = a + d ja 122 = ad — be. Siis 23 + 25 = (21 + 22)3 —
3z179(21 + 22) = (a +d)® — 3(ad — be)(a + d) = a® + d3 + 3abe + 3bed ja x323 = (ad — be)3. Siis
(y — 23)(y — 23) = y* — (a® + d® + 3abc + 3bed)y + (ad — be)?, ja viite on todistettu.

22. Olkoot a, b, ¢, d polynomin x* 4+ 23 — 1 nollakohdat. Merkitéan vield ab = p, cd = ¢, a+b=7r
ja c+d = s. Nyt Vietan kaavat voidaan kirjoittaa yhtdloiné, joissa tuntemattomia ovat viimeksi
nimetyt nelja suuretta:

a+b+c+d=r+s=-1
ab+ac+ad+bc+bd+cd=p+rs+q=0
abc + abd + acd 4+ bed = ps +1rqg =0
abcd = pqg = —1.

Koska on kysymys yhtélosté, jonka toteuttaa ab = p, eliminoidaan edellisista yhtaloista g, r ja s.
Kun ensimmaisesta yhtalosta ratkaistaan s ja viimeisesta g, ja ndma sijoitetaan kahteen keskim-
maiseen yhtaloon, saadaan

Kun jalkimmaéisesta yhtalosté ratkaistaan

p2

T:_p2——i—1

ja sijoitetaan edelliseen yhtiloon, saadaan p® +p* —p? — 1 +p® = 0, eli juuri se yhtélo, jonka luvun
p = ab pitikin toteuttaa.

25. Koska /Ty < Tt

Yo ..
, hiin

2zy 2,/zy
= < .
T 1 oty atyV V=V

=+
r y

34. Olkoot x1, 2, ..., x, positiivisia lukuja ja olkoon y; =Inxz;, i =1, 2, ..., n. Olkoon f(z) =
e”. Koska f”(x) = e* > 0, f on konveksi. Valitaan numeron 33 kaavassa (1) a; =as = ... = a, =
1

—. Numeron 33 perusteella

n

e%(y1+yz+~~~+yn) S l(eyl + ev2 4+ eyn)_
n

Mutta taméan epayhtalon vasen puoli on
(6y1+y2+---+yn) % — (eyl evz ... eyn) )

Koska e™¥ = z;, saadaan heti aritmeettis—geometrinen epayhtilo.
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35. Jos r > 1, niin potenssifunktio z — z" on konveksi positiivisten reaalilukujen joukossa. Jos
yr:t ovat positiivisia ja painojen p; summa on 1, Jensenin epéyhtalosta seuraa heti

n p n
(ZPHM) < Zmy%-
k=1 k=1

t
Tehtavan epayhtalo seuraa tésta heti, kun asetetaan y, = xf jar = —.
s

36. Kun harmonis—geometrinen ja aritmeettis—geometrinen epayhtalé yhdistetdan, saadaan kai-
killa positiivisilla luvuilla x ja y voimassa oleva epayhtalo
1 1 4
42>

xr oy x+y

Sovelletaan tata tehtavassa annettuun lausekeeseen kolmesti perakkain:

1 1 4 16 4 4 16 16 16 64
> + > 4+ >
b ¢ d " a+b ¢ d " a+b+ec d " a+b+c+d

b

37. Merkitadn x = g, y = —. Todistettavaksi epayhtaloksi tulee /zy > o — 1+ /y — 1.
c c

Téamé on yhtapitava epdyhtélon xy > o — 1 +y — 1 4+ 2¢/(x — 1)(y — 1) ja edelleen epéyhtalon

(x—1)(y—1) > 2¢/(x —1)(y — 1) — 1 kanssa. Merkitsemélla ¢t = /(x — 1)(y — 1) huomataan, ettd

epiyhtild on yhtépitivi toden epéyhtilon ¢2 — 2t + 1 = (t — 1)? > 0 kanssa.
38. a) Koska z ja y ovat ei-negatiivisia, tehtdvan lauseke saa varmasti suurimman arvonsa, kun
x —y > 0. Koska z > 1, niin tilloin 2%y — y2? = zy(z — y) < y(1 —y). Mutta /y(1 —y) <

1 1
§(y +(1-y)) = 5 Tehtévén lauseke on siis aina < 7 Koska se on tasan 7 kunz=1jay= 3

lausekeen maksimiarvo on i b) Nyt 2%y + y?2 + 222 — 222 — y?x — 2%y = 2%y + %2 + 222 +
ryz — 2’2 — y?w — 2%y —wyz = (v — y)(y — 2)(x — 2). Lauseke on ei-negatiivinen, jos tulon kaikki
tekijat ovat ei-negatiivisia tai tasan yksi on ei-negatiivinen. Jos kaikki tekijat ovat ei-negatiivisia,
tulo on aina < (z — y)xy. a-kohdan perusteella tdma lauseke on enintdan 1 Jos tekijoista kaksi,
esimerkiksi © — y ja y — z ovat negatiivisia, tulo on sama kuin (y — z)(z — y)(z — ). Tadma4 tulo

on < yz(z — y) ja samoin kuin edelld < 1 Lauseke saa arvon 7 kun luvuista x, y, 2z yksi on 0,

1
toinen 1 ja kolmas ok

39. Suoritetaan toiseen potenssiin korotukset. Koska > 1" y? = Y"1 | 22, todistettavaksi epéyh-

=11
taloksi jaa
n n
Z Zix; < Zyszz
i=1 i=1
Mutta tama epayhtalo on juuri suuruusjarjestysepayhtalo, numero 30, ja siis tosi.
40. Kaytetaan aritmeettis—geometrista yhtaloa useamman kerran. Koska

3 3 3 3 3
2a° + b a®+a°>+b > 3a3a3b3:a2b,

3 N 3
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saadaan 2a® + b> > 3a?b ja vastaavasti 2% + ¢3 > 3b%c, 2¢3 + a® > 3c?a. Kun kolme edellisti
epiyhtilod lasketaan puolittain yhteen, saadaan a3 + b® + ¢ > a?b + b%c + c?a. (Sama epiyhtilo
saadaan myds suuruusjirjestysepayhtéalostd, numero 30.) Samalla tavalla johdetaan epayhtélo
2a%b + b’c = a®b + ab + b%c > 3Vaibic = 3abV/abc > 3ab (viimeinen epiyhtildistd perustuu
tehtavén ehtoon abe > 1). Samoin 2b%c + c%a > 3be ja 2c2a + a?b > 3ca. Kun viimeiset epayhtilot
lasketaan puolittain yhteen ja jaetaan kolmella, saadaan tehtavan epayhtéalo.

43. Sijoitetaan tehtdvan yhtaléon x = 0, y = 1. Saadaan f(—f(1)) = 0. Sijoitetaan yht&loon
seuraavaksi y = —f(1). Saadaan f(x) = 1+ f(1) — z. Merkitéén lyhyyden vuoksi 1 + f(1) = a,

1
Silloinl—z—y=fr—f(y)) =a—z+flyy =a—x+a—y=2a—xz—y. Siisa = §,ja tehtavan

1
ainoa mahdollinen ratkaisu on f(z) = 3% Kun tdméa funktio sijoitetaan tehtédvéan yht&loon,
nahdéan, ettéd se todella on ratkaisu.

44. Kun ehtoon (ii) sijoitetaan = = y, saadaan 2f(z) = 1 + f(2z). Merkitaan 2z = u. Silloin
(i)-ehdon perusteella

L+ ) =27 (3) :f@) :2f<%> ("

u
Nyt voidaan ratkaista f(u) = 14+u. Ainoa mahdollinen ehdon téyttéafa funktio on siis f(z) = 1+=.
Se my0s toteuttaa molemmat ehdot (i) ja (ii).
45. Havaitaan, etts f(0, 0) = f(2:0, 2-0) = 2¥£(0, 0). Koska k > 0, on oltava 2* # 1ja f(0, 0) = 0.

Jos 0 < x <y, niin f(x, y) = y*f <—, 1) = xyF~1. Vastaavasti, jos 0 < y < =z, f(z, y) = ¢ 1y.
Y

Olkoon nyt 0 < = < y < z < 1 ja olkoon x niin pieni, ettid yry*~! < z ja z < zF~ly. Nyt

wyF IR = F(aghY 2) = F(f(x, ), 2) = flas f(y, 2) = fla, y2h) = 2 (y22 1) T Yhils
on voimassa kaikilla z vain, jos z:n eksponentti yhtalon molemmilla puolilla on sama. On siis
k—1= (k—1)2 Vain km arvot 1 ja 2 ovat mahdollisia. Jos k = 1, f(x,y) = z, kun = < y ja
flz,y) =y, kun y < z. Jos taas k = 2, f(x, y) = zy. Rutiinitarkastelu osoittaa, ettd molemmat
funktiot toteuttavat tehtavan ehdon.

46. Kun tehtavan yhtaloon sijoitetaan x = 1, ndhdaan, etta

Cf)
YT )

Jos f(y1) = f(y2), niin y; = yo, eli f on injektio. Sijoittamalla edelleen y = 1 saadaan f(f(1)) =
f(1), joten injektiivisyyden perusteella f(1) = 1. Siis

1
F(Fw) =~ (1)
Y
kaikilla y. Téastd ja tehtdvin yhtélostd seuraa f(1/y) = 1/f(y). Kun alkuperdiseen yhtaloon
sijoitetaan y = f(1/t), saadaan
f@t) = f(2)f(1). (2)
Heti nahdé&én, ettd ehdot (1) ja (2) toteuttava funktio f toteuttaa tehtévan yhtélon.

Ehdon (2) toteuttava funktio voidaan méaéritelld mielivaltaisesti alkuluvuille p; ja laajentaa se
positiivisten kokonaislukujen joukkoon kaavalla

fo1"ps® o) = flp)™ fp2)™ - fpk)™ (3)
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(n;:t kokonaislukuja). (2):n perusteella funktio voidaan edelleen jatkaa positiivisten rationaalilu-

kujen joukkoon asettamalla
; <1_9> W)
a) fla)

Téllainen funktio toteuttaa ehdon (1) jos ja vain jos se toteuttaa ehdon (1) kaikilla alkuluvuilla.
Olkoon p; j:s alkuluku. Maééritellddn f(p2;) = p2j—1 ja f(p2j—1) = 1/p2;j. Suora lasku osoittaa,
ettd f(f(p)) = 1/p kaikilla alkuluvuilla. Tehtavén ehdot toteuttava funktio saadaan, kun taméa
funktio laajennetaan positiivisten rationaalilukujen joukkoon kaavoilla (3) ja (2).
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