Pieni kilpailumatematiikan opas

Matematiikkakilpailujen tehtavat ovat usein sellaisilta alkeismatematiikan aloilta, joista
koulukurssissa puhutaan vahan tai ei ollenkaan. Tahén koosteeseen on keratty joitakin
perusasioita todistamisesta, epayhtaloista, lukuteoriasta, algebrasta, geometriasta ja kom-
binatoriikasta. Esitys on tiivisté, joten lukijan ei tule lannistua, vaikka kaikki ei avaudu-
kaan ensimmaiselld tai toisella lukukerralla!

1 Todistamisesta

Kilpailutehtavat ovat lahes poikkeuksetta sen luontoisia, ettd niiden ratkaisu joko on it-
sessdan todistus tai sithen olennaisesti liittyy todistus. Todistus voi olla suora tai epd-
suora. Suoran todistuksen osat ovat 1) oletus, joka esittelee tehtdvéssd tunnetuiksi ja
tosiksi tiedetyt asiat, 2) padttelyaskeleet, jotka johtavat viimein 3) wvditokseen, eli tehta-
vassa todistettavaksi vaadittuun asiaan. Epasuorassa todistuksessa oletukseksi otetaan
alkuperaisen vaitoksen vastakohta eli vastaoletus, ja paidttelyaskeleet johtavat asiaintilaan,
joka on ristiriidassa joko alkuperiisen oletuksen tai muiden tunnettujen totuuksien kanssa.

Psykologisesti ymmarrettavaa on kirjoitustapa, jossa lahdetasn liikkeelle vaitteesta, esim.
jostain todistettavasta kaavasta tai ratkaistavasta yhtalosta, ja sita muotoillaan, kunnes
saadaan tunnettu tulos — esimerkiksi oikeaksi todistettavasta yhtalosta johdetaan ident-
tinen yhtdlo 0 = 0 — tai esim. = 15 -tyyppinen vastaus. (Usein askelten véaliin sijoi-
tetaan vield implikaatio- eli =-merkkejd.) T&ma& on kuitenkin periaatteessa virheellinen
menetelma, ellei jokainen paattelyaskel ole kaannettavissa. Kun todistettavaksi tarkoite-
tun vaittaman totuus on lahtokohtaisesti epavarmaa, siitd seuraavat mahdollisesti todetkin
asiat eivat todista alkuperaista asiaa todeksi. Pitaisi siis olla mahdollista panna askeleiden
valiin <- tai <-merkit.

Induktiotodistus eli taydellinen induktio tahtaa sellaisten vaittamien todistamiseen, jotka
koskevat mielivaltaista kokonaislukua n, kuten esimerkiksi

n+1

l+a+a®+...+a" = -
1—a

Induktiotodistus on kaksivaiheinen. Ensin todennetaan, ettd vaite patee pienimmalla teh-
tévéssa mielekkaélld kokonaisluvun arvolla n (kuten esimerkissa tapauksessa n = 0, jolloin
todistettava yhtélo on 1 = 1). Toisessa vaiheessa oletetaan, etté viite patee, kun n:lla
on mielivaltainen arvo k ja nojautuen tdhan oletukseen paatelladn, etta vaite patee myos,
kun n =k + 1. (Jos

1— k+1
l+a+a®+.. +ah=——_"29
1—a
niin . fio
1-— 1-—
1—|—a—|—a2—|—...+ak+1:L_Fakﬂrl:#;
l1—a 1—a

ensimmainen yhtdsuuruuden merkki perustui induktio-oletukseen.) — Joissakin tapauksissa
induktio saattaa esim. kulkea erikseen parittomien arvojen ja parillisten arvojen kautta;



silloin ensimmainen vaihe saattaisi olla vaitteen todentaminen, kun n = 0 ja kun n = 1,
ja toinen vaihe se, etta oletetaan vaite todeksi, kun n = 2k — 1 ja todistetaan, etta taman
oletuksen perusteella vaite on tosi myos, kun n = 2k + 1 seka oletetaan, etta vaite on tosi,
kun n = 2k ja todistetaan, etta talloin vaite on tosi myos, kun n = 2k + 2.

2 Epayhtaloista

Erittain tavallinen kilpailutehtavatyyppi on epayhtalotehtava. Siind pyritaan yleensa osoit-
tamaan, ettd jokin epayhtalc on voimassa kaikilla tai ainakin suurella joukolla yhden tai
useamman muuttujan arvoja. Epayhtalotehtavien ratkaisuissa kaytetaan usein hyvaksi
tiettyja perusepayhtalotyyppeja. Niiden oletetaan olevan ratkaisijoille tuttuja.

2.1. Triviaaleja epayhtaloita. Suuri osa epayhtéloistd perustuu viime kadessa totuuk-
siin 2 > 0 kaikilla = ja 22 = 0 vain, kun = = 0. Esimerkiksi aritmeettisen ja geometrisen
keskiarvon valinen epayhtalo

\/%ga;b, (1)

kun 0 < a ja 0 < b, seuraa sanotusta relaatiosta, kun x = y/a — Vb; nahddin myos, etti
yhtésuuruus (1):ssé péitee aina ja vain, kun a = b.

Esimerkki. Jos a, b ja ¢ ovat reaalilukuja, niin
a? + b+ > ab+ be + ca.

Todistus. Koska
0<(a—0b)*+(b—-c)+ (c—a)

niin

2ab + 2bc + 2ca < 2a® + 2b% + 262,
Esimerkki. Jos a ja b ovat positiivisia reaalilukuja, niin

+-=>2,
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ja yhtasuuruus péatee vain, jos a = b.

2
a b a b

ShZ o (/24 /2] >o0.
b+a (\/; \/;> 20

Todistus.



Esimerkki. Jos a, b ja ¢ ovat positiivisia, niin

(RN U SO

a b ¢ a+b+c
Todistus. Koska

a(b—c)* +b(c—a)*+c(a—1b)* >0,
niin
ab® + ac® + ba? + bc? + ca® + cb? > 6abe
eli
ab® + ac® 4+ ba® + be? + ca® + b + 3abe > 9abe.

Vasen puoli sievenee tuloksi (bc+ca+ab)(a+b+c), joten haluttuun epéyhtdloon padstéaan,
kun molemmat puolet jaetaan abc(a + b+ ¢):114

Epéayhtalotehtavissa on usein hyodyllista kayttaa hyvaksi symmetriaa, joka sallii olettaa,
ettd yhtalossa esiintyvét luvut ovat jo valmiiksi suuruusjarjestyksessa. Symmetriaan ve-
dotessa tulee kuitenkin olla huolellinen.

Esimerkki. Luvut a, b ja c on valittu valiltd (0, 1). Osoita, ettéd luvuista a(1—0b), b(1—c)
1
ja ¢(1 — a) ainakin yksi on < T

Todistus. Téassa ei vallitse taydellinen symmetria, ts. ei ole sallittua olettaa, ettd esim.
a < b < ¢. Kuitenkin voidaan olettaa, ettd esim. a on luvuista pienin. Koska (b — 5)2 >0,
niin

1
Z2_z)%rb:b(l—b)za(l—b).

Triviaali totuus on myos, etta positiivinen murtoluku pienenee, kun nimittaja kasvaa.
Esimerkki. Jos a, b ja c ovat positiivisia, niin
1 1 1 3
+ -+ > )
a+b b+c c+a a+b+c
Todistus. Lasketaan yhteen epayhtalot

1 1

> ’
a+b a+b+ec
1 1

> ’
b+ec a+b+ec
1 1

> .
cta a+b+c
2.2. Yleinen aritmeettis-geometrinen epayhtils. Epdyhtdlon (1) yleistyksen to-

distamiseksi oletetaan, ettd x1, x2 ... on jono positiivisia lukuja. Merkitdan
€T €T .o T
An: 1+ T2+ - R Gn:”x1x2~...~a:n.
n

Epéayhtalon G,, < A,, todistamiseksi todistetaan ensin



Apulause. Jos a ja b ovat positiivisia lukuja, niin
(n —1)a™ +b" > na" b

kaikillan =1, 2, ...

Todistus. Induktio: vaite on tosi, kun n = 1. Oletetaan, etta se tosi, kun n = k. Silloin

kab Tt 4 b* > kaFb — abk + aF L 4 bR
= (k+1)a"b + a1 + oF 1 — ab* — a*b
= (k+1a*b+ (a —b)(a® —b*) > (k + 1)a"b.

Yhtasuuruus patee vain, kun a = b.

Lause. Aina on voimassa A, > G,,. Lisiksi A, = G,, vain jos t1 = T9 = ... = Ty,.
Todistus. Induktio jalleen: Ay > Gy. Jos A,,_1 > G,,_1, niin
nAp = (n—1)An_1 +zn > (n— 1)(GL")" 4 (z2/m)"
n—1
>n (G:/_ﬁ) :L'}L/” =n(rixe . .." :L'n)l/” =nG,,.

Yhtasuuruutta koskeva vaite todistuu samoin induktiolla.

Palautetaan mieleen summan merkitseminen » -merkilla: jos z1, xa, ...z, ovat lukuja,
niin summaa x; + x2 + - - - + z,, merkitaan lyhyesti

k=1

Esimerkki. Olkoot aq, as, ..., a, ja by, b, ..., b, samat positiiviset luvut kirjoitettuina
eri jarjestykseen. Osoita, etta

=1 bn
Ratkaisu. )

ai as an\" _ 1 (a1  as an,
l1=(—=".....—= < =4+ =44+ —].
(bl b bn> _n(b1 b bn>

2.3 Cauchyn — Schwarzin epayhtalo. Jos aq, ao, ..., a, ja by, ba, ..., b, ovat

reaalilukuja, niin

n 2 n n
i=1 i=1 i=1



Todistus. Kaytetadn hyodyksi toisen asteen polynomien tunnettua ominaisuutta. Koska
kaikilla x patee

0< i(aix —b)? = (i af) % —2 (i aibi> T+ i@%
i=1 i=1 i=1 i=1

on oltava )
4 <Zab> —4) a7 <o,
i=1 i=1 =1

Cauchyn — Schwarzin epayhtalon yhtasuuruusehto saadaan tiedosta, jonka mukaan toisen
asteen yhtalolla on tasan yksi nollakohta jos ja vain jos sen diskriminantti on tasan nolla.
Yhtasuuruus epayhtalossa toteutuu, jos on olemassa sellainen x, etta a;x — b; = 0 kaikilla
i=1,2, ..., n.

Esimerkki.

Ratkaisu. Sovelletaan Cauchyn — Schwarzin epayhtaloa niin, ettd by = by = ... =b,, = 1.

2.4. Muita epayhtaloita. Tarkea epayhtalo on jokseenkin suoraan itseisarvon maari-
telméasta seuraava kolmioepdyhtalo

2| = lyll <[z +y| <[z +[y]

ja siita induktiolla seuraava yleistys

n n n
D i< D m| <) luil
i=1 i=1 i=1
Toisinaan on hyotya induktiolla todistettavasta Bernoullin epdayhtalosta

1+ne<(1+4+z)",

joka on voimassa, kaikilla x > —1 ja kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

Todistus. Jos 1+ nz < (14 z)™, niin
l+(n+Dz<l+m+Dz+nz?=1+2)14+n2) <A 4+z2)1+2)" = (1+2)"

Toisinaan epayhtalotehtavan ratkaisemisessa voidaan kayttaa suuruusjarjestysepayhtaloa.
Sen mukaan kahden &érellisen jonon (aq, ag, ..., a,) ja (b1, ba, ..., b,) termien tulo-
jen summa ai1b; + asby + - -+ 4+ a,b, on suurin, kun jonojen termit ovat samassa jar-
jestyksessa, siis a; < a; silloin ja vain silloin, kun b; < b;. Vastaavasti summa on
pienin, kun jonot ovat kédanteisessd jarjestyksessa. Suuruusjarjestysepayhtalé perustuu
seuraavaan yksinkertaiseen havaintoon: jos a; < a; ja verrataan alkuperdistda sum-
maa (olkoon se S summaan, jossa b; ja b; on vaihdettu keskendén (olkoon se S’), niin
S/ -5 = aibj + ajbi — aibi — ajbj = (aj — az)(bz — bj) Jos olisi bj < bi, niin vaihto
kasvattaisi summaa; vaihtoja voitaisiin tehdd niin kauan kuin jonot eivat olisi samassa
suuruusjarjestyksessa.



3 Lukuteoriaa

Matematiikkakilpailuissa esitetdan usein melko alkeellisin keinoin ratkeavia lukuteorian
(tai kuten englantilaiset hiukan vaatimattomammin sanovat, aritmetiikan) tehtévia. Seu-
raavassa esitetadn se tietovarasto, jonka voi katsoa kuuluvan matematiikkakilpailijan yleis-
sivistykseen.

3.1 Jaollisuus. Lukuteoriassa tarkastellaan yleensa luonnollisia lukuja 1, 2, 3, ... ja
kokonaislukuja ..., =2, —1, 0, 1, 2, .... Kokonaisluku ¢ on jaollinen kokonaisluvulla p,
merkittyné p|g, jos on olemassa kokonaisluku n siten, ettd ¢ = np. TAlléin sanotaan myos,
etta p on ¢:n tekija.

3.2 Swuurin yhteinen tekija. Kokonaislukujen a ja b suurin yhteinen tekija d on se
(vksikésitteinen) luonnollinen luku d, jolle patee d|a ja d|b seké jos c|a ja c|b, niin ¢ < d.
Merkitadn d = s.y.t.(a, b) = (a, b). Selvésti aina 1 < (a, b).

fa b
Lause. Jos (a, b) =d, niin | =, = | = 1.

d d

a b
d d

tekija, on olemassa luonnolliset luvut m ja n siten, etta 7= mec,

QUl o

Todistus. Merkitadn ¢ = ( ) Silloin 1 < ¢. Toisaalta, koska ¢ on lukujen % ja

~—

= nc eli a = m(cd),

d
b = n(cd). Siis cd on sekd a:n ettd b:n tekiji, joten cd < d. Siis ¢ < 1.

Useamman kuin kahden luvun aq, aso, ...,a, suurin yhteinen tekija

(ala az, ..., an)

madritelldan palautuskaavan

(al, az, ..., an) = ((ah ag, ..., an—1)7 an)

avulla.

3.3 Jakoyhtalo. Kaikilla kokonaisluvuilla a ja b, b > 0, on olemassa sellaiset kokonais-
luvut q ja r, missa 0 < r < b, ettd
a=qb+r.

Todistus. Olkoon ry pienin ei-negatiivinen luku, joka on muotoa a — ¢b, missd g on
kokonaisluku. Oletetaan, ettd ro > b. Mutta silloin olisi my6s a — (¢ + 1)b = g — b
ei-negatiivinen kokonaisluku, vastoin oletusta.

Lause. Jos a = ¢b+r, niin (a, b) = (b, 7).

Todistus. Luku (a, b) on b:n tekijd. Koska (a,b) on a:mn ja b:n tekijd, se on myds r:n
tekijé. Siis (a,b) < (b, 7). Tédsmaélleen samoin péaatelldén, etta (b,7) < (a,b).
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3.4 Eukleideen algoritmi. Olkoon b > 0. Jakoyhtéloa ja sitd seurannutta lausetta
toistuvasti kdyttadmalla voidaan aina méérittda a:n ja bn suurin yhteinen tekijé (a,b): On
olemassa ¢ ja r1 < b siten, ettd a = ¢1b + r1. Jos r1 > 0, on olemassa ¢ ja ry < 711
siten, ettd b = gory + ro. Jatkamalla nain saadaan jonot lukuja g, rr, missa aina rp_o =
QrTh—1+TEjary >ro > ... >1E > ... > 0. Jollakin indeksin k& arvolla on silloin varmasti
rr—1 > 0, rp = 0. Kohdan 3.3 tuloksen perusteella on nyt (rp_o, rx—1) = (Tk—3,Tk—2) =
... = (b,r1) = (a,b). Liséksi (jakoyhtald!) (rg_s, rx—1) = 7k—1, joten (a, b) on edelliseen
prosessiin sisaltyvan jakoketjun viimeinen nollasta eroava jakojaannos.

3.5 Diofantoksen yhtalon ax + by = d (erés) ratkaisu. Jos a, b ja d ovat kokonais-
lukuja, niin tehtavaa, jossa on maaritettava ehdon

ar +by =d

toteuttavat kokonaisluvut x ja y, sanotaan ensimmdisen asteen Diofantoksen yhtdaloksi.
Oletetaan, ettd d = (a,b). Tehtdva saadaan ratkaistuksi, kun luetaan Eukleideen algorit-
missa esiintyvat jakoyhtalot lopusta alkuun:

d="Tg—1="k-3 = Qo—1Tk—2 = Tk=3 — (Th—4 — Qr—2Tk—3)qk—1
= (14 qx—19k—2)Tk—2 — Q—2TkTk—3 = ... = ( kok.luku )a + ( kok.luku )b
=az + by.

Lause. Jos (d, a) =1 ja d|ab, niin d|b.
Todistus. Edelld sanotun perusteella on olemassa sellaiset kokonaisluvut = ja y, etta

dr + ay = 1. Siis (db)x + (ab)y = b. Luku d on tekijind molemmissa vasemman puolen
yhteenlaskettavissa, joten se on tekijana myos oikealla puolella.

Lause. Jos (a,b) = d ja c|a, c|b, niin c|d.

Todistus. Vaite seuraa yhtalon axz + by = d toteuttavien lukujen x ja y olemassaolosta ja
siitd, ettd c|(ax + by).

3.6 Alkuluvut. Positiivinen luku p on alkuluku, jos siitd, ettd c|p seuraa, etté |c| = p
tai |¢| = 1. Positiivinen luku, joka ei ole alkuluku, on yhdistetty luku. Yhdistetyllad luvulla
on muita tekijoita kuin se itse tai 1. Yleensa sovitaan, ettéd 1 ei ole sen paremmin alkuluku
kuin yhdistetty lukukaan.

Lause. Jokainen kokonaisluku n > 1 on jaollinen jollakin alkuluvulla.

Todistus. 2 on alkuluku ja siis jaollinen alkuluvulla. Induktio-oletus: jokainen & < n on
jaollinen alkuluvulla. Luku n+1 on joko alkuluku tai yhdistetty luku. Jos se on yhdistetty
luku, on n + 1 = pqg, missd p < n. Oletuksen nojalla p on jaollinen alkuluvulla, joten niin
on myos n + 1.

Lause. Jokainen kokonaisluku n > 1 on alkuluku tai alkulukujen tulo.

Todistus. Luku 2 on alkuluku. Jos jokainen k < n on alkuluku tai alkulukujen tulo ja
n + 1 ei ole alkuluku, niin n + 1 = pq, missa p ja g ovat alkulukuja tai alkulukujen tuloja.



Alkutekijoiden etsimista helpottaa seuraava tulos.
Lause. Jos n on yhdistetty luku, niin sillé on tekijd, joka on < /n.
Todistus. n = pg, missd 1 < p < njal < ¢ < n. Jos sekia p etta ¢ olisivat > /n,

jouduttaisiin ristiriitaan pg > n.

Samanlaisella induktiopaattelylla, kuin mika tehtiin edellda alkuluvulla jaollisuuden yhtey-

Lause. Kokonaisluvun esitys alkulukujen tulona on yksikdsitteinen, lukuun ottamatta te-
kijoiden jarjestysta.

Tuloesityksen perusteella saadaan uusi keino lukujen m ja n suurimman yhteisen tekijan
(m,n) laskemiseksi: jos

m = pl'ps* .. DRk, (1)
ja
n=p"ps . pp" (2)
missd «; > 0 ja B; > 0 kaikilla ¢ =1, 2, ..., k, niin
(m, n) =pl'ps* ... plt,

missé y; = min{ay, 5;}.

3.7 Pienin yhteinen monikerta. Lukujen m ja n pienin yhteinen monikerta (eli
pienin yhteinen jaettava) p.y.j.(m, n) on positiivinen luku a, jolle on voimassa

m|a ja nla ja

jos b on positiivinen ja m|b, n|b, niin a < b.

Merkitddn a = p.y.j.(m, n) = [m, n]. Jos m ja n ovat kuten kaavoissa (1) ja (2), niin
[m, n] = pY'pd? - ... Pyt
missa §; = max{«;, 0;}. (Miksi?) Koska v; + 6; = a; + 5;, on
(m, n)[m, n| = mn.

3.8 Alkulukujen maara. Lause. Alkulukuja on ddrettomdn paljon.

Todistus. Tehddan vastaoletus: alkulukujen joukko on &déarellinen joukko

{pla b2, ..., pk}

Olkoon n = pip2-...-pr+1. Kohdan 3.6 lauseen perusteella luvulla n on alkutekija p, joka
on erés luvuista p;, i = 1, 2, ..., k. Koska p|n ja p on tekijand myds luvussa pips - . .. - pk,
joudutaan ristiriitaan p|1.



Kaikki alkuluvut voi tuottaa ns. Eratostheneen seulalla: kirjoitetaan kaikki luonnolliset
luvut jonoon, pyyhitaan ensin pois kahdella jaolliset 4, 6, 8, ..., sitten kolmella jaolliset
(6), 9, (12), 15,..., sitten viidella jaolliset (10), (15), (20), 25, (30), 35, ...jne. Jaljelle
jaavat alkuluvut ja vain ne.

3.9 Diofantoksen yhtalot jalleen. Lause. Yhtalolld
ax + by =c

on kokonaislukuratkaisu x, y silloin ja vain silloin, kun (a,b)|c.

Todistus. Jos yhtélolld on ratkaisu, niin (a,b)|c. Oletetaan, ettd (a,b)|c ja merkitdén
(a,b) = d. Silloin ¢ = md, missd m on kokonaisluku. Yhtélolla ax + by = d on kohdan 3.5
mukaan ratkaisu z’,1y’. Selvasti x = ma’, y = my’ on alkuperaisen yhtalon ratkaisu.

Tarkastellaan vield Diofantoksen yhtaloa ax + by = ¢, missa (C—b) on kokonaisluku (ja
a,
a /

yhtélolla on siis ratkaisu). Olkoon o’ = m, b = m ja d = ﬁ.
ar + by = c ja a’x + by = ¢ ovat yhtapitavat, joten niilla on samat ratkaisut. Koska
(a’,b') =1 (kohta 3.2), voidaan rajoittua tutkimaan sellaisia yhtaloita ax + by = ¢, joissa

(a,b) = 1.

Lause. Olkoon (a,b) = 1, ab # 0 ja axg + byg = c. Silloin yhtilon ax + by = ¢ kaikki
ratkaisut ovat

Talloin yhtalot

r=ux9+bt, y=yo— at,

missa t saa kaitkki kokonaislukuarvot.

Todistus.
a(xo + bt) + b(yo — at) = axg + byg = c.

Jos toisaalta ax+by = ¢, niin a(x—xz¢)+b(y—yo) = 0. Siis b|(a(x—x0)), ja koska (a,b) =1,
niin b|(z—xq). Siis x —x¢ = bt jollakin kokonaisluvulla ¢. Samoin ndhdéén, ettd y—yo = at’
jollakin kokonaisluvulla #’. Mutta koska 0 = az+by—c = axg+abt+byo+bat’' —c = ab(t+t')
ja ab # 0, on t = —t’, ja lause on todistettu.

3.10 Kongruenssit. Olkoon c¢ positiivinen kokonaisluku. Lukujen a ja b sanotaan
olevan kongruentteja modulo ¢, jos c|(b — a) eli jos a = b+ kc jollakin kokonaisluvulla k.
Talloin merkitdén a = b mod ¢ (tai jos epéselvyyden vaaraa ei ole, vain a = b). Jos a
on mielivaltainen kokonaisluku ja ¢ on positiivinen kokonaisluku, on aina olemassa ehdon
0 < r < c tayttava luku r siten, etta a = r mod c. Tama seuraa jakoyhtalosta. Relaatiota
a = b mod ¢ sanotaan kongruenssiksi.

Kongruenssit ovat erittain kayttokelpoisia jaollisuuteen liittyvissa tehtavissa. Tama perus-
tuu siihen, ettd kongruenssi kayttaytyy tavallisten laskutoimitusten suhteen ldhes samoin
kuin tavallinen yhtasuuruus.

Oletetaan, ettd a = b mod m ja ¢ = d mod m. Silloin on voimassa

a+c=b+dmodm

ac = bd mod m
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ja
kEbk

a mod m

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k.

Todistetaan esimerkiksi keskimmainen relaatio: Oletuksesta seuraa, ettd a = b+ em ja
c=d+ fm, missa e ja f ovat kokonaislukuja. Siis

ac= (b+em)(d+ fm)=0bd+ (efm + bf + ed)m = bd + gm,

missa g on kokonaisluku.

Jakolaskun suhteen kongruensseille pitee seuraavaa: jos ac = bc mod m ja (¢,m) = 1, niin
a = b mod m.

Todistus: Olkoon ac — bc = km. Koska (a — b)c on jaollinen m:lla ja (¢,m) = 1, on
a — b jaollinen m:lla eli a = b mod m.

Yleisemmin: Jos ac = bc mod m ja (¢, m) = d, niin a = b mod %

Kongruenssien avulla saadaan helposti muutamia jaollisuustarkistimia. Koska on voimassa
10 =1 mod 3 ja mod 9, niin

apl0® +ap_110F 71+ ... +a 10 + apg = ar + ax—1+ -+ a1 +ag mod 3

ja mod 9. Téasta seuraa erityisesti, ettd luku on jaollinen kolmella tai yhdeksalla silloin
ja vain silloin, kun sen kymmenjarjestelméesityksen numeroiden summa on jaollinen 3:lla
tai 9:114.

Koska 10 = —1 mod 11, paatelladn samoin, etta luku n on jaollinen 11:1l14 jos ja vain jos
luku, joka saadaan kun n:n kymmenjarjestelmaesityksen ensimmaisesta numerosta vahen-
netaan toinen, lisataan kolmas jne. on jaollinen 11:114.

3.11 Kongruenssiyhtalon ratkaisu. Sanomme, ettd x on kongruenssiyhtilon ax =
b mod m varsinainen ratkaisu, jos axr =b ja 0 < x < m.

Lause. Jos (a,m)|b, niin yhtdlolld ax = b mod m on (a,m) kappaletta varsinaisia ratkai-
suja. Jos (a,m) ei ole b:n tekija, yhtdlolld ei ole ratkaisuja.

Todistus. Etsitddn x ja y siten, ettd ax — b = my eli ax — my = b. Jos (a,m) ei ole
tekijand luvussa b, téllaisia lukuja ei ole (kohta 3.10). Jos (a,m)|b, merkitdén (a,m) = d.

b
Olkoon xg, yo se yhtalon %a: — %y =7 ratkaisu, jolle zo on ei-negatiivinen ja pienin
mahdollinen. Silloin ¢ < % ja xg, To+ %, o + 2%, ooy xo+ (d— 1)% ovat varsinaisia

ratkaisuja.

Fermat’n (pieni) lause on monesti kiyttokelpoinen jaollisuustehtévissa. Olkoon p alku-
luku ja a kokonaisluku, jolle patee (a,p) = 1. Silloin

a?~1 =1 mod p.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd a on positiivinen ja todistetaan, etta p on luvun a? —a =
a(aP~! — 1) tekiji; koska (a,p) = 1, p on tilldin myds luvun a?~1 — 1 tekiji. Jos a = 1
niin a? — a = 0 ja varmasti p|(a? — a). Olkoon a > 1 ja p|(a? — a). Tarkastellaan lukuja

k!(z) =plp—1)...(p—k+1). Nyt p|k! <Z>, mutta jos k < p, niin p ei ole tekijana luvussa

k!. Siis p| <Z>, joten p jakaa luvun

p—1
(a+1)p—ap—lzz(Z)ak:(a—i—l)p—(a-i-l)—(ap—a).

k=1

Induktioaskel on nain otettu. Negatiivisia a:n arvoja koskeva tulos seuraa parittomilla p:n
arvoilla suoraan tésté; jos taas p = 2, on a? — a = a(a — 1); tdmé on jaollinen kahdella
koska a tai a — 1 on parillinen.

Jos (a,p) = 1 ja p on alkuluku, voidaan kongruenssiyhtélo axz = b mod p ratkaista Fermat’'n
lauseen avulla:
r=aP" 'z =aP"%(az) = a?2b mod p.

3.12 Eulerin funktio ja lause. Olkoon ¢(n) niiden lukujen a, 1 < a < n lukumééré,
joille pétee (a,n) = 1. Téaten esimerkiksi ¢(1) = 1, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2, ¢(4) = 2 ja
¢(5) = 4. Positiivisten kokonaislukujen joukossa madritelty funktio ¢ on Fulerin funktio.
Lause. Jos (a,n) = 1, niin a®™ =1 mod n.

Todistus. Olkoot 1 =7y <73 < ... <7g) =n—1ehdon (r;,n) = 1 toteuttavat luvut.

Olkoon ar; = ¢; mod n, 0 < ¢; < n. Jos ¢; = gj, on ar; = ar; mod n ja kohdan 3.10
perusteella r; = r; eli r; = r;. Taman vuoksi

{a1, a2, -+, Qo } = {12, - Ty ;-
Siis myos
TIT2 - Temy = (ary)(ars) ... (argn)) = a®™riry . - T(n) mod n.

Koska (1172 ... 7¢(n), n) = 1, saadaan edelld esitetyn kongruenssien jakolaskuominaisuuden
perusteella 1 = a®(™ mod n.

Jos n on alkuluku, on ¢(n) = n — 1, ja Eulerin lause antaa Fermat'n lauseen (joka siis on
tullut téssé uudelleen ja eri tavalla todistetuksi).

Eulerin lausetta voidaan kayttaa lineaaristen kongruenssien ratkaisemiseen samoin kuin

Fermat’n pientd lausetta: jos (a,n) = 1, niin kongruenssilla az = b mod n on ratkaisu
z = ba®™M—1,

3.13 Kiinalainen jaannoslause. Jos aq, ao, ..., a, ovat kokonaislukuja, jotka ovat
pareittain yhteistekijattomid ((a;, a;) = 1, kun i # 7), jos a = [[;—, a; ja jos by, ba, ..., by,
ovat mielivaltaisia kokonaislukuja, niin on olemassa (ja modulo a vain yksi) luku z, jolle
on patevat yhtalot

r=b;moda;, 1=1,2,..., n.
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3.14 Pythagoraan luvut. Kokonaislukukolmikon (z, y, z) jdsenet ovat Pythagoraan
lukuja, jos

z? + y2 = 22,
Tunnetuimpia esimerkkejia Pythagoraan luvuista ovat lukukolmikot (3a, 4a, 5a) ja
(5a, 12a, 13a).

Pythagoraan lukuja voidaan tuottaa darettoman monta kaavojen
z=(m*—n?)p, y=2mnp, z=(m"+n?p, (1)

missa m, n ja p ovat kokonaislukuja, avulla. Kaikki Pythagoraan luvut ovat toisaalta
muotoa (1).

4 Algebraa

Kilpailutehtavia luokiteltaessa epayhtélotehtavat luetaan algebraan. Tassa luvussa luetel-
lut lauseet ja kasitteen kattavat suunnilleen sen, mita muissa algebrallisissa kilpatehtavissa
edellytetasn. Ns. algebrallisia struktuureja, jotka ovat nykyaikaisen algebran keskeisia tut-
kimuskohteita, kilpatehtavissa ei juuri kasitella.

4.1 Hyodyllisia identiteetteja. Kaavojen manipuloinnissa tavallisimmin hyodyksi
kaytettavid identiteetteja ovat binomin potenssikaavojen ohessa mm.

a? —b? = (a —b)(a+1D),
a® +b* +c? +2(ab+be+ca) = (a +b+c)?,
a" —b" = (a—b)(a" '+ a" b+ Fab" 2+ 0"
a® 4+ b* + ¢ — 3abe = (a + b+ c)(a® + b* + ¢ — be — ca — ab)
(a® + b*)(c? + d?) = (ac — bd)? 4 (ad + bc)?.

Seuraavat summaidentiteetit tulevat myos aika ajoin kayttoon:

Y

= n(n+1) ", nn+1)(2n+1)
k= —"-+> k* =
LT & ;

n?(n + 1)2 = ~nn+1)(n+2)
Zk?’:f, ;k(ls-i—l)_ ; ,

Zk(k—i— 1)k +2) = n(n + 1)(n4+ 2)(n+3),

k=1
- 1 1 - (n+1)(2a + bn)
———=1-—— > (a+bk)= :
P k(k+1) n+1 — 2
—~ _a(l—g"th
> ag S (¢ #1).

k=0
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4.2 Polynomit. Olkoot ag, a1, ..., a, kiinteita lukuja. Muuttujan x funktio p,
p(r) =ao + a1z + - +azz”,

on (yhden muuttujan) polynomi. Jos a,, # 0, niin p:n aste on n, n = deg p. Luvut a; ovat
polynomin p kertoimet, jos ne ovat kaikki kokonaislukuja, rationaalilukuja, reaalilukuja
tai kompleksilukuja, puhutaan vastaavasti kokonaiskertoimisesta, rationaalikertoimisesta,
reaalikertoimisesta tai kompleksikertoimisesta polynomista.

Jos p(r) = 0, niin 7 on p:n nollakohta tai juuri. Jos polynomin aste on < n, mutta
sen nollakohtien lukuméara on > n, niin polynomi on identtisesti nolla eli nollapolynoms.
Téasta seuraa, etta jos kahdella polynomilla on sama arvo useammassa pisteessa kuin poly-
nomeista asteluvultaan suuremman asteluku, niin molemmat polynomit ovat identtisesti
samat.

Toisen asteen reaalikertoimisella polynomilla p(x) = ax?® + bx + ¢, a # 0, on tasan kaksi
reaalista nollakohtaa, jos sen diskriminantti A = b*> — 4ac on positiivinen. Jos A = 0,
p:lla on tasan yksi reaalinen nollakohta. Jos A < 0, p:114 ei ole reaalisia nollakohtia, mutta
kyllakin kaksi kompleksista nollakohtaa. Nollakohtien lausekkeet ovat

1
= —(=b+VA).
2 = 5 )
Toisen asteen polynomi voidaan taydentaa nelioksi:
L A
Yo 4a2 |’

tasta nahdaan mm., ettd tapauksessa A < 0 p ja a ovat aina samanmerkkiset.

ar’+br+c=a

Jos u ja v ovat polynomeja ja degu > 1, niin on olemassa polynomit ¢ ja r, degr < degu,
siten, etta
v(z) = g(z)ulz) +r(z). (1)

Polynomit ¢ ja r voidaan maéarittaa jakolaskualgoritmilla jakokulmassa. Jos u ja v ovat
rationaali- tai reaalikertoimisia, niin ¢ ja r ovat samaa lajia. Jos u ja v ovat kokonaislu-
kukertoimisia ja u:n korkeinta astetta olevan termin kerroin on 1, niin myo6s ¢ ja r ovat
kokonaislukukertoimisia. Jos » = 0, niin v on jaollinen w:lla.

Polynomi h on polynomien u ja v suurin yhteinen tekijd, jos v ja v ovat molemmat jaollisia
h:lla ja h on jaollinen jokaisella polynomilla, jolla u ja v ovat jaollisia. Jos hi ja ho ovat
u:n ja v:n suurimpia yhteisia tekijoitéd, niin hy = chy, missa ¢ on vakio. Suurin yhteinen
tekija loydetaan soveltamalla Fukleideen algoritmia.

Kun jakoyhtél6a (1) sovelletaan polynomiin v(x) = = — a, saadaan

u(x) = (x — a)q(x) + u(a).

Jos a on w:n juuri, niin v on jaollinen (z — a):lla.
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Jos

p(x) = (z —a)"q(x)
ja q(a) # 0, niin a on p:n m-kertainen juuri. Polynomin juurten kertalukujen summa on
enintdan polynomin aste.

Polynomi p on jaoton, jos siitd, ettd p(x) = u(x)v(x) seuraa, ettd joko u tai v on vakio
eli nollannen asteen polynomi. Polynomi saattaa olla esim. rationaalikertoimisena jaoton,
mutta reaalikertoimisena jaollinen jne. (p(xz) = z? — 2 on rationaalikertoimisena jaoton,
koska /2 on irrationaaliluku, muttei reaalikertoimisena: p(z) = (x — v/2)(x +v/2).)

Jokainen vahintadn astetta 1 oleva reaalikertoiminen polynomi voidaan kirjoittaa jaotto-
mien polynomien tulona; esitys on yksikéasitteinen, paitsi tekijoiden jarjestysta ja sita, etta
tekijat voidaan kertoa vakioilla.

Jos
p(z) = apx™ + ap_12" M+ Farz +ag

S

on kokonaiskertoiminen polynomi ja jos rationaaliluku —, missa s:n ja ¢:n suurin yhteinen
q

tekija on 1, on p:n juuri, niin s on ag:n tekija ja ¢ on a,:n tekija.

Jos r1 ja ry ovat polynomin x? 4 ax + b nollakohdat, niin r; + 7o = —a ja rirs = b.
Yleisemmin, jos 71, 72, ..., 7, ovat polynomin

p(z)=2" +ap_12" '+ Farz +ag

juuret (useampikertaiset juuret lueteltuna kertalukunsa osoittaman mééran kertoja) ja jos

S; on summa, jonka yhteenlaskettavina ovat kaikki mahdolliset i:sta luvuista r1, ..., r,
muodostetut tulot, niin S = —a,_1, S2 = ap—2, ..., S; = (=1)"ap—;, Sp = (—=1)"ag. (S;:t
ovat n:n muuttujan symmetrisia polynomeja.
Jos x1, xo, ..., T, ovat keskenaan eri lukuja ja y1, yo, ..., y, mielivaltaisia lukuja, on
olemassa yksikésitteinen enintdén astetta n — 1 oleva polynomi p, jolle patee p(x1) = y1,
p(x2) = y2, ..., p(xy) = yn. p l0ydetddn kdyttamalla Lagrangen interpolaatiokaavaa:
merkitaan
gx)=(x—z)(x—22) .. .- (T — Tp)

ja

g (1) = (21 —x2) (11 —23) - ... (11 — TY),

g (x2) = (xo — 1) (12 —3) - ... - (w2 — Ty)

jne. Silloin

9(@)y 9(x)ys - 9(@)yn
@—a)g (@) | @-aa)g @) @ an)g @)

p(z) =

4.3 Kompleksiluvut. Kompleksiluvut ovat muotoa z = x+iy, missid x = Rz jay = Sz
ovat reaalilukuja ja i2 = —1. Kertolasku:

2w = (x +1iy)(u + iv) = zu — yv + i(zv + yu).
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Jakolasku: _ _
z r+iy  wutyv+i(—av+ yu)
w o utiv u? + v2 '
Kompleksiluvun z = x + 1wy littoluku eli kompleksikonjugaatti on kompleksiluku z =

r +1y = x —1y. Patee

Z+w=7Z+w,
ZW = ZW
zZ, a€ R.

az = az

Kompleksiluvun z reaali- ja imaginaariosat voidaan lausua z:n ja Z:n avulla:

1
x:%z:§(2’+2) yz%zzi(z—z).

Kompleksiluvun z = x + iy itseisarvo |z| on ei-negatiivinen luku
|z| = V2Z = a2 + y2.
Itseisarvolle pétee |zw| = |z||w], josta |2"| = |z|™, ja |z + w| < |z| + |w|.

Jos z = x + iy samastetaan xy-tason pisteen P = (z, y) kanssa, voidaan kirjoittaa x =
|z| cos ¢, y = |z|sin ¢, misséd ¢ on
x-akselin ja suoran OP vilinen kulma. Siis

z = |z|(cos ¢ + isin @) = |z]e*?.
Tassa on kaytetty Eulerin kaavaa
cos ¢ + isin ¢ = €.
— Kulmaa ¢ sanotaan z:n argumentiksi, ¢ = arg z.

Kompleksiluvun esitys itseisarvon ja argumentin avulla johtaa kaavoihin

0 = |Z||w|€i(argz—|—argw),
i — ﬂei(argz—argw)
w o |wl ’

S = |Z|neinargz.

Viimeinen kaava patee kaikilla eksponenteilla n, ja mahdollistaa siten esim. juurien otta-
misen kompleksiluvuista.

Algebran peruslause. Jokaisella kompleksilukukertoimisella polynomilla p, jonka aste
on > 1, on ainakin yksi kompleksinen nollakohta.

Jos reaalikertoimisella polynomilla p on kompleksinen juuri z, on my6s 0 = p(z) = p(Z).
Reaalikertoimisen polynomin kompleksijuuren ohella sen liittoluku on myos juuri. Koska

(r—2)(x—2) = 2?2 — 2Rz + |z|2,

nahdain, etta reaalikertoiminen polynomi voidaan aina esittda ensimmaista tai toista as-
tetta olevien jaottomien polynomien tulona.

Yhtélon 2" = 1 juuret eli n:nnet yksikkdjuuret ovat luvut 1, e?27/m eidn/n gi2(n=1)m/n
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4.4 Kolmannen ja neljannen asteen yhtilot. Kolmannen ja neljannen asteen yh-
taloiden ratkaisukaavoja ei yleensa tarvita kilpailutehtavien ratkaisuissa. Kaavojen johto
esitetaan tassa lyhyesti esimerkkiné algebrallisista tekniikoista.

a
Kolmannen asteen yhtdlo z3 + ax? + bx + ¢ = 0 voidaan sijoituksella z = y — - saada

muotoon y2 4+ py + ¢ = 0. Kun tihin sijoitetaan u + v = y, tullaan yht#loon

u? + v + (3uv + p)(u+v) +¢q=0.

Valitaan u ja v niin, ettd 3uv = —p. Talléin u tulee toteuttamaan yhtéalon
3
3 p
u” — —q=0.
o7us 1

Tami on muuttujan ¢t = u> toisen asteen yhtilo. Kun tdmé yhtilo ratkaistaan ja teh-
dyt sijoitukset puretaan, saadaan alkuperaisen kolmannen asteen yhtalon ratkaisukaavat,
Cardanon kaavat.

Yleisesta neljannen asteen yhtalosta voidaan samoin havittda kolmannen asteen termi.
Tarpeen on ratkaista yhtalo

z* +ar® +br+c=0 (2)

eli
2

2
<x2+g) = —-br—c+ az.

Jos z on (2):n ratkaisu ja y mielivaltainen, niin

a 2 a® a
<x2—|——+y) :—bx—c+——|—2y<a:2+—)+y2 (3)
2 4 2
Pyritdan valitsemaan y niin, ettd yhtélon (3) oikea puoli olisi my6s taydellinen nelié. Tamé
saadaan aikaan valitsemalla oikean puolen x:n toisen asteen polynomin diskriminantti on
nolla. Diskriminantin nollaehto on kolmannen asteen yhtalo y:lle. Kun se ratkaistaan ja
tulos sijoitetaan (3):een, saadaan kahden nelion yhtédsuuruus. Kun siitd otetaan neligjuuri,
jaa jaljelle x:n toisen asteen yhtalo, josta x voidaan ratkaista.

4.5. Funktionaaliyhtalot. Melko tavallinen kilpailutehtavatyyppi on funktionaaliyhtdlo.
Siinéd etsitddn yhden tai useamman muuttujan funktiota, joka toteuttaa joitain ehtoja,
yleensa jonkin tai joitakin yhtaloita jotka ovat voimassa kaikilla muttujan tai muuttujien
arvoilla.

Funktionaaliyhtalotehtavan ratkaisuun ei ole yhtd aina toimivaa reseptiia, mutta usein
paasee alkuun sijoittamalla ehtoyhtaloon joitakin helppoja muuttujanarvoja.

Esimerkki. Etsi kaikki rationaalilukujen joukossa maéritellyt funktiot f, joille f(z+y) =
f(x) + f(y) kaikilla rationaaliluvuilla x ja y (Cauchyn funktionaaliyhtdls).
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Ratkaisu. Sijoitetaan ehtoyhtédléon y = 0. Saadaan f(x) = f(z +0) = f(x) + f(0).
Téstd seuraa f(0) = 0. Olkoon a mikd tahansa rationaaliluku. Sijoitetaan ehtoyht&l66n
x =y = a. Saadaan f(2a) = f(a+a) = f(a) + f(a) = 2f(a). Osoitetaan induktiolla,
ettd f(na) = nf(a) kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n. Asia on jo todettu, kun n =1
ja n = 2. Oletetaan, ettd asia on tosi, kun n = k. Silloin f((k + 1)a) = f(ka + a) =
f(ka)+ f(a) =kf(a)+ f(a) = (k+1)f(a). Osoitetaan, ettd f(n) = nf(a) kaikilla negatii-
visilla kokonaisluvuilla n. Olkoon n negatiivinen kokonaisluku. Silloin —n on positiivinen
kokonaisluku ja 0 = f(0) = f(na + (—n)a) = f(na) + f((—n)a) = f(na) + (—n)f(a).
Siis f(n) = —(—n)f(a) = nf(a). Sijoitetaan a = 1. Saadaan f(n) = nf(1). Olkoon

sitten a = l Nyt f(1) = f (n l) =nf <l) Tastéd ratkaistaan f <l) = lf(l)
n n n n n

Olkoon sitten b mielivaltainen rationaaliluku. Edella saatuja tuloksia yhdistelemélla saa-

daan f (g) =f (p- %) =npf (3) = gf(l). Funktion f on oltava muotoa f(x) = zf(1)

kaikilla rationaaliluvuilla z. Arvoa f(1) ei ole rajoitettu, joten voidaan kirjoittaa f(x) = bz
kaikilla x, missa b on mika hyvéansa rationaaliluku.

Funktionaaliyhtalotehtavan ratkaisuun kuluu olennaisesti saadun ratkaisun oikeellisuuden
tarkastaminen. Ehtoyhtalosta voidaan yleensa johtaa ratkaisun valttamatta toteuttavia
ehtoja. Aina ei ole selvad, ettd nama ehdot ovat riittdvid. Siksi on aina tarkistettava,
ettd saatu funktionaliyhtdlon ratkaisu myos toteuttaa alkuperaisen yhtalon. Esimerkin
tapauksessa asia on selva: jos f(x) = bz, niin f(zx+y) =bz+y) =bxr+by = f(z)+ f(y).

5 Tasogeometriaa

Matematiikkaolympialaisten kuuden tehtavan joukossa on sadnnonmukaisesti ainakin yksi
ja usein kaksikin tasogeometrian tehtavaa. Tehtavat ratkeavat yleensa ainakin ”perintei-
sen” geometrian keinoin, mutta usein voi kayttdd myos analyyttistd geometriaa, vekto-
reita tai kompleksilukuja. Hyodyllista saattaa olla myos ajatella tilannetta geometrisena
kuvauksena: siirtona, kiertona kiintean pisteen ympari, peilauksena suoran yli tai ho-
motetiakuvauksena. — Tassa luvussa asiat esitellaan lahinna luetteloiden, puuttumatta
todistuksiin. Tarkemmin asiaan on syyta perehtya jonkin vanhemman, ennen 1970-lukua
julkaistuun geometrian oppikirjaan, teokseen Lehtinen, Merikoski, Tossavainen: Johdatus
tasogeometriaan tai matematiikan olympiavalmennussivujen materiaaleihin.

Geometrisen tehtavian geometrisessa ratkaisussa tarvittaviin tyokaluihin kuuluvat geomet-
riset peruskésitteet (‘yhdensuuntaisuus’, ’keskinormaali’, 'kehdkulma’, kuvion siséén ja
ympéri piirretty kuvio jne.), lauseet yhdensuuntaisista suorista, kolmioiden yhtenevyys-
ja yhdenmuotoisuuslauseet (”sks”, ”ssk”, "ksk”, ”kks”, "sss”; "kk”), tasakylkisten kol-
mioiden perusominaisuudet, suunnikkaiden, suorakulmioiden ja vinoneliGiden perusomi-
naisuudet; lause puoliympyran sisdltaméstd kehdkulmasta (Thaleen lause), Pythagoraan
lause, suorakulmaisen kolmion sivujen suhteet (trigonometriset funktiot) jne.; tdrkeimmat
geometriset kuvaukset (symmetria pisteen ja suoran suhteen, siirto ja kierto, homotetia).
Perusvalineita ovat myos mm. seuraavan luettelon tulokset.

5.1. Yhdensuuntaiset ja kohtisuorat. Kulmat, joiden vastinkyljet ovat kohtisuo-
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rassa toisiaan vastaan, ovat yhta suuret: jos ZABC ja ZDEF ovat joko molemmat teravia
tai molemmat tylppia ja jos ABLDFE ja BCLEF, niin ZABC = ZDFEF.

Jos nelja suoraa ¢, {5, {3 ja 4 ovat yhdensuuntaisia, ja suorien /1 ja {5 jostakin suorasta
erottama jana on yhta pitka kuin suorien /3 ja ¢, téstd suorasta erottama jana, niin pari
{1, {5 erottaa jokaisesta suorasta yhta pitkdn janan kuin pari f3, £4.

Puolisuunnikkaan ABC' D ei-yhdensuuntaisten sivujen BC' ja AD keskipisteet yhdistavan
janalla F'F' on seuraavat ominaisuudet:

(a) EF'|| AB;
1
(b) |EF| = 5(|AB| +|CDI);
(c) EF puolittaa jokaisen janan, jonka toinen paatepiste on AB:ll4 ja toinen C'D:l4.

Koska kolmio ABC' on puolisuunnikkaan ABC' D surkastuma, ominaisuudet (a), (b) ja (c)
koskevat myo6s kolmion sivujen keskipisteiden yhdysjanaa.

5.2. Kolmioiden osat. Kolmion mediaanien, korkeusjanojen ja kulman puolittajien
leikkauspisteet:
(a) kolmion kolme keskijanaa leikkaavat toisensa samassa pisteessi (kolmion paino-
pisteessd), ja tdma piste jakaa jokaisen keskijanan suhteessa 2 : 1;
(b) kolmion kulmien puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessd, joka on yhté
etaalla kolmion sivuista;
(c) kolmion korkeusjanat leikkaavat toisensa samassa pisteessd (kolmion ortokeskuk-
sessa).

Kolmion kulman vieruskulma on kolmion kahden muun kulman summa. Kolmion pidem-
paa sivua vastassa oleva kulma on suurempi kuin lyhempéaa sivua vastassa oleva kulma.

Suorakulmaisen kolmion hypotenuusaa vastaan piirretty keskijana on puolet hypotenuusas-
ta; jos kolmiossa jokin keskijana on puolet hypotenuusasta, niin kolmio on suorakulmainen.

Kolmion ABC' kulman C' puolittaja jakaa vastaisen sivun AB = c viereisten sivujen suh-
/

teessa: @4
b
Suorakulmaisen kolmion metriset ominaisuudet: jos ¢ on kolmion hypotenuusa, a ja b
sen kateetit, h hypotenuusaa vastaava korkeusjana ja a’, b’ kateettien projektiot hypote-
ab
nuusalle, niin (a) h? = ab; (b) a? = a’c; (c) b =V'¢; (d) a®> +b* = c2; (e) h= —.
c
Pythagoraan lauseelle (d) sukua on

Suunnikaslause. Suunnikkaan sivujen a ja b nelididen summa on sama kuin lavistajien
dy ja dy nelididen summa: di2 + dy? = 242 + 2b2.
Merkitadn kolmion ABC' karjessa A olevaa kulmaa myos A:lla ja kolmion kulmaa A vas-
tassa oleva sivua a:lla (vastaavasti B, C, b, ¢).
Kosinilause.

a? = b? + ¢ — 2bccos A.

Sinilause.
a b c

sinA sinB sin C

2R,
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missa R on kolmion ympari piirretyn ympyréan sade.
Kolmion muodon ja sen sivujen pituuksien a, b ja ¢ valinen yhteys: jos ¢ on pisin sivu,

niin (a) kolmio on terdvikulmainen, jos ¢* < a? + b%; (b) kolmio on suorakulmainen, jos
c? = a? + b?; (c) kolmio on tylppikulmainen, jos ¢? > a? + b2.

Ns. kolmion merkillisia pisteita koskevat tulokset ovat kaikki erikoistapauksia seuraavasta
lauseesta.

Cevan lause. Kolmion ABC kérjista vastakkaisten sivujen pisteisiin D, E ja F piirretyt
janat leikkaavat samassa pisteessa silloin ja vain silloin, kun

AD BE CF _

BD CE AF _©

Hengeltaan samanlainen on

Menelaoksen lause. Olkoot X, Y ja Z pisteitd kolmion ABC sivuilla BC, CA ja AB
tai niiden jatkeilla. Jos suorilla AB, BC' ja C'A on kullakin méaritelty positiivinen suunta
ja [PQ)] tarkoittaa suoran pisteiden P ja @ etdisyyttd varustettuna + tai —merkilld sen
mukaan, onko ) P:n oikealla vai vasemmalla puolella, niin

[BX] [CY] [AZ]

Cx] 4] Bz~

silloin ja vain silloin, kun X, Y ja Z ovat samalla suoralla.

5.3. Ympyra. Ympyrin tangentin ominaisuudet: (a) sivuamispisteeseen piirretty side
on kohtisuorassa tangenttia vastaan; (b) ympyran ulkopuolisesta pisteestd ympyralle piir-
retyissad tangenteissa yhteisen pisteen ja sivuamispisteiden yhdysjanat ovat yhta pitkat
ja tangenttien ja pisteen ympyran keskipisteeseen yhdistavan suoran valiset kulmat yhta
suuret.

Ylldattavan usein matematiikkakilpailutehtéavan ratkaisu perustuu seuraavaan kehdakulma-
lauseeseen: (a) ympyran keskuskulma ja sen erottama kaari ovat yhta suuret; (b) ympyran
kehakulma on puolet vastaavasta kaaresta, ja siten samaa kaarta vastaavat kehdkulmat
ovat yhtéd suuret; (c) tangenttikulma on puolet vastaavasta kaaresta.

Kolmiot ja ympyréat: (a) jokaisen kolmion ympéri voidaan piirtda ympyra: sen keskipiste on
kolmion sivujen keskinormaalien leikkauspiste; (b) jokaisen kolmion siséén voidaan piirtaé
ympyra: sen keskipiste on kolmion kulmien puolittajien leikkauspiste.

Nelikulmiot ja ympyrat: (a) nelikulmion ympéri voidaan piirtdd ympyréa silloin ja vain
silloin, kun nelikulmion vastakkaisten kulmien summa on 180° (o + = 180°) télloin
nelikulmiota sanotaan jinnenelikulmioksi; (b) nelikulmion sisdén voidaan piirtda ympyréa
silloin ja vain silloin, kun sen vastakkaisten sivujen pituuksien summa on sama (a + ¢ =
b+d).

Metrisié relaatioita ympyréssa: (a) jos ympyran jinteet AB ja CD leikkaavat pisteessi
M, niin |[AM|-|BM| = |CM|-|DM]|; tulon yhteinen arvo on pisteen M potenssi ympyrin
suhteen; (b) jos M AB ja M CD ovat ympyran sekantteja, niin [AM|-|BM| = |CM|-|DM]|;
(c) jos M AB on ympyrin sekantti ja M C ympyrin tangentti, niin |[AM|-|BM| = |CM|>.
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5.4. Pinta-alat. Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on yhdenmuotoisuus-
suhteen nelio.

1
Kolmion ABC ala S voidaan laskea kaavoista (a) S = §ah, missa h on sivua a vastaava

1 b
korkeus; (b) S = iab sinC; (c) S = Z—RC, missd, R on kolmion ympéri piirretyn ympyran

1
side; (d) S = pr, missé p = i(a + b+ ¢) ja r on kolmion sisdén piirretyn ympyrén séde ja

(e) S =+/p(p—a)(p —b)(p —c) (Heronin kaava).

1
Jos ympyréan sdde on R, niin sektorin ala on S = §R2a, missa « on sektorin keskuskulma

radiaaneissa.

1
Ympyran segmentin ala on S = §R2(oz —sina).

6 Kombinatoriikkaa

Kombinatorisiksi luokitellaan usein melkein kaikki sellaiset kilpailutehtavat, jotka eivat
ole selvisti algebraa, geometriaa tai lukuteoriaa. Kombinatorisessa tehtavassad on usein
tavalla tai toisella kyse jonkin joukon lukumééarasta, esimerkiksi eri tavoista tehda jokin
asia, vaikkapa jonkin ruudukon varittaminen tietyin sadnnoin. Kombinatorinen tehtava
voi myo0s olla vaikkapa kysymys siita, onko tietyin saannoin pelattavassa pelissa jollakin
pelaajalla mahdollisuus voittaa riippumatta siitd, miten vastustajat pelaavat.

6.1. Laatikkoperiaate. Tavallisin matematiikkakilpailutehtavien kombinatorinen tyo-
kalu on kyyhkyslakkaperiaate eli (Dirichlet’n) laatikkoperiaate. Sen yksinkertaisin muoto
on seuraava:

Jos n + 1 esinetta sijoitetaan umpimahkaan n:aan lokeroon, niin ainakin yhteen
lokeroon tulee ainakin kaksi esinetta.

Hiukan kehittyneempi versio laatikkoperiaatteesta on seuraava:

Jos kn + 1 esinettéa sijoitetaan umpimahkéan n:dan lokeroon, niin ainakin yhteen
lokeroon tulee ainakin k + 1 esinetta.

Laatikkoperiaate on tehokas tilanteissa, joissa pyritaan osoittamaan, etta jokin asia on
olemassa. Se ei anna tarkempaa tietoa siitd, mika kyseinen olio on.

Valaistaan laatikkoperiaatteen kayttoa kolmella esimerkilla:

Esimerkki. Olkoon S nelio, jonka sivun pituus on 2. Todista, etta jos Py, P», P35, Py ja

Ps ovat S:n sisapisteita, niin ainakin yksi janoista P;P;, ¢ # j, on pituudeltaan enintaén

V2.

Ratkaisu. Jaetaan S sivujen suuntaisilla janoilla neljaksi yhta suureksi nelioksi. Vii-
desta pisteesta kaksi on valttaméatta samassa pikkuneliossa. Naiden pisteiden etaisyys on
enintéin sama kuin pikkunelion lavistajan pituus eli v/2.

Esimerkki. Olkoon annettuna 1001 positiivista kokonaislukua, kukin < 2000. Osoita,
etta ainakin yksi luvuista on tekijana jossakin muussa.
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Ratkaisu. Olkoot luvut xz; = 2™y,;, i =1,, 2, ..., ,1001, missa y; on pariton kokonaisluku
jan; > 0. Olkoon M = {y;|i=1, 2, ...1001}. Jokainen M:n alkio on pariton ja < 2000.
Téllaisia lukuja on enintaén 1000 erilaista. Siis y; = y; joillakin ¢ # j. Jos n; < nj, niin
x; on x;:m tekijé; jos n; > nj, niin z; on z;:n tekija.

Esimerkki. On annettu kymmenen kaksinumeroisen kokonaisluvun joukko. Osoita, etta
joukolla on kaksi erillista osajoukkoa, joiden alkioilla on sama summa.

Ratkaisu. Kymmenalkioisella joukolla on 219 — 1 = 1023 erilaista epéityhjii osajoukkoa.
Jokaisessa on enintdan 10 lukua, ja naista kukin on enintaan 99, joten minké&an osajoukon
alkioiden summa ei ole suurempi kuin 1000. On olemassa (useitakin) osajoukkopareja,
joiden alkioilla on sama summa. Jos kahdesta tallaisesta osajoukosta poistetaan niiden
mahdolliset yhteiset alkiot, saadaan tehtévéssa vaaditut kaksi erillistd osajoukkoa. (Teh-
tdva on kansainvilisistd matematiikkaolympialaisista vuodelta 1972.)

6.2. Summan ja erotuksen periaate. Kombinatoriikassa lasketaan yleensa joitakin
ehtoja tayttavien olioiden lukumaaria. Tarkea tyokalu on summan ja erotuksen periaate.
Jos dérellisen joukon A alkioiden lukuméaérad merkitdan | Al:lla, niin ilmeisesti

|AUB| = |A|+ |B| —|AN B.

Induktiolla voidaan todistaa yleisemmin

AT UAy UL UA =D A =) AN A
i=1 i<j
+ > ANANA =+ (D)MA N AN N Ay
i<j<k
Esimerkki. Olkoon X joukko, jonka alkioina ovat kaikki kirjaimista a, b, ¢ ja d muodos-

tetut n-kirjaimiset sanat. Monessako sanassa w € X esiintyvéat kaikki kirjaimet a, b, ¢ ja
d?

Ratkaisu. Olkoon A = {w € X | a el esiinny w:ssd}. Maaritellddn joukot B, C' ja D

vastaavasti. Talloin |A| = |B| = |C| = |D| =3" |[ANB| =]ANC| = ... =2" ja
[ANBNC|=|ANnBND| =... =1. Summan ja erotuksen periaate antaa kysytyksi
lukumaéaaraksi

IX\(AUBUCUD)|=4"—-4-3"+6-2" — 4.

6.3 Kombinaatiot, variaatiot ja permutaatiot. Olkoon |X| = n, X =
{z1, x2, ..., xp}. Joukon X k-variaatio on X:n k:n eri alkion muodostama jérjestetty
jono (z;,, Tiy, ..., x;, ). Joukon X k-kombinaatio on X:n k:n eri alkion muodostama (jér-
jestdéméaton) joukko {z;,, xig, ..., z;, }. (Huomaa, ettd jos a # b, niin (a, b) # (b, a),
mutta {a, b} = {b, a} = {a, a, b, b, a} =....)
Lause. Kun |X| = n, niin joukolla X on

n!

k-variaatiota.
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Todistus. k-variaatiossa (x;,, ©i,, ...x;, ) voidaan z;, valita n:lld tavalla, z;, n — 1:1l&
tavalla jne.

Kun |X| = n, niin X:n n-variaatioita kutsutaan permutaatioksi. X:11& on n! eri permutaa-
tiota. Permutaatiot kuvaavat tapoja luetella kaikki X:n alkiot; ne vastaavat myos joukon
X bijektioita eli kdantaen yksikasitteisia kuvauksia itselleen.

Lause. Kun |X| = n, niin X :lld on

k-kombinaatiota.

Todistus. Viite seuraa heti edellisesta lauseesta, silla jokaisesta k-kombinaatiosta saadaan
jarjestamalla k! eri k-variaatiota.

Jos tulo (a+b)™ kirjoitetaan muotoa Cnie@®b"F olevien termien summaksi, niin ¢, = < ) ,

k

silld eri tapoja valita n:stéd tulon tekijéstd ne k, joista termiin a*b™~* tulevat a:t, on yhtd
monta kuin n-alkioisen joukon k-kombinaatioita. Nain tulee perustelluksi binomikaava

oo =30 (1)t

k=0

6.4 Sijoittelut. Tarkastellaan joukkoja X = {z1, z2, ..., x,} ja Y = {y1, y2, ...,
Ym }. Ajatellaan alkioita x; esineind ja alkioita y; lokeroina, joihin néité esineité yritetdan
sijoittaa. Kysytaan, monellako eri tavalla tdméa voidaan tehda. Taméa kysymys voidaan
esittaa eri muunnelmina.

A. Haluamme tietadd jokaisesta alkiosta, missé lokerossa se on. Talloin vastaus on tietysti
m-m-...-m=m".

B. Olemme kiinnostuneita vain siitd, miten monta alkiota kussakin lokerossa on. Merkitdan
lokerossa y; olevien esineiden lukumaaraéd n;:lla. Kysymme nyt, miten monta eri jonoa
(n1, na, ..., n,y) on sellaista, joille

m

E nj:n.

J=1

Tallaisia jonoja kutsutaan joukon Y n-jakaumiksi. Esimerkiksi kun n = 2 ja m = 3,
n-jakaumia on 6.

Lause. Kun |Y| =m, niin Y :n n-jokaumien lukumddrd on

)
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Todistus. Ajatellaan lokerikkoa, jossa on vierekkéin n+m—1 lokeroa. Jos néista lokeroista
valitaan mitka tahansa m — 1 kappaletta, ja ensimmaisen valitun lokeron vasemmalle puo-
lelle jaa nq lokeroa, ensimmaisen ja toisen valiin ngy lokeroa jne., niin ny +no+- - -4+n,, = n.
Jokainen eri (m — 1):n lokeron valinta johtaa eri n-jakaumaan, ja jokaista n-jakaumaa vas-
taa yksikésitteinen (m — 1) ”véliseinélokeron” valinta. m-jakaumia on siis yhtéd paljon
kuin (n +m — 1):n alkion (m — 1)-kombinaatioita, eli

()2

C. Ollaan kiinnostuneita vain siita, mitka X :n alkiot ovat samassa lokerossa, ei siita, miké
lokero tdm& on. Nyt kyseessid ovat n:n alkion ositukset. Jos p(n, m) on n-alkioisen joukon
m~ositusten lukumaéara, niin on voimassa helposti induktiolla todistettava palautuskaava

kappaletta.

p(n, m) =mp(n—1, m)+p(n—1, m —1).

D. Jos seka alkiot etta lokerot jatetdan nimeamatta, niin kysymys on siita, kuinka monella
tavalla lukumaara n voidaan esittaa summana

n=mny+mny+: -+ Nm,

missa jokainen m; on kokonaisluku ja > 0. Tallaista esitystd kutsutaan n:n partitioksi;
lukujen n; jarjestykseen ei kiinnitetd huomiota. Esimerkiksi luvulla 5 on 7 partitiota:
5 =4+4+1=34+2=34+14+1=24+14+14+1=14+1+1+1+1=2+2+1
Kysymys partitioiden lukumaarasta yleisessa tapauksessa on melko hankala, eika siihen
puututa tassa lahemmin.

6.5. Differenssiyhtilot. Palautuskaava médrittelee lukujonon (a,,) siten, ettd jonon
ensimmaiset k (kK > 1) lukua annetaan sellaisinaan, ja jonon loput luvut méaaritelldén
kaavalla

an = f(CLn_l, Ap—2, ., an—k—l—l; n)

Eras usein esiintyva erikoistapaus on muotoa
Coap + Crapn-1+ -+ Crapn_r = f(n) (Y)

oleva palautuskaava. Jos lukujonon ag, a1, as, ... termit toteuttavat yhtélon (Y) ja jonon
by, b1, bo, ... termit toteuttavat vastaavan homogeenisen yhtalon

Coay, + Crap_1+ -+ Crap_r =0, (HY)
niin jonon ag + by, a1 + by, ... termit toteuttavat mydskin yhtéalon (Y). Téstd seuraa, etté

yhtélon (Y) kaikki ratkaisut saadaan, jos yhtdlon (HY) mielivaltaiseen ratkaisuun lisdtdan
miké hyvénsa yhtdlon (Y) yksittdinen ratkaisu.



24

Yhtalon (HY) ratkaisemiseksi kokeillaan yritettd a,, = Aa™. Kun tdmaé sijoitetaan yhtéa-
loon, nahdaan, etta jos

Coa” +Cra" P4+ +C, =0, (KY)
niin yrite on (HY):n ratkaisu. Yhtédlo (KY) on (HY):n karakteristinen yhtdlé. Jos karak-
teristisella yhtalolla on r kappaletta eri suuria reaalijuuria oy, as, ..., «,, niin jokainen

summa
a, = Aol + Asay + -+ Ay

on (HY):n ratkaisu. Jos karakteristisella yhtalolla on kompleksijuuria tai moninkertaisia
juuria, niin homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu saadaan hiukan eri muodossa.

Esimerkki. Fibonaccin luvut maaritellaan palautuskaavoilla ag = a1 = 1, ap41 = a, +
an—1. Karakteristinen yhtilo on a? — o — 1 = 0, ja sen juuret ovat

1++5
5

jonon luvut ovat siis muotoa

1+v5\ 1-v5\"
) ),

Kertoimet A; ja Ay maarittyvat ehdoista ag = a; = 1; saadaan

1 1+V5 _ 11-5
NP 2 V5 2

Ay =
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