Lukuteorian kertausta ja syvennysta

Tehtévia jaollisuudesta

1. Olkoot a, b, ¢ ja d kokonaislukuja, joille a # ¢ ja (a — ¢) | (ab + cd). Osoita,
ettd (a — ¢) | (ad + be).

2. Olkoon n pariton positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd 24 | (n® — n).

3. Olkoon p alkuluku, jolle myds p? + 2 on alkuluku. Osoita, ettd tilldin myos
p® + 2 on alkuluku.

4. Mité p voi olla, jos p, p+ 10 ja p + 14 ovat kaikki alkulukuja?

5. Olkoon p alkuluku. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut x ja y, joille

22 —y? =p.

6. Olkoon p alkuluku. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut x ja y, joille
11 1
T Yy p

7. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut x, y ja z, joille

day —x —y = 22

Qo

. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut x, y, joille
y2 =24+ 7.
9. Osoita, etté positiivisella kokonaisluvulla n on pariton mééara tekijoita jos ja

vain jos n on nelidluku.

10. Olkoon a positiivinen kokonaisluku, jolle 2* — 1 on alkuluku. Osoita, etta
talloin 27~ 1(2" — 1) on téiydellinen luku.

11. Todista seuraava seitsemallé jaollisuussédanto: Olkoon n vahintdan kolmi-
numeroinen positiivinen kokonaisluku, jonka viimeinen numero on d. Lasketaan
m = (n—d)/10 — 2d. Talldin 7 | n jos ja vain jos 7 | m.

12. Voiko nelidluvun numeroiden summa olla 19777

Kongruenssit

13. Olkoon m positiivinen kokonaisluku, ja olkoon P kokonaislukukertoiminen
polynomi. Osoita, ettd jos kokonaisluvuille = ja y patee £ = y (mod m), niin
my6s P(z) = P(y) (mod m). Osoita lisdksi, ettd jos © # y, niin patee myds

(z—y) | (P(x) - P(y)).

14. Olkoon p pariton alkuluku, ja olkoot x1, 3, ..., x, kokonaislukuja, joille
A T T +2b7'=0 (mod p).

Osoita, ettd talloin z; = xp (mod p) joillakin k, £ € {1,2,...,p}, joille k # £.



15. Olkoot P ja @ kokonaislukukertoimisia polynomeja, joille P(1000) = 1000,
P(2001) = 2000 ja Q(0) = 5. Etsi kaikki kokonaislukuratkaisut a yhtalolle

Q(P(z)) =0.
16. Etsi kokonaisluvut n, joille ¢(n) = n/2.

17. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettéd on olemassa n perdkkéisté
kokonaislukua, joista jokainen on jaollinen ainakin kahdella eri alkuluvulla.

18. Olkoon p pariton alkuluku. Mitéd ovat
12.32.52. ... (p—2)% ja 22-4%2.6%-.... (p—1)
modulo p?

19. Olkoon p pariton alkuluku. Osoita, ettd jos p =1 (mod 4), niin

((zo;l)!)25_1 (mod p),

ja ettd jos p = —1 (mod 4), niin

<p21>!:1 tai —1 (mod p).

Joidenkin yhtéléiden kokonaislukuratkaisuista

20. Osoita, ettd yhtalolla
2 +yP+ 22 =3"

on kokonaislukuratkaisu jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n.
21. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut x ja y, joille
2yt =7

22. Olkoon p alkuluku, ja olkoon p # 3. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut
x, y ja z, joille

23 4 3y3 +92% — 3pryz = 0.
23. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut z, y ja z, joille

2?4 y% + 2% — 20yz = 0.
24. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut x ja y, joille
25 + 323 +1 =92

25. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut x ja y, joille

z(z+1)(z +2)(z + 3) = y*.



Vihjeiti
. Tarkastele lukujen ad + bc ja ab + cd erotusta.
. Totea, ettd n® = (n — 1)n (n + 1).
. Tarkastele ensin tapausta p # 3. Mitd p? 4+ 2 on modulo 3?

1

2

3

4. Tarkastele lukuja modulo 3.

5. Kirjoita 22—y? = (z + y) (x — v), ja hyddynni yksikiisitteisti tekijoihinjakoa.
6.

Yhtilén voi kirjoittaa muodossa (z — p) (y — p) = p?, ja jélleen yksikisittei-
nen tekijoihinjako on hyodyllinen.

7. Muokkaa yht&lod niin, ettd vasen puoli tdydentyy tuloksi (4o — 1) (dy — 1).
Téssé on hyodyllistd tietéad, ettéd jos g on alkuluku, jolle ¢ = 3 (mod 4), niin —1
ei ole nelionjadnnos modulo gq.

8. Tissi on luonnollista aloittaa kirjoittamalla yht#lé muodossa y? +1 = 23+ 8.
Jaa oikea puoli tekij6ihin ja késittele erikseen tapauksia 2 | z ja 2 t . Tapauk-
sessa 2 1 x tarkastele oikean puolen toisen asteen tekijad, ja muista, milloin —1
on neliénjadnndés modulo alkuluku.

9. Jos luvun n > 1 alkutekijdhajotelma on

T

n= sz”, niin d(n) = H (g +1).

=1 =1

10. Luvun n sanotaan olevan tdydellinen, jos o(n) = 2n. Jos luvun n > 1
alkutekijahajotelma on

r roartl

n=[[rt, niin o)=J[(Q+pe+pi+... + Hp

-1
=1 =1 =1 Pr

11. Tarkastele suoraan kongruenssia m = 0 (mod 7), ja yritd johtaa siitd n =0
(mod 7), ja ki&ntéen.

12. Kolmella ja yhdeksélla jaollisuussadnnot ovat tassd molemmat hyodyllisia.
13. Jos z = y (mod m), niin myds 22 = y? (mod m), 2% = y* (mod m), ...

14. Fermat'n pienen lauseen nojalla 27! =1 (mod p), kun z on kokonaisluku,
jolle £ 0 (mod p).

15. Jos kokonaisluvuille z ja y patee = y (mod 2), niin my6s P(x) = P(y)
(mod 2).

16. Jos luvun n > 1 alkutekijdhajotelma on

anpg, niin  p(n 7711—[]9@71.
{=1

17. Kokeile kiinalaista jadnnoslausetta niin, ettd moduluksina on sopivia kahden
eri alkuluvun tuloja.




18. Wilsonin lause on téssd hyddyllinen, samoin kuin havainto, ettd kaikille
kokonaisluvuille k pdtee k = (—=1) (p — k) (mod p).

19. Wilsonin lause on tdssd hyodyllinen, samoin kuin havainto, ettéd kaikille
kokonaisluvuille &k pdtee k = (—=1) (p — k) (mod p).

20. Totea, ettd riittda tarkastella tapauksia n € {0, 1, 2}.
21. Mité tapahtuu, jos tarkastelet yhtdl6d modulo 13?7

22. Totea ensin, ettd 3 | x, seuraavaksi, ettd 3 | y, ja sitten, ettd 3 | z. Voiko
tassé toteuttaa ddrettémén laskeutumisen?

23. Totea ensin, etteivit kaikki tuntemattomat voi olla parittomia. Totea sitten,
ettd 22 +y?+22 =0 (mod 4). Miti tisti seuraa lukujen z, y ja 2 parillisuudelle?
Voisiko téssa toteuttaa darettémén laskeutumisen?

24. Millaisia lukuja ovat 2°, (2% + 1)2 ja (2% + 2)%?

25. Millaisia lukuja ovat 2, (z + 1)* ja (2 + 2)*?



Ratkaisuita

1. Aloitetaan toteamalla, etté
(ad +bc)—(ab+cd) =ad—cd—ab+cb=(a—c)d+(c—a)b=(a—c)(d—D).
Tamaéan vuoksi, jos toinen luvuista ad + bc ja ab + cd on jaollinen luvulla a — c,
niin myos toisenkin on oltava.

2. Todetaan ensin, etti n® —n = (n — 1) n (n + 1). Koska téissi on kolme periik-
kéistéd kokonaislukua, jonkin niistd on oltava jaollinen kolmella. Toisaalta, koska
n on pariton, niin luvut n £ 1 ovat parillisia, ja perdkkéiisiné parillisina lukuina
toinen niistd on jaolinen neljalla. Yhdistamalld ndma havainnot saadaan

24=2-3-4|(n—1)n(n+1)=n*—n.

3. Jos p # 3, niin p = 41 (mod 3), ja edelleen p> +2 =1+ 2 = 0 (mod 3).
Mutta toisaalta p? +2 > 2242 > 3, eli nyt p? +2 ei voisikaan olla alkuluku. Siis
ainoa mahdollisuus on p = 3, jolloin p? + 2 = 11 ja p3 4+ 2 = 29 ovat molemmat
alkulukuja.

4. Modulo kolme kyseiset luvut ovat
p=p, p+10=p+1, ja p+14=p+2 (mod 3).

Siispé jokin luvuista p, p + 10 ja p 4+ 12 on kolmella jaollinen. Koska p + 14 >
p+ 10 > 3, voi olla ainoastaan p = 3. Té&lldin p 4+ 10 = 13 ja p + 14 = 17 ovat
alkulukuja, eli p = 3 tosiaan on mahdollinen arvo.

5. Yhtalosta seuraa, etta

(z+y)(x—y) =p

Koska x +y > 0 jap > 0, on myds x —y > 0. Siis x > y ja £ y ovat luvun
p positiivisia tekijoita. Koska luvun p ainoat positiiviset tekijat ovat 1 ja p, voi
olla ainoastaan

r+y=p, ja xz—y=1
Talla yhtaloparilla on tdsmaélleen yksi rationaalinen ratkaisu, nimittain

poptt Pl
Tamé on kokonaislukuratkaisu tdsmélleen silloin kun p on pariton.
6. Lavennetaan ja kerrotaan kaikki auki, jolloin saadaan ensin
p(z+y)==zy, jasitten (z—p)(y—p)=p”

Nyt  — p on luvun p? tekijé ja voi olla vain ja ainoastaan p2, p, 1, —1, —p
tai —p?, jolloin tekijin y — p tdytyy vastaavasti olla 1, p, p?, —p?, —p tai —1.
Yhtaloparien

{x—p=ﬁ, {x—p=p7 {x—sz
y—p=1, y—p=p, y—p=rp?

r—p=-1, r—p=-—p, . z—p=—p*
o — 2 oy — ) Ja —p=—-1
y—p=—p°, y—p=-—p, y—p=-1,



ratkaisut ovat

{xpzﬂn {x2p7 {xp+1, {zpl, {:cO, {xpp27
y=p+1, ly=2p, ly=p"+p y=p-p> =0 ly=pr-1,
joista ainoastaan kolme ensimmaéista ovat positiivisia kokonaislukuratkaisuita.

7. Kirjoitetaan yhtilé muodossa
(4r —1) (4y — 1) = (22)* + 1.

Vasemman puolen tekija 4x — 1 on varmasti positiivinen ja pariton. Sen kaikki
alkulukutekijat ¢ ovat = £1 (mod 4). Jos ne kaikki olisivat = 1 (mod 4), olisi
my6s 4z — 1 téllaisten lukujen tulona = 1 (mod 4), mité se ei ole. Siispé luvulla
4z — 1 on ainakin yksi alkulukutekija ¢, jolle ¢ = —1 (mod 4). Mutta nyt

q|((22)?+1), eli —1=(22)* (mod g),
mikd on mahdotonta. Taten halutunlaisia ratkaisuita ei ole.
8. Todetaan ensin, ettéd jos x on parillinen, niin

v’ =2°+7=0+3=3 (mod 4),

miké on mahdotonta. Siis on oltava 2 { z, eli z = £1 (mod 4). Yhtélostd seuraa,
etta
Y+1l=2"+8=2"+2°=(z+2) (2* —22+4).
Ensinnékin
22 =22 +4=(xr—-1)*+3>0,
ja toisaalta
22 =22 4+4=1F2+4=-1 (mod 4).
Tekijs 22 —2x+4 on siis positiivinen ja pariton, ja sen kaikki alkulukutekijit ovat
= £1 (mod 4). Jos ne kaikki olisivat = 1 (mod 4), niin my6s 2% — 2z + 4 olisi
sellaisten lukujen tulona = 1 (mod 4), mit# se ei ole. Siispé luvulla 2 — 22 + 4
on oltava ainakin yksi alkulukutekijé ¢, jolle ¢ = —1 (mod 4). Mutta nyt

q | (:1/2—1—1)7 eli —1=vy* (mod q),
miké on mahdotonta.

9. Todetaan ensiksi, ettd n = 12 vain ja ainoastaan silloin kun d(n) = 1. Voimme
siis tarkastella tilannetta, missd n > 1 ja d(n) > 1. Olkoon luvun n kanoninen
alkutekijahajotelma
,
n=[1r
=1

missé r € Z4, p1 < p2 < ... < p, ovat eri alkulukuja ja eksponentit ay, ag, ...,
a,- ovat positiivisia kokonaislukuja. T&lloin luvun tekijoiden lukumééra on
T
dn) =[] (e +1).
(=1

T&am4 tulo on pariton jos ja vain jos sen jokainen tulontekija on pariton. Toisin
sanoen, 2 1 d(n) tdsmélleen silloin kun eksponenteista ag, as, ..., o, jokainen
on parillinen, mikd taas puolestaan pitda paikkaansa tdsmaélleen silloin kun n
on nelioluku.



10. Olkoon kokonaisluvun n > 1 kanoninen alkutekijdhajotelma
n=[Ir
=1

missi r € Z4, p1 < p2 < ... < p, ovat eri alkulukuja, ja eksponentit a;, as,
..., a, ovat positiivisia kokonaislukuja. T&ll6in luvun n tekijéiden summa on

r ) r pzxﬁ_l*l
o) =] (L +pet+pi+...+p5) =H71
=1 =1 P~

Erityisesti, jos a € Z,; on sellainen, ettd 2 — 1 on alkuluku, niin kyseessd on
pariton alkuluku. Voimme sitten laskea suoraan, etté

2a—1+1 -1
o271 (20 -1)) = 1

11. Jos m =0 (mod 7), niin (n — d)/10 = 2d (mod 7). Kertomalla puolittain
luvulla 10 tésta seuraa, ettd n —d = 20d (mod 7), eli n = 21d =0 (mod 7).
Kééntden, josn =0 (mod 7), niin n = 21d (mod 7), jan—d = 20d (mod 7).
Kertomalla puolittain luvulla 5 saadaan
n—d n—d

=5-1
10 5-10 10

mistéd seuraa, ettd m =0 (mod 7), kuten pitdékin.

(1420 —1)=(2"—1)-2°=2-2"1 (2% —1).

=5(n—d)=100d =2d (mod 7),

12. Merkitddn positiivisen kokonaisluvun n numeroiden summaa s(n). Tunne-
tusti n = s(n) (mod 3) jan = s(n) (mod 9). Jos nyt olisi s(a?) = 1977 jollakin
positiivisella kokonaisluvulla a, niin koska 3 | 1977, olisi 3 | a?. Edelleen, olisi
3] aja9|a? jaolisioltava 9 | 1977. Mutta itse asiassa 9 1 1977. Siis nelisluvun
numeroiden summa ei koskaan voi olla 1977.

13. Olkoon polynomi P(z) vaikkapa

P(z) = apa" + an—w"_l +...+ ang + a1x + ag,

missd n € Z, U {0} ja ag, a1, ..., a, ovat kokonaislukuja. Nyt
1=1 ap = ag
T=y a1T = ary
x? =9y? asr? = axy?
ja edelleen ) (mod m).
xn—l = yn—l an_lxn—l = an—lyn_l
" =y" anx™ = ay"

Laskemalla ndmé viimeiset kongruenssit yhteen saadaan P(x) = P(y) (mod m).
Jos x # y, niin sijoittamalla m = |z — y| ndhdéén, ettd P(z) = P(y) (mod (z —
y)), silld onhan varmasti z =y (mod (z — vy)).

14. Tehdédn vastaoletus: oletetaan, ettd luvut x1, x2, ..., z, ovat pareittain
epakongruentteja modulo p. Talldin jokainen niistd on kongruentti tdsmaélleen
yvhden luvuista 1, 2, ..., p kanssa modulo p, ja kddntden. Mutta nyt Fermat'n
pienen lauseen nojalla

x’ffl—i—xg*l—i-...ﬁ—xgj—kxg’l51+1—|—...—|—1+05p—13é0 (mod p),

vastoin tehtdvanannon oletuksia.



15. Tunnetusti P(z) = P(y) (mod 2) aina kun kokonaisluvuille z ja y pétee
x =y (mod 2). Jos =0 (mod 2), niin = 1000 (mod 2), ja

P(z) = P(1000) = 1000 =0 (mod 2).
Jos taas £ = 1 (mod 2), niin z = 2001 (mod 2), ja
P(z) = P(2001) = 2000 =0 (mod 2).

Siis kaikilla @ € Z péitee P(z) = 0 (mod 2). Siirtymélld nyt tarkastelemaan
polynomin @) arvoja, tistd seuraa, ettd kaikilla x € Z pétee

Q(P(x)) = Q(0) =5=1#0 (mod 2),

eli kaikki lausekkeen Q(P(z)) arvot ovat parittomia eiké yhtéalolld Q(P(x)) =0
voi olla kokonaislukuratkaisuita.

16. Koska ¢(n) on kokonaisluku, on oltava 2 | n. Jos n = 2%, missd o € Z,
niin 9_1 g»
py=oe 2212
p(n) 5 5
eli luvun kaksi potenssit ovat halutunlaisia lukuja. Oletetaan sitten, ettd n on
parillinen mutta ei luvun kaksi potenssi.

Olkoon luvun n kanoninen alkutekijahajotelma

.
(0%
n=]]r",
=1

missd r € Zy, r = 2,2 =p; <pa <...<p,ovat eri alkulukuja, ja eksponentit

ap, Qa, ..., q ovat positiivisia kokonaislukuja. Tunnetusti
T p 1
) —
p(n) =n :
1=

Yhtélon ¢(n) = n/2 voi kirjoittaa nyt muotoon

2-1 -1 1 -
2. . poe - B :5.2%]_[]3;”,
=2 Pe =2

tai sievemmin muodossa

r D 1 T
(7 — ay
=2 pe =2

Mutta koska jokainen tekija (ps — 1)/pe < 1, on vasen puoli varmasti pienempi
kuin oikea puoli, ja muita halutunlaisia lukuja, kuin luvun kaksi potenssit, ei
ole.

17. Valitaan jotkin 2n eri alkulukua p; < ps < p3 < pg < ... < Pop—1 <
P2n, mikd on varmasti mahdollista, silld onhan alkulukuja &drettémén monta.
Kiinalaisen jddnndslauseen nojalla on olemassa kokonaisluku z, jolle pétee

r=0 (mod pip2),

=-1 (HlOd p3p4)a
r=-2 (mod psps),

8
I

x=—(n—1) (mod pan—1pan)-



Nyt siis luvut z, x + 1, ..., x + (n — 1) ovat n periikkiistd kokonaislukua, joista
z on jaollinen eri alkuluvuilla p; ja po, luku  + 1 on jaollinen eri alkuluvuilla
D3 ja pg, ja niin edelleen, ja viite on todistettu.

18. Lasketaan 12-3°-...-(p—2)? modulo p. Téysin samanlaisella argumentilla
voi myds selvittisi, mitd on 22 - 42 . ... . (p — 1)?2 modulo p. Wilsonin lauseen
nojalla

—_
N

w
N

(a8
N

o (p—2)2
(p—2)-3-(p—4)-5-(p-6)-...-(p—4)-3-(p—2)-1
(=1)-2-3-(=1)-4-5-(=1)-6-...
p=4)-(=D-(p=3)-(p=2)-(-1)-(p—-1)
E(—1)(p_1)/2-(p—1)!5(—1)(p_1)/2-(—1)E(—l)(p+1)/2 (mod p).

19. Wilsonin lauseen nojalla

()2 ()

= p_l '.p_l.p_g. . . .

_< 5 ) 5 2 030241

_(p—1Y, p+1 p+3

= 7"_1 '_1 N
( > ) (2= (05

(=D@-3)-=DE-2)-)-1
= (p— 1)1 ()2 = (1) ()2 = ()ED2 (amod p).
Jos p=1 (mod 4), niin (p 4+ 1)/2 on pariton, ja (((p —1)/2))* = =1 (mod p).

| 2
Jos taas p = —1 (mod 4), niin (p + 1)/2 on parillinen, ja (((p — 1)/2)1)? =1
(mod p), mistd seuraa myos, ettd ((p —1)/2)! on =1 tai —1 (mod p).

20. Jos ei-negatiivisella kokonaisluvulla n on olemassa kokonaisluvut x, y ja z,
joille
3" = 23 448 4 23,
niin varmasti
33 =33.3" = (32)% + (3y)® + (32)°.

Riitté4 siis todistaa viite tapauksissa n € {0, 1,2}. Mutta nimé tapaukset ovat
helppoja tarkistaa; onhan

1=134034+0% 3=134+13+41% ja 32=9=8+14+0=2°+13+0%

21. Tarkastellaan yhtdlds modulo 13. Ensinnékin, jos n € Z, niin n =0, 1, 5,
8 tai 12 (mod 13). Lisiiksi n* = 0, 1, 3 tai 9 (mod 13). Suoraan yhteenlaskuja
tekemélld todetaan, ettd annetussa yhtélossd vasen puoli voi olla vain

3 +y*=0,1,2,3,4,5,6,8,9,10,11 tai 12 (mod 13).

Erityisesti 2° +* ei koskaan voi olla = 7 (mod 13), eikéi annetulla yht#l5ll4 siis
voi olla kokonaislukuratkaisuita.



22. Oletetaan, ettd yhtdlolla on jokin positiivinen kokonaislukuratkaisu z, y, z.
Koska x on positiivinen kokonaisluku, 16ytyy ratkaisu, jossa z on mahdollisim-
man pieni. Nyt siis télle ratkaisulle pétee

23 4 3y +92% — 3paryz = 0.

Koska kaikki muut termit ovat kolmella jaollisia, on oltava 3 | 23, jolloin myds
3| z. Voidaan siis kirjoittaa z = 3¢ jollakin £ € Z, . Sijoittamalla tdméa takaisin
yhtéléon saadaan

2763 4+ 3y 4+ 92° — Iplyz = 0.
Nyt kaikki muut termit ovat yhdeksilli jaollisia, joten 9 | 3y3, eli 3 | 32, ja

edelleen 3 | y. Nyt voidaan kirjoittaa y = 3n jollakin n € Z.. Sijoittamalla
takaisin yhtaloon saadaan

2763 + 8102 + 92° — 2Tpénz = 0.

Koska kaikki muuta termit ovat 27 jaollisia, on 27 | 923, eli 3 | 23, ja edelleen
3 | z. Voidaan siis kirjoittaa z = 3¢ jollakin { € Z,, ja sijoittamalla takaisin
yhtéloon saadaan

2763 + 81n° + 243¢ — 81pen¢ = 0,
tal sievemmin

€ +3n° +9¢% — 3pen¢ = 0.

Mutta nyt &, i, ¢ on my0s positiivinen kokonaislukuratkaisu alkuperéiselle yh-
talolle, ja ¢ < z, vastoin ratkaisun z, y, z valintaa. Tama ristiriita osoittaa, ettei
alkuperiiselld yhtalolla ole positiivisia kokonaislukuratkaisuita.

23. Oletetaan, ettd annetulla yht&lolla olisi jokin positiivinen kokonaislukurat-
kaisu z, y, z. Todetaan aluksi, etta jos z, y ja z olisivat kaikki parittomia, niin
yhtéloén vasen puoli olisi pariton, mutta oikea puoli parillinen. Siis ainakin yhden
luvuista z, y ja z taytyy olla parillinen. Mutta nyt

2?2+ +22=22y2=0 (mod 4),

ja koska jokainen nelié on = 0 tai 1 (mod 4), on oltava x =y = z =0 (mod 2).
Merkitdén = = 2x9, y = 2y2 ja z = 229, missi xa, Y2, 22 € Zy. Nyt Ta, y2 ja 29
toteuttavat yhtalon

T3+ y5 + 25 — dwayaze = 0.
Oletetaan seuraavaksi, ettd meilld on jollakin kokonaisluvulla n > 2 positiivinen
kokonaislukuratkaisu x,, y,, 2, yhtélolle

22y 422 — 2" ynz, = 0.
Talloin
22 +924+22=0 (mod 4),

eli jalleen voidaan kirjoittaa z, = 2Tp41, Yn = 2Ynt1 ja 2n = 22,41 joilla-
kin Zp41, Ynt1, Zntr1 € Z4. Sijoittamalla lukujen z,, y, ja z, toteuttamaan
yhtél6on saadaan

2 2 2 +1 _
Tn41 + Yn+1 + Zn+1 2" Tn+1Yn+12n+1 = 0.

Téalla tavalla induktiolla saadaan jono x, o, x3, ... positiivisia kokonaislukuja,
joille £ > x9 > x3 > ..., mikd on mahdotonta. Siis alkuperéiselld yht&lolla ei
voi olla positiivisia kokonaislukuratkaisuita.
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24. Annetusta yhtilostd seuraa, etta
()2 <a®+ 32 + 1=y = 2% +32° +1 <25 + 423 + 4 = (2% + 2)%,
eli on oltava 32 = 23 4+ 1. Mutta nyt annettu yhtild muuttuu muotoon
25 4+322 +1 =25 4+22%+1,

mistd seuraa 3 = 0, mikéi on mahdotonta, koska luvun z piti olla positiivinen
kokonaisluku. Siis positiivisia kokonaislukuratkaisuita ei ole.

25. Annetusta yhtalosta seuraa, etta
ot <z(x+1)(z+2)(x+3) =y,
ja etta
yt =2t +62° + 112% + 62 < 2* + 82° + 242® + 327 + 16 = (v + 2)*.
On siis oltava y = x 4+ 1. Mutta nyt annetusta yhtélosté seuraakin, etta
zt 4+ 623 4+ 1122 + 62 = 2t + 423 + 622 + 42 + 1,

miké sievenee muotoon
223 + 522 + 2z = 1.

Tamé viimeinen yhtalo ei voi péated, koska x oli positiivinen kokonaisluku, ja
siten z > 1ja 223 4+ 522 +22>24+5+2> 1.
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