Matematiikan olympiavalmennus

KOMPLEKSILUVUISTA

1 Perusteoriaa ja geometriaa

1.1 Kompleksilukujen maaritelma ja perusalgebraa
1. Joukossa R? = {(z, y)|z € R, y € R} méiiritelldin yhteen- ja kertolasku kaavoilla

(z,y)+ @, y)=(@+2",y+v), (z,9)(,y) = (xz' —yy, 2y +2'y).

On helppoa vaikkakaan ei kovin mielenkiintoista varmistaa, ettd maaritellyt laskutoimi-
tukset noudattavat vaihdanta-, liitdnta- ja osittelulakeja, ettd yhteenlaskun neutraalialkio
on (0, 0) ja alkion (z, y) vasta-alkio on (—x, —y) ja ettd kertolaskun neutraalialkio on
(1, 0) ja alkion (z, y) # (0, 0) kéénteisalkio on

x Y
22 +y2 2 +y? )

Niin R2:sta tulee algebrallinen kunta. Kuntana R?:sta kiytetdin merkitds C. C:n alkiot
ovat kompleksilukuja.

2. Kuvaus f: R — C, f(x) = (x, 0), on laskutoimitukset sédilyttévé bijektio. Néin ollen
R’ = f(R) on reaalilukujen joukon kanssa isomorfinen C:n osajoukko. Merkitéén (z, 0) = z
ja samastetaan R’ ja R. Taten C on R:n laajennus.

3. Koska (0, 1)(y, 0) = (0, y), on (z, y) = (=, 0) + (0, 1)(y, 0) = = + (0, 1)y. Merkitddn
(0, 1) = 4. Silloin (z, y) = = + yi. Kompleksilukua ¢ kutsutaan imaginaariyksikiksi.

Jos z = x + yi, merkitddin r = Rez, y = Im 2.

i? = (0, 1)(0, 1) = (—1,0) = —1. Kompleksilukujen kertolasku voidaan suorittaa reaalilu-
kujen laskutoimituksin lisdyksell 12 = —1.

4. Kompleksiluvun z = x+yi listtoluku eli konjugaatti on Z = x—yi. Liittoluvun muodostus
noudattaa sdantoja z1 + 2o = 21 + 22, 2122 = 21 22. Luvun z = x + yi itseisarvo eli moduli
on reaaliluku |z| = /22 + y2. Piitee |z|? = 27, josta seuraa mm.

1 z

|E| = |Z|7 |2122| = |21||ZQ| ja z — W

Kompleksiluvun reaali- ja imaginaariosa voidaan lausua luvun ja sen liittoluvun avulla:
z+zZ=2Rezjaz—2z2=2iImz.
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Koska |Rez| < |z|, on 2125 + Z1z0 = 2Re(21%2) < 2|21%3| = 2|21]|22] ja siis |21 + 2|? =
(21 + 2)(F + &) = |a1 + |22|* + 212 + Z12e < |a1]? + |2f® + 2|21]|22] = (J2] + [22])?
Kompleksilukujen itseisarvo toteuttaa siis kolmioepdyhtalon

|21 + 22| < |z1| + |22

1.2 Kompleksilukujen geometrinen esitys

5. Koska (joukkoina) R? ja C ovat samat, kompleksiluku z = (z, y) = z + iy voidaan
samastaa tason koordinaattipisteen P = (x, y) tai origon O tdhén koordinaattipisteeseen

yhdistavan vektorin OP==x1i + y? kanssa. Kompleksilukujen yhteenlaskua vastaa vek-
torien yhteenlasku ja sellaista kertolaskua, jossa toinen tulon tekija on reaaliluku, vektorin

kertominen reaaliluvulla. Joukko R on téssd mallissa x-akseli. |O—])3 | = |2|.

6. Positiivisen z-akselin ja vektorin OP vélinen z-akselista positiiviseen kiertosuuntaan
mitattu kulma on kompleksiluvun z argumentti arg z. Koska z = Rez = |z| cos(arg 2) ja
y =Imz = |z|sin(arg z), on

z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)) = |z|(cos(arg z 4+ 2nm) + isin(arg z + 2n7)).
Néahdaan heti, ettd arg(z) = 2r — argz = —argz (mod 2m).
7. Jos z1 = |z1|(costy +isinty) ja zo = |22|(costy + isints), niin

2129 = |z1]]22|(costy coste — sinty sinty + i(costy sinty + sinty costs))
= |21||22|(cos(t1 + t2) + isin(t; + t2))

Tastd seuraa |z129| = |21||22] ja arg(z122) = arg(z1) + arg(z2) (mod 27). Tulos yleistyy
induktiolla tuloon, jossa on mielivaltainen maara tekijoita. Tasta seuraa erityisesti, etta
jos z = r(cost 4 isint), niin 2" = r"(cosnt 4+ isinnt), kun n € N (De Moivren kaava).
Osamaarélle saadaan

|21 z

=i—, arg (—1) =argz; —argzy (mod 2m).
|22] 22

21

<2
Hyo6dyllinen havainto on myds arg(zw) = arg z — arg w.

1.3 Kompleksiset juuret seka eksponentti- ja logaritmifunktio

8. Jos {/a on luku, jolle ({/a)" = a ja jos a = r(cost + isint), niin jokainen luvuista

o

t+ 2k .. t+42km
—+ 7281n

), k=0,1,...,n—1, (1)

voi olla {/a. Luvut (1) ovat yhtdlon

ratkaisut.
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Esimerkkejia. /1 on joko 1, cos—7r + zsin—w = —— + z£ tai COS—T( + isin—7r =
3 3 3 2 2 3 3
1
—5—2'7 \ﬁonjokocosz+281n—: —\/_-i- ftalcosz-i-sin 1 :——f——f
2k 2km
Yhtalon 2z = 1 ratkaisut zp = (:os—7r 4+ isin—, kK = 0, 1, — 1, ovat n:nsia
n n
yksikkojuuria.
9. Koska
00 k 2 4 3 5
it (it) _ t t ) t t ..
e —Z o —l—g—i-a—---—i—z(t—g-l—a—---)—cost-i-zsmt,
k=0

voidaan kirjoittaa z = r(cost + isint) = re’ (Eulerin kaava).

10. Edellisen perusteella e* = e*t% = e%e = e¥(cosy + isiny). Siis [e*]| = e* = eRe?
ja arge®* = y = Imz. (Voidaan osoittaa, ettd sarjan avulla mééritelty kompleksinen
eksponenttifunktio toteuttaa samat laskusddnnot kuin reaalinen eksponenttifunktiokin.)
Olkoon w = |w|(cos ¢ + isin ¢) mielivaltainen kompleksiluku. Yht&lo e* = w merkitsee,
ettd e = |w| eli x = In|w| jay = argw (mod 27). Kompleksiluvun w logaritmilla logw
on siten darettémén monta arvoa: logw = In |w|+7argw+ 2nmi. Arvoista yksi on aina va-
littavissa niin, ettd sen imaginaariosa on valilla [0, 27|. Ne logaritmin ominaisuudet, jotka
ovat seurausta eksponenttifunktion laskusdannoista, periytyvat sellaisinaan kompleksisille
logaritmeille. Siten mm.

log(wiws) = logwy + logws.

Esimerkkeja. Koska arg(—1) = 7, niin log(—1) = i 4 2nni. log(ei) = 1 + %T + 2nmi.

11. Yleinen potenssi 2 maaritelldin nyt lukuna e 1°2%. Potenssilla on yleensi ddrettoman
monta eri arvoa.

Esimerkki. i’ = 1087 = (03+2n7) — =3-2n7 T yyun ° likiarvoja ovat siten esim.
0,00000000135 (n = 3), 0,20788 (n = 0) ja 17093171649 (n = —4).

1.4 Kompleksitason geometriaa

12. Jos z = x 4 yi on kompleksitason piste, niin Z = x — y¢ on z:n symmetriapiste x-
akselin suhteen, —z = —x — y¢ on z:n symmetriapiste origon suhteen ja —z = —x + y7 on
z:n symmetriapiste y-akselin suhteen.

13. Jos z1 ja zo ovat kompleksitason pisteita, niin z on samalla suoralla kuin z; ja 2o, jos
ja vain jos vektorien zz{ ja zzs valinen kulma on 0 tai 7. Tama on sama asia kuin se, etta

jollain reaaliluvulla &£ on
zZ — Z2

=k

zZ— Z1



eli L
Z9 — RZ1

== . 2

i=T (2)

Jos k < 0, z on pisteiden z; ja zo vilissa, jos 0 < k < 1, 29 on z:n ja z1:n valissa, ja jos
1 <k, z; on z:n ja zo:n valissd. Yhtdlon (2) kanssa yhtépitdvia samalla suoralla olemisen
ehtoja ovat
z2=pz1+qz2, p,qcER, p+qg=1
ja
az+bzi +cz=0, a,b,ce€R, a+b+c=0 a?+b>+2#£0.

z1 + 29

Esimerkki. Janan [z, 22| keskipisteessd k = —1, joten keskipiste on zp; = . Jos

z3 on kolmas piste, kolmion, jonka kérjet ovat z1, zo ja z3 painopiste on se piste, jossa jana

[23, zp] jakautuu suhteessa 2 : 1; tdmé piste on (k = —5)
1 1
v+ 573 5(21 + 22 + 23)
zq = 1 T = 3 25(21—1—2’2—1—23).
2 2
Yleisemmin mink4 tahansa tason pistejoukon {z1, 2o, ..., zx} painopiste on
1
m = E(Zl+22+'--+zk).
. . ipe e e ce 24— 2
14. Pisteet z1, 22, 23 ja z4 ovat samalla ympyralla, jos ja vain jos joko arg =
22 —
Z4— 2 24— 2 29— 2
arg 1° 73 gai arg LR arg 2B — (kehdkulmalause). T&mé& merkitsee, ettéa
20 — 23 20 — 21 24 — 23
kaksoissuhde

Z4 — 21 R — Z3 zZ4 — 21 Z4 — 23

29 — 21 24— 23  Zo— 2] %9 — 23

on reaalinen. Jos suhde on reaalinen, pisteet z1, 29, 23 ja z4 ovat samalla ympyralla tai
samalla suoralla. Jos pisteet eivit ole samalla suoralla ja kaksoissuhde on negatiivinen,
nelikulmio 27252324 on kupera ja sen ympéri voidaan piirtdd ympyra.

15. Olkoon z125 ...z, kupera positiivisesti suunnistettu monikulmio kompleksitasossa.
Merkitaan 2,41 = z1. Osoitetaan, ettd monikulmion pinta-ala on

1 n
S = §Im <kz_1 Zk-i—lzk) .

Tama nahdaan seuraavasti: Ensinnakin jokaiselle kompleksiluvulle z on

n n n n
z E Zr+ %2 E zk+1:E E e E Ek—kl,
k=1 k=1 k=1 k=1




joten edellisen yhtalon lauseke on aina reaalinen. Tésta seuraa

Im <Z<Zk+1 + 2)(Zk + z))

k=1

=Im (Z zk+1§k> + Im (zZEk + EZ zk+1> + Im(n|z|?) = Im (Z zk+12k> )
k=1 k=1 k=1

k=1

Koska pinta-alaksi vaitetyn summan arvo ei muutu,kun jokaiseen zj:hon lisataan z, voidaan
monikulmio siirtda niin, etta origo on sen sisdpuolella. Jos nyt z; = ri(costy +isinty), on
Im(zk41Zk) = Trr17g sin(tgy1 — tx) eli kaksi kertaa sen kolmion ala, jonka kérjet ovat O,
2k ja zg11. Koska koko monikulmion ala saadaan laskemalla yhteen kaikkien kolmioiden
Ozpzp41 alat, véite seuraa. — Itse asiassa monikulmion z;25 ...z, kuperuutta ei tarvitse
olettaa, riittaa etta monikulmio on tahdenmuotoinen jonkin pisteen suhteen, siis etta mo-
nikulmion kaikki karjet voidaan yhdistaa janoilla tdhan pisteeseen.

1 _
Jos kolmion kérjet ovat a, b ja c, niin edellisen mukaan kolmion ala on S = §| Im(ab+bc+

1
ca)| tai esimerkiksi S = §| Im(b —a)(¢ —a)|.

16. Samoin suunnistetut kolmiot A; A3 A3 ja By Bs B3 ovat yhdenmuotoiset, jos (esim.)

A1Ay BBy
= LAsA1 A3 = /B1BsBs3.
A, Aq B1Bs Ja 2A41A3 15253

Jos pistettd A; (B;) vastaa kompleksiluku a; (b;), niin yhdenmuotoisuusehdoista edellinen
—ar . by—b

.. . . a
sanoo, etta kompleksiluvuilla 2
az—a; " by —b
on sama argumentti. Yhdenmuotoisuus vallitsee siis, jos (ja elleivét kolmiot surkastu, vain

jos)

on sama moduli, jalkimmainen, etta niilla

as — ax by — by

(3)

Jos kolmiot ovat vastakkaisesti suunnistetut, saadaan pari samoin suunnistettuja kolmioita
peilaamalla toinen kolmio x-akselin yli. Yhdenmuotoisuusehto on tassa tapauksessa

as — aj bg—bl.

a2 —ax by — by

as —ax bs — by

Yhtalo (3) voidaan kirjoittaa symmetriseen muotoon

1 1 1
ay a2 as| = 0.
b1 by b3

[Oletamme kolmirivisten determinanttien perusominaisuudet tunnetuiksi; ne eivét riipu
siitd, ovatko determinantin alkiot reaalisia vai kompleksisia.|
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17. Jos kolmio A1 A3 A3 on yhdenmuotoinen kolmion A; A3 A; kanssa, se on tasasivuinen.
Edellisin merkinnoin tama toteutuu, kun

1 1 1
ay a2 as| = 0.
as a3 ap

Edellinen yhtilé on yhtépitivi yhtilon a3 + a3+ a3 = ajas +azas +aza; kanssa ja edelleen
yhtélon

(a1 — a2)2 -+ (CLQ - a3)2 -+ (a3 — a1)2 =0

kanssa.

1.5  Analyyttisen geometrian yhtaloiden kompleksimuotoja

18. Yhtéaloparit
z=x+1y, Z=x—1Y
ja
1 1 i

a::i(z—iri), y:Z(Z_E>:_§(Z_§)

ovat yhtépitavét. Taté tietoa hyvéksi kdyttden relaatiot f(z, y) = 0 voidaan muuntaa
relaatioiksi ¢(z, Z) = 0.

19. Suoran yhtalo ax + by + ¢ = 0 muuntuu muotoon

%(z—l—?)—%(z—z)—l—c:%((a—bi)z—i—(a-l-ib)?)-l-czo

eli
az+az+c=0, (4)

missd ¢ on reaaliluku. Jos suora kulkee pisteen zy kautta, on oltava ¢ = —azg — azg.
Suoran yhtalo on siis

a(z —zp) +@(Z—Zp) =0.

Jos z, z1 ja zy eivét ole samalla suoralla, ne muodostavat kolmion, joka ei ole (suoraan)
yhdenmuotoinen sen kolmion kanssa, jonka karjet ovat z, z; ja zs. Edella kolmioiden
yhdenmuotoisuudesta tehty tarkastelu merkitsee, etta pisteet ovat samalla suoralla, jos ja
vain jos

1 1 1
z z1 z2|=0
Z Z1 Z9



20. Suoran az +az+c=0el (o« +a)zr + i(a — @)y + ¢ = 0 kulmakerroin on

]{j:— = .
i(la —@) P

a+a o+«
(5)

Sm(b. Yhtalostéa (5) voidaan
cos ¢

Jos suoran ja x akselin valinen kulma on ¢, niin k£ = tan¢ =

ratkaista

@ cosd—ising e~

¢ = %log <—g>.

Kahden eri suoran oz + @z + a = 0 ja Bz + 3Z + b = 0 viliseksi kulmaksi saadaan

$1— P2 = %log (—g> - %log (—g) = %log (%) .

Tisté saadaan suorien yhdensuuntaisuudelle ehto @8 = af3 eli

o cosg+ising e _ 2

ja edelleen

ja kohtisuoruudelle @3 = —af3 eli

Ehto toteutuu esim. jos 8 = ia.

21. Pisteen 2 kautta kulkevan ja suoraa (4) vastaan kohtisuoran suoran yhtéloksi saadaan

edellisesta
alz —2z9) —a@(z—%zy) =0.

Yhtaloparista
{Ozz—@:azo—mo

az +az = —c
saadaan pisteen zo kohtisuoraksi projektioksi suoralla (4)

azg — Qzg — C

Z1 =
2c

Pisteen zg etdisyys suorasta (4) on

2029 — azg + @Zg +¢|  |azg + @Zo + ¢
20 B 2|

|20 — 21| =



22. Pisteen zy kautta kulkeva kompleksiluvun w esittdmén vektorin suuntaisen suoran
pisteissa z on z — zp = tw, missa t on reaaliluku. Tama merkitsee, etta pisteissa toteutuu

yhtld
Z— 20 Z— 20

w

eli
Wz — Wz + wzg — wzg = 0.

Kun téta verrataan yhtaloon (4) (jossa ¢ on reaalinen!), saadaan a = iw.
23. Ympyrin 22 + 32 + ax + by + ¢ = 0 yhtiloksi saadaan kuten numerossa 19

2ZZ+az+az+c=0, (6)

1
missa a = 5(@ —1b). Jos ympyrén keskipiste on p ja sdde r, niin ympyrén yht&lé on myos

|z — | =reli
(z—w)(E—p=r=

Siis a = — ja ¢ = |u|? — r2

Jos zg on ympyrén (6) ulkopuolella, sen potenssi ympyréan suhteen on

2:zofo+azo+ﬁo+c.

(lz0 =l +7) (|20 — p| = 7) = |20 — pf* =
Jos piste zp on ympyrén sisdpuolella, edellisen kaavan termi |zg — pu| — 7 on muutettava
vastaluvukseen; téssa tapauksessa zo potenssi ympyran (6) suhteen on siis —(z9Zg + azp +
azo + C).

1.6 Tavalliset geometriset transformaatiot kompleksitasossa

24. Jos T : C — C on jokin kompleksitason transformaatio, niin merkitdan 7'(z) = 2/,
T(z) = 2, jne.

Sellainen tason siirto, jossa origo siirtyy pisteeseen w on kuvaus 2’ = T'(2) = z + w.

25. Tason kierto origon ympiri kulman ¢ verran vastapiiviin on T(z) = e'®z. Kierto
pisteen w ympéri on 2/ = T(z) = w+e®(z—w) = ez +w(e!® —1), silli se saadaan aikaan
siirtamalla w origoon, kiertamalla origon ympari ja siirtamaélla origo takaisin pisteeseen w.
Olkoon |a| =1, a # 1 ja T'(2) = az + b. Silloin

b 1(0‘_1)7

T(z) —
(2) az-i—a_

joten T on kierto pisteen
a J—

jos T1(z) = a1z + b1, To(2) = asz + be ovat kiertoja, niin T5(71(2)) = (azaq)z + asby + ba,
missé |ajag| = 1.

1 ympari. Kahden kierron yhdistaminen on kierto tai siirto:



26. Kuvaus T'(z) = 7 on peilaus z-akselin yli. Origon kautta kulkeva suora £: az+az = 0,

) 100 ) .
on numeron 22 mukaan vektorin w = — suuntainen. Transformaatio

|l

Il
ISy

on yhdistetty kierrosta, jolla suora ¢ kdantyy x-akseliksi, peilauksesta x-akselin yli ja kier-
rosta, jolla x-akseli palautuu suoraksi ¢. Transformaatio on siis peilaus suorassa ¢. Yleinen

suora oz +az+c = 0 leikkaa z-akselin pisteessa — Nain ollen peilaus tassa suorassa

on

o+ o

T(Z):—g(z—i- ‘ )— c_.

Q a+a a—+ o

27. Origokeskinen homotetia, jossa homotetiasuhde on k € R, on T'(z) = kz. Homotetia,
jonka homotetiakeskus on w, on T'(z) = w + k(2 —w) = kz + (1 — k)w.

28. Olkoon a = |ale’® € C mielivaltainen. Kuvaus

T(z)zaz—i—b:a(z_i_g) — |af <€i¢ <z+2)>

on translaatiosta, kierrosta ja homotetiasta yhdistetty. Koska kukin naista kuvaustyypeista
sailyttaa kuvioiden yhdenmuotoisuuden, 1" on yhdenmuotoisuuskuvaus. Numeron 16 tar-
kasteluista seuraa, etté jokainen yhdenmuotoisuuskuvaus on joko muotoa T'(z) = az + b
tai T'(z) = az + b.

Inversio zp-

NI

29. Inversio origokeskisessd 1-siteisessd ympyrassd on kuvaus T'(z) =

keskisessa ja r-sateisessa ympyrassa maarittyy kaavalla

2
r
T(Z) =2zo+

Z—Z0

2 Algebran peruslause

30. Todistetaan algebran peruslause. Sen mukaan jokaisella polynomilla
P(z) = 2" 4+ an-12""" + -+ a1z + ap,

missé kertoimet a; ovat kompleksilukuja, on ainakin yksi nollakohta, ts. yhtélolla P(z) = 0
on ainakin yksi ratkaisu. Todistus vaatii hiukan analyysin kasitteita ja tietoja.
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31. Kompleksilukujonolla z;, j = 1,2, ..., eli (z;) on raja-arvo z, jos |z, —z| on mielivaltai-
sen pieni kaikilla tarpeeksi suurilla n:n arvoilla. (Tdmé& voidaan lausua tdsméllisemminkin,
mutta tarpeisiimme riittaa tdmé.) Jos P on polynomi, w; = P(z;) ja jonolla (z;) on raja-
arvo z, niin jonolla (w;) on raja-arvo w = P(z). Tamaé seuraa siité, etta

wj—w| = |P(z)) = P(2)] = |2] =2"+an_1(2] 7 ="+ dai(z—2)| = [2—2]Q(2), 2)-

Kun j on tarpeeksi suuri, |2; — z| on pieni; télloin lauseke Q(z;, z) on kiintedn yldrajan
alapuolella, ja tulo |z; — 2|Q(%;, 2) tulee sekin mielivaltaisen pieneksi.

32. Tarkastellaan kaikkien niiden reaalilukujen joukkoa F, jotka jollain z:n arvolla ovat
muotoa |P(z)|. Luku z on E:n alaraja, jos jokainen E:n alkio on > z. Jokainen ei-
positiivinen luku on F:n alaraja. Reaalilukujen perusominaisuuksia on, etta F:n alarajojen
joukossa on suurin alaraja. (Sitd kutsutaan myo6s E:n infimumiksi ja merkitdan inf E.)
Olkoon tdma suurin alaraja a. Havaitaan, ettd jos |P(z)| # a, on olemassa 2z’ # z siten,
ettd |P(2")| < |P(z)|. Jos nimittdin kaikilla 2’ € C olisi |P(z)| < |P(%')|, olisi |P(z)] a:ta
suurempi F:n alaraja.

33. Osoitetaan, ettd jollain zg péatee yhtalo |P(zp)| = a. Tehddén vastaoletus: P(z) > a
kaikilla z. Jos néin on, voidaan 16ytaa luku zq1, jolle |P(z1)| < a + 1 ja pddttymétén jono
(zj), jolla on esim. ominaisuus |P(2j4+1)] —a < §(|P(zj)| —a) jasiis myos |P(z;)| < a+ 5
Tehty maérittely takaa, ettd kaikki jonon (z,) luvut ovat eri lukuja. Koska

an—1 ai

. +.'.+Zn—1

ao
P = 2" |1+ Lo

ja koska termit, joissa z on nimittajissa, tulevat pieniksi, kun |z| on suuri, niin |P(z)| tulee
suureksi, kun z on tarpeeksi suuri. Tésté seuraa, ettéd kaikki jonon (z;) luvut ovat jossain
neliossd Q@ = {z € C| — R < Rez < R, —R < Imz < R}. Jaetaan @) neljdén yhtéd suureen
nelioon. Koska jonossa (z;) on ddrettémén monta lukua, jossain néisté neljéstd neliosté,
esim. neliossa ()1, on ddrettoman monta luvuista z;. Prosessia voidaan jatkaa: jos (g
jaetaan neljaksi nelioksi, jossain naista, esim neliossa (o, on darettoman monta luvuista
zj jne. Nelidt (Q,,) ovat sisikkéin ja niiden sivujen pituudet ovat 2%]%. Téasta seuraa,

etta nelididen karkipisteet muodostavat kompleksilukujonot, joilla on sama raja-arvo zg.
Lukujonosta (z;) voidaan poimia &éreton osajono (zj, ), jonka raja-arvo on myos zp. Jonon
|P(%;,,)| raja-arvo on P(zg). Jos olisi |P(zy)| > a, jouduttaisiin ristiriitaan ominaisuuden

1
|P(%,)| <a+ e kanssa. Siis |P(zg)| = a.

34. Osoitetaan vield, ettd a = 0. Oletetaan, ettd néin ei ole, ettd a > 0 ja P(zp) = wg =
a(cos ¢g + isin ¢g) = ae’®. Nyt voidaan kirjoittaa

P(z) = (2= 20)" 4+ bu_1(z — 20)" + - + b1 (2 — 20) + wo.
Olkoon k pienin indeksi, jolla by # 0. Silloin

P(z) = wo + bip(z — 20)F(1 + Q(2)),
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misséd ()(z) on polynomi, jonka arvot ovat pienid, kun z on ldhelld zp:aa. Voidaan esimer-
. 1
kiksi valita niin pieni 7, ettd kun z = zy + re'?, niin |Q(2)] < 3 ja samalla 2r%|b;| < a.

Nailla z:n arvoilla

P(z) = aei®o 4 rklbk||1 + Q(Z)|ei(k¢+a+ﬂ(2)),

il
4
ja |1+ Q(2)| < 2. Edelleen 16ytyy ¢ niin, ettd k¢ + o + 5(z) = ¢o + w. Mutta talld ¢:n
arvolla

misséd « = arg by ja §(z) = arg(1 + Q(z)). Tehdysté oletuksesta seuraa, ettd |3(z)| <

P(z) = P(z + re'®) = (a — r¥|b] |1 + Q(2)]) e

ja |P(2)] < a. Tultiin ristiriitaan sen kanssa, ettd a on |P(z)|:n arvojen alaraja. Siis
vastaoletus onkin vééré, ja P(zg) = 0. Algebran peruslause on todistettu.

3 Tehtavia ja ratkaisuja

3.1 Tehtavia

35. Johda sin 6z:n ja cos 6x:n lausekkeet sin x:n ja cosz:n polynomeina.

36. Laske

n
E sin k.
k=1

37. Jos a ja b ovat kokonaislukuja, niin z = a + tb on kompleksinen kokonaisluku. Jos
kompleksista kokonaislukua z ei voida kirjoittaa muotoon z = z129, missd 21 ja zo ovat
kompleksisia kokonaislukuja # 1, niin z on kompleksinen alkuluku. Selvitd, mitka joukon
{3, 5, 7} luvut ovat kompleksisia alkulukuja.

38. Selvita, mita tapahtuu suoralle ja ympyrélle inversiokuvauksessa.

39. Olkoon € # 1 yhtilon 23 = 1 jokin ratkaisu. Osoita, etté eri pisteet z;, 22 ja 23 ovat
tasasivuisen kolmion kéarjet jos ja vain jos

z1 + €20 + 6223 =0.
40. Kuperan nelikulmion ABCD sivuille piirretddan (ulkopuolisesti) tasasivuiset kolmiot
ABM, BCN, CDP ja DAQ. Osoita, ettd nelikulmioilla ABC'D ja M N P(@ on sama

painopiste.

41. Todista Napoleonin lause: Kolmion ABC sivut kantoina kolmion ulkopuolelle piirret-
tyjen tasasivuisten kolmioiden painopisteet ovat tasasivuisen kolmion karjet.
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42. Selvitd, miten sifinnollinen 5-kulmio voidaan konstruoida lihtemilld yhtélon z° = 1
ratkaisusta.

43. Olkoon P kolmion ABC sisdpiste. Osoita, ettd kolmio, jonka kérjet ovat kolmioiden
ABP, BCP ja C'AP painopisteet, ala on yhdeksésosa kolmion ABC alasta.

44. Todista kompleksilukuja kayttamalla Cevan lause (oikeastaan sen puolikas): jos X, Y
ja Z ovat kolmion ABC' sivujen BC, C'A ja AB pisteita ja jos AZ, BY ja CX leikkaavat

samassa pisteessa, niin
BX CY AZ

XC YA ZB

L,

3.2 Ratkaisuja

35. Eulerin kaavaa ja Pascalin kolmiota hyodyntdmélla saadaan cos(6z) + isin(6x) =

; i\ 6 . . . . . .
e'(62) — (e“”) = (cos z+isinz)® = cos® x46i cos® x sin z—15 cos? z sin? —20i cos® z sin® 2+
15cos® zsin ¢ + 6icoszsin®z — sin®z. Kun erotetaan reaali- ja imaginaariosat, saa-
daan cos(6z) = cos® x — 15 cos*  sin? 415 cos? z sin® x — sin® z ja sin(6z) = 6 cos® x sinx —
5

20 cos® z sin® z + 6 cos z sin® .

36. Koska e* = cosk + isink, Y sink on summan Y e* imaginaariosa. Jilkimméiinen
summa on geometrinen summa, jonka suhdeluku on e’, ja se voidaan méaarittda suoraan
geometrisen summan kaavasta:

n

Z g 1=t 1 cos(n+1) —isin(n+1)
e = - =
1—e 1 —cosl—1sinl

k=1
(1 —cos(n+1) —isin(n+1))(1 —cosl+isinl)
(1 —cos1)2 +sin?1 '
Edellisen lausekkeen imaginaariosa on
sin1(1 —cos(n+1)) — (1 —cos1)sin(n+1) sinl+sinn —sin(n + 1)
1—2cosl+cos21+sin?1 B 2(1 —cos1)
Viimeiseen muotoon on paasty kayttamallad kahden kulman erotuksen sinin tuttua kaavaa.

37. Koska 5 = 22 +1 = 22 — 42 = (24 4)(2 — 4), 5 ei ole kompleksinen alkuluku. Jos
3 = (a+ib)(c+id), niin |a| < |a+ib| <3, 2 +d? = |c+id|* <9, ac—bd = 3, ad + bc = 0.
Kerrotaan kahdesta viimeisesta yhtalosta edellinen c:11a ja jalkimmaéinen d:114 ja lasketaan
yht#lot yhteen. Saadaan a(c?+d?) = 3c. Nyt 3 on joko luvun a tai luvun ¢ +d? tekiji. Jos
3 on a:m tekiji, |a| = 3 ja ¢ +d? = |c|. Jilkimmiinen yht#lo voi toteutua vain, jos d = 0 ja
lc| =1, b= 0. Jos taas 3 on luvun ¢ + d? tekiji, c¢® + d? on joko 3, 6 ta 9. Mikiilin niisti
ei kuitenkaan ole kahden neli6luvun summa. 3 on siis kompleksinen alkuluku. Samoin, jos
7 = (a+ib)(c+id), niin ac—bd = 7 ja bc — ad = 0, a(c?* + d?) = 7c ja joko 7 on a:n tekiji,
jolloin |a| = 7, ¢ +d? = |¢| jad = 0, |¢| = 1; viimein b = 0. Esimerkiksi tarkastamalla
taulukkoa, jossa ovat lausekkeen 22 + y? arvot, kun 1 < 2 < 7 ja 1 <y < 7 nihdéén, ettd
7 voi olla luvun ¢ + d? < 72 tekija vain, jos c =7 jad = 0. Jos d =0, on my6s b = 0. 7
on siis kompleksinen alkuluku.
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38. Tarkastetaan inversiota origokeskisessa yksikkGympyrassa. Kuvaus on silloin w =

1
T(z) = =. Olkoon suoran yhtélo az + @z + ¢ = 0. Suora kulkee origon kautta, jos ja vain
Z

. _ 1 . i
ja Z = —. Suoran kuva w-tasossa toteuttaa siis yhtéalon

josc=0. Nyt z = —
w w

+—+c¢c=0

gl =
g =l

eli cww+aw-+aw = 0. Jos ¢ # 0, tdméa on origon kautta kulkevan ympyran yhtélo, jos ¢ =
0, kyseessa on origon kautta kulkeva suora. Vastaavasti ympyran yhtalo zz+az+az+c =10
muuttuu yhtaloksi 1 + aw 4+ aw + cww = 0; jos ¢ = 0 eli jos lahtoympyra kulkee origon
kautta, kuva on origon kautta suora, joka ei kulje origon kautta, mutta jos ¢ # 0, kuva on
w-tason ympyra.

39. Olkoon pisteiden z71, z2 ja z3 muodostama kolmio tasasivuinen ja olkoon zy sen kes-
kipiste. Oletetaan ettd z1, zo ja 23 ovat zp:sta katsoen positiivisessa kiertosuunnassa
: . 2m _— 2T L .
ja etta € = cos 3 Silloin £z1z020 = ZLzozgzs = Lz3zpz1 = 3 mista seuraa, etta
29— 29 = (21 — 20) ja 23 — 20 = €2(21 — 20). Koska e —1=0jac # 1, niine? +e+1 = 0.
Siis 21 + 20+ €223 = 21 + ez + 223+ (1+e+e2)2g = 21 — 20 + (22 — 20) +€2(23 — 20) =
(21 —20)(1+e2+¢e*) = (21 — 20)(1 + €2 +¢) = 0.

Oletetaan sitten, etti 2, # 2o # 23 # 21 ja ettd 21 +ezp+e223 = 0. Silloin 21 +e2y + €223 =
(1 + & + g2)z9. Téstd seuraa z; — 29 = £2(29 — 23), joten |z1 — 22| = |22 — 23]. Samoin
21 +ezg+e223 = (1 +e+e2)z3, josta 21 — 23 = e(23 — 22) ja |21 — 23] = |23 — 22|. Kolmion
212923 kaikki sivut ovat yhta pitkia, joten kolmio on tasasivuinen.

40. Tulkitaan tehtavassa nimetyt pisteet kompleksiluvuiksi. Olkoon € sama kuin edellisessa
ratkaisussa. Edellisen tehtdvin perusteella M = —eB — ¢?A, N = —eC — 2B, P =
—eD —€2C ja Q = —cA —€2D. Siis

M+N+P+Q=—(e+&*)(A+B+C+D)=A+B+C+D. (1)

1
Nelikulmion ABC' D painopiste on 1 (A+B+C+D). Tehtévissa lueteltujen neljan kolmion

painopisteet karkina muodostetun nelikulmion painopiste on

%(%<A+B+M)+%<B+C+N)+%(C+D+P)+%(D+A+Q))

1 /2 1 1
:Z<§(A+B+C+D)+§(M+N+P+Q)) = (A+B+C+D).

Viimeisesséd yhtdsuuruudessa nojauduttiin yht&loon (1).
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41. Olkoot kolmion kérjet kompleksiluvut a, b ja ¢ ja olkoon € # 1 ehdon €2 = 1 toteuttava
kompleksiluku. Tehtavan 39 perusteella tehtavan kolmen tasasivuisen kolmioin karjet ovat
b, a, —eb — €2a; ¢, b, —ec — €%b ja a, ¢, —ea — £2c ja niiden kolmioiden painopisteet
1 1 1

g(a + b —eb — £%a), g(b + ¢ —ec — £2b) ja §(C +a — ea — €%¢). Kun lasketaan yhteen
niistd ensimmaéinen, toinen luvulla € kerrottuna ja kolmas luvulla €2 kerrottuna, saadaan

1
5((_52 +1-+eHa+(—e+1—e>+e)b+(—e?+e—e*+£?)c). Kun otetaan huomioon,

etti €3 = 1 ja * = ¢, nidhdéén, ettd edellinen lauseke on 0. Tehtdvin 39 perusteella
painopisteet ovat siis tasasivuisen kolmion karjet.

42. Yhtalon 2° = 1 ratkaisut ovat z;, = e*5" = cos i + 7 sin L, k=0,1,...,4. Pis-

teet ovat yksikkoympyraan piirretyn sdannollisen viisikulmion karjet. Viisikulmio voidaan
konstruoida (harpilla ja viivoittimella), jos jokin kérjistd zp # 1 voidaan konstruoida.
Koska 25 — 1 = (2 — 1)(2* + 2% + 2% + 2z + 1), muut kéirjet kuin 2 = 1 ovat yhtélon
24+ 23 4+ 22 + 2+ 1 = 0 ratkaisuja. Yht#lo on yhtépitiava yhtélon

s 1 1
P+ 4zt -+1=0
z z

kanssa. Merkitaan

1
_ - 1
w—z—i—z (1)

1
Silloin 22+ - = w? —2. Ratkaistava yht#lo voidaan siis kirjoittaa muotoon w?4+w—1 = 0.
z

1 1
Téamén yhtéalon (yksi) ratkaisu on w = —5 + 5\/3 Jana w voidaan helposti piirtda

Pythagoraan lausetta hyvéksi kdyttden. Ratkaistaan vield z yhtélosta (1). Yksi ratkaisu
1

on z = §(w +1iv4 — w?). Kun w on tunnettu jana, niin v/4 — w? on jalleen piirrettavissa

Pythagoraan lausetta hycdyntaen.

1 -

43. Kolmion ABC ala on numeron 15 perusteella §| Im(A — C)(B — C)|. Samalla tavoin
laskettuna kolmioiden ABP, BC'P ja C' AP painopisteiden muodostaman kolmion ala on
1/1 1 1 - - 1 - - 1
luvun 3 (g(B—l—C'—l—P) — g(A—i-B—l—P)) (g(C'—l—A—i-P) — g(A—i-B—l—P)) = E(C_

A)(C — B) imaginaariosan itseisarvo.
44.

45. FEi merkitse olennaista rajoitusta valita kolmion karkipisteiksi B =0, C =1 ja A =
a+ bi, b # 0. Otetaan sivun BC piste X = t ja sivun AB piste Z = u(a + ib), 0 <
t <1, 0 <u< 1 Maéiritetadn AX:n ja C'Z:n leikkauspiste. Leikkauspisteessa toteutuu
yhtdlo 1 — p + p(u(a + b)) = (1 — ¢)t + g(a + ib) joillain reaaliluvuilla p ja ¢. Yhtélon
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imaginaariosista saadaan pub = ¢b; kun ¢ = up sijoitetaan yhtalon reaaliosaan, saadaan
1 — p+pua = (1 — up)t + upa, josta ratkaistaan

t—1 ut —t
) 1_p: .
ut — 1 ut — 1

Leikkauspiste P on siis

; 1(ut—t—|—uat— ua + i(t — 1)ub).
u J—

Haetaan suoran BP ja sivun BA leikkauspiste. Leikkauspisteessa pétee reaalisilla [ ja k
yhtalo

ut_l(ut—t-l—uat—ua—i-i(t—1)ub):(l—k)—i-k(a—i-ib).

Imaginaariosista ratkaistaan (t — 1)ubl = kb eli

k
l:m.

Kun tama sijoitetaan yhtalon reaaliosiin, saadaan

ou(t—1)
C Qut—u—t

Saadaan helposti
ko u(t-1)
1—k  tlu—1)

Nyt
BX CY Az t k 1—u_t~u(t—1)~(1—u)_1
XC YA ZB 1—-t 1—-k uw  (1—-t)-tlu—1)-u
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