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1  Aluksi

1.1 Matematiikka voi olla kilpailulaji

Matematiikassakin kilpaillaan. Kaikkialla maailmassa pidetaédn erilaisia ma-
tematiikan koululaiskilpailusarjoja, jotka johtavat kansainvalisiin kilpailuihin
ja lopulta jokavuotisiin Kansainvdlisiin matematiikkaolympialaisiin. Mate-
matiikkakilpailujen olemassaoloa perustellaan sanomalla, ettd niiden avulla
saadaan selville matemaattisesti lahjakkaat nuoret, ettd ne innostavat nuoria
(hyodyllisen) matematiikan pariin ja ettd ne niin kuin kilpailut yleensikin
lisaavat yleistda mielenkiintoa monen etaiseksi ja turhaksikin kokemaa mate-
matiikkaa kohtaan.

Merkittavin syy matematiikkakilpailujen jarjestdmiseen lienee kuitenkin se,
ettd monet meistd mielelladn menestyvéat kilpailussa ja ettd menestyminen 1a-
hes poikkeuksetta edellyttidd valmistautumista ja tyontekoa. (Sivumennen on
tassa heti syyta todeta, etta matematiikkakilpailuihin harvoin liittyy taloudel-
lisesti merkittévéaa palkitsemista tai suoraa lupausta ammattiurasta.) Kilpai-
luihin valmistautumisen ansiosta joka vuosi tuhannet nuoret tulevat kohtaa-
maan ainakin jonkin reunan oikeasta matematiikasta, matematiikasta, joka
on melko lailla muuta kuin se, mitd matematiikaksi uskoo pelkdn normaalin
koulunkaynnin perusteella. Kilpailumatematiikka on myos oiva silta korkea-
koulutason matematiikan opintoihin: vaikka sisallot eivat ole samoja, kilpailu-
ja yliopistomatematiikan asenne matematiikkaan on samansuuntaista. Kum-
pikaan ei ole laskentoa, vaan tiedon johdonmukaista rakentamista jo olemassa
olevan tiedon padlle. Ei ole yllattdavia, ettd suuri osa matematiikan kou-
lulaiskilpailuissa menestyneistd 10ytda eldméantehtdvansa matematiikasta tai
sen liepeilta.

Matematiikkakilpailut eivat ole tietokilpailuja. Kilpailutehtévat ovat ongel-
mia, ja pyrkimys on palkita ajattelua: ongelman ymmartamista ja ratkaisun
I6ytamista. Ajattelu ei kuitenkaan onnistu tyhjiossé, ilman tietoja ja tyo-
kaluja. Matematiikassakin voi jarjestaa kilpailuja vain, jos osallistujilla on
jonkintasoinen matematiikan tietovarasto.

Tama kirjanen esittelee koululaiskilpailujen matemaattista tietopohjaa suun-
nilleen siina laajuudessa, kuin sité tarvitaan niissa kansainvéalisissé lukiotason
matematiikkakilpailuissa, joihin Suomi osallistuu. Kyseessa ei ole kaiken kil-
pailuissa esiintyvan matematiikan kattava oppi- ja kasikirja. Tarkoitus on aut-



taa lukijaa ylittdmadn koulu- ja kilpailumatematiikan véliin nouseva, paikoin
aika korkea kynnys. Mestaritasolle kohoaminen vaatii pitkajanteista harjoit-
telua, tehtavien ratkaisemista ja uuden opiskelua.

1.2  Tasta kirjasesta

Tamaéan esitys pyrkii rakentumaan peruskoulun ylaasteen ja lukion perusma-
tematiikan pohjalle. Vaikka kysymyksessa ei ole varsinainen matematiikan
oppikirja, asiat pyritddn mahdollisuuksien mukaan perustelemaan kunnolla.
Toki kéytettavissa oleva tila on pakottanut tdssd suhteessa moniin kompro-
misseihin. Tarkoitus on joka tapauksessa harjoittaa lukijaa matematiikkakil-
pailuissa olennaisen tarkeaan perustelemisen ja todistamisen taitoon. Esitys-
tyyli on aika lailla toisenlaista kuin lukion ja peruskoulun oppikirjoissa: se on
tiivista ja san seuraaminen vaatii lukijalta keskittymista ja omaa tyGta.

Suurin osa esitettavistd asioista on muotoiltu numeroiduiksi ja kursivoiduiksi
tehtaviksi. Monet naistéd teoriaa eteenpain kuljettavista tai sita kuvittavista
tehtavistd on ratkaistu tekstissd. Osa on jatetty lukijan omatoimisesti rat-
kaistaviksi harjoitustehtaviksi. Tallaiset tehtavat on merkitty *:114, ja niiden
ratkaisut tai ratkaisuviitteet on esitetty kirjan lopussa.

Useimpien jaksojen lopussa on harjoitustehtavid. Ne ovat melkein kaikki to-
dellisia kilpailuissa esiintyneita tehtavia, ajallisesti ja maantieteellisesti vaih-
televista lahteistd mukaan poimittuja. Tehtavan yhteydessa esitettava lahde-
viite kertoo, mita kautta tehtava on paatynyt tahén esitykseen; sama tehtava
on silti voinut esiintyd muissakin kilpailuissa. Naiden tehtévien vaikeustaso —
niin kuin kilpailujenkin — vaihtelee, mutta ne yritetty asetella summittaiseen
vaikeusjarjestykseen. On selvad, ettd lukija saa tdyden hyodyn tehtévista
vain, jos todella yrittda ne itse ratkaista. Tama kirjanen ei kuitenkaan ole
tehtavikokoelma: hyvéan ratkaisutaidon kehittdminen vaatii kylld useamman
tehtavan ratkaisemista.

Yksi keskeinen kilpailumatematiikan antama oppi on se, ettd tehtavat ovat
vaikeita, mutteivat mahdottomia, ja etta se menestyy, joka ei lannistu ensim-
maisestd vastoinkaymisesta. Monet tassa kirjasessa esitetyt kilpailutehtavéat
saattavat toki olla vahemman kokeneelle ratkaisijalle varsin haastavia, joten
vastausosastoon turvautuminen on ihan sallittua. On myos pidettava mielessa
se, ettd moni tehtdva voidaan ratkaista eri tavoin, eivatké téssa esityksessa
annetut ratkaisut useinkaan ole ainoita tai edes parhaita mahdollisia.

* * *

Taman kirjan kirjoittaminen, julkaiseminen ja jakelu on tullut mahdolliseksi
Teknologiateollisuuden 100-vuotissdation tuen ja Suomen Tietokirjailijat ry:n
myoOntaméan apurahan ansiosta. Kirjan aineistoa on eri tavoin ollut esilld jo
40 vuotta jatkuneessa Suomen matematiikkaolympiajoukkueiden valmennuk-
sessa ja vuodesta 1995 jatkuneessa Suomen matemaattisen yhdistyksen Val-
mennusjaoston valmennustoiminnassa. Kirjoittaja on vuosien mittaan saanut



monenlaista tukea ja virikkeitd valmentajakollegoiltaan. Varteenotettavia ja
-otettuja parannusehdotuksia tdmén kirjan tekstiin ovat esittédneet Kerkko
Luosto ja Esa Vesalainen. Heille kiitokset!

1.3 Muutama termi ja merkintatapa

Téssa kirjassa ja siiné esitettavissa tehtavissa saatetaan kayttas joitakin nimi-
tyksid ja merkintoja, jotka eivéat ole kaikille koulumatematiikasta tuttuja. Ne
on pyritty selittamaén silloin, kun ne tulevat esille. Tassa kuitenkin kootusti
muutama erilaisissa yhteyksissa vastaan tuleva.

Jonon permutaatiolla tarkoitetaan jonon kaikista alkioista muodostettua jo-
noa, jossa alkioiden jérjestys on mielivaltainen. Esimerkiksi (1, 3, 2), (3, 2, 1)
ja (1, 2, 3) ovat kaikki jonon (1, 2, 3) permutaatioita.

Merkinté |z] tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai sama
kuin z. Siis esimerkiksi [v2] = 1, [2] = 2, |-7| = —4. Vastaavasti [z] on
pienin kokonaisluku, joka on suurempi tai yhta suuri kuin «. Siis esimerkiksi
V2] =2, 2] =2, [-n] = -3.

Jos f on jokin funktio tai lauseke, niin merkinnat
b b
S fE) ja ] £
k=a k=a

tarkoittavat summaa f(a)+ f(a+1)+---+ f(b) ja tuloa f(a)f(a+1)--- f(b).
Siis esimerkiksi
5

5
1 1111 1
=12 4224+3% +4* + 52 = = Z.Z.-.Z -
kZ_l +22 432442 452 =55, kllk2345120

Yhteen- tai kertolaskussa mukana olevat termit saatetaan ilmaista toisinkin:

esimerkiksi
> £, d)
1<i<j<n
tarkoittaa yhteenlaskua f(1, 2)+f(1, 3)+---+f(1, n)+f(2, 3)+---+f(2, n)+
<o f(n—1,n).
Tuloa [[;_;k =1-2---(n— 1) - n eli n-kertornaa merkitaén symbolilla n!.
Lisiksi merkitdin 0! — 1. Osamdirii — '~ merkitiin <”> Témé
El(n —k)! k
luetaan "n k:n yli”.
Geometrisissd yhteyksissia noudatetaan vakiintunutta kiytantoa, jonka mu-
kaan merkintd AB voi tarkoittaa sekd janaa pistejoukkona ettd janan pi-
tuutta. Yhtalo AB = CD tarkoittaa siis yleensa sité, ettd AB ja C'D ovat
yhta pitkédt janat. Vastaava kaytantd koskee kulmien ja niiden suuruuksien
merkitsemista.

Osa esitetyista kaavoista on varustettu viittaamista helpottavalla numerolla.

Numerointi ei ole juoksevaa. Tiettyd viittausnumeroa, esimerkiksi (1), kéyte-
taan aina sen kaavan laheisyydessa, johon viittaus tehdaan.



2 Kilpailumatematiikka ja sen osa-alueet

2.1 Erilaisia matematiikkakilpailuja

Koululaisten matematiikkakilpailut ovat periaatteessa kahdenlaisia. Suurille
oppilasjoukoille tarkoitetuissa kilpailuissa tehtavat ovat usein helposti arvos-
teltavia monivalintatehtdvia. Kilpailijan on osattava valita tehtavan oikea
ratkaisu tai oikeat ratkaisut tarjolla olevista vaihtoehdoista. Kilpailussa on
yleensid paljon tehtéavid kaytettavissa olevaan aikaan ndhden, ja tehtéavien
vaikeusaste vaihtelee. Tyypillisid tdménlaisia kilpailuja ovat American High
School Mathematics Examination ja Australian Mathematics Contest seka
sen eurooppalainen jalkelainen, Kenguru-kilpailu. FErdanlaisena monivalin-
takilpailuna voi pitda myos esimerkiksi American Invitational Mathematical
Ezamination -kilpailua, jossa kilpailijan on I6ydettava vastaus tuhannen vaih-
toehdon joukosta: tehtévat on nimittdin muotoiltu niin, ettd kunkin tehtavan
oikea vastaus on jokin ehdon 0 < n < 999 toteuttava kokonaisluku n.

Monivalintatehtavakilpailuissa on yleensd monta tehtévaa, ja melko vahén
aikaa. Tehtdvien vaikeustaso kasvaa sarjan loppua kohden, eikd hyviakaan
kilpailija yleensa ehdi ratkaista kaikkia tehtavia. Tavallisin kilpailutyyppi on
sellainen, jossa jokaiseen tehtévéan tarjolla olevien vastausvaihtoehtojen jou-
kossa vain yksi on oikea. Arvata voi aina, ja jos onnistuu sulkemaan joitakin
vastausvaihtoehtoja pois, voi arvaaminen olla kannattavaakin. Monivalinta-
kilpailujen pistelasku on usein jarjestetty niin, ettd summittainen arvaaminen
on kannattamatonta: esimerkiksi kokonaan vastaamatta jatetty tehtava saat-
taa tuottaa enemmaén pisteitd kuin vaira vastaus.

Seuraavassa muutama esimerkki tdméntyyppisistéd kilpailutehtavista.

1. r on luku, joka saadaan, kun a®:n kantaluku ja eksponentti kaksinkertais-
tetaan (b# 0). Jos r on a’n ja x°:m tulo, niin x =
A.a B. 2a C. 4a D. 2 E. 4

(American High School Mathematics Examination vuonna 1961.)

Téllaisen tehtavan voi ratkaista joko méarittamalla x:n tehtavassd annettu-
jen tietojen perusteella tai kokeilemalla vuoron perdaadn annettuja vaihtoeh-
toja. Vastauksen arvostelija ei ole kiinnostunut ratkaisumenetelméasté, mutta
edellinen tapa on toki suositeltavampi: koska r = (2a)?® = (2a)" - (2a)® =
a® 2% (2a)® = a®- (2-2a)® = a’ - (4a)’, oikea vastausvaihtoehto on C.



2. Pussissa on 20 palloa ja jokaiseen on kirjoitettu kokonaisluku, joka on
ainakin 0 mutta enintain 10. Jos palloon kirjoitettu Iuku ei ole 0, se on sama
kuin kaikkiin muihin palloihin kirjoitettujen Iukujen summa. Niiden pallojen
lukumaara, joihin on kirjoitettu 0, on

A. enintdin 5 B. 10 C. 13 D. 16 E. ainakin 18

(Italialainen matematiikkakilpailu I Giochi di Archimede vuonna 2008.)

Vaikka asetelma voi ensi lukemalta tuntua mutkikkaalta, ratkaisu on heti nah-
tavissd. Jos ainakin kolmessa pallossa olisi nollaa suuremmat luvut, esimer-
kiksi x, y ja z, olisi x > y + z ja siis ¢ > y mutta y > = + z, joten y > x.
Kaikki muut vaihtoehdot kuin E johtavat mahdottomaan tilanteeseen.

3. Suorakulmaisen kolmion ABC' kateettien pi- C
tuudet ovat 30 ja 40. Kolmio ABD on suora-

kulmainen ja tasakylkinen. Mika seuraavista

on ldhinna janan C'D pituutta?

A. 50 B. 51 C. 52 D. 53 E. 54 5

(Bulgarian matematiikkakilpailu vuonna 1998.

Téassa on tehtava, jonka ratkaiseminen vaatii
hiukan tietoja. Pythagoraan lauseen nojalla D

AB = 50. Siten AD = BD = @ Koska kul-

V2
mat Z/BCA ja ADB ovat suoria, nelikulmio ADBC on ympyran sisdan
piirretty nelikulmio eli jannenelikulmio. CD:n maérittdminen on yksinker-
taista, jos tuntee Ptolemaioksen lauseen: Jannenelikulmiolle ADBC' pétee

AD-BC+ AC - DB = AB - CD. Kun tahén sijoitetaan tehtévan tunnetut

janojen pituudet, voidaan ratkaista CD = E Kos 7 70 = 50, oikea

_<_
V2 V2 14

vastausvaihtoehto on A.

4. Maaritd pienin positiivinen kokonaisluku, jonka kolmas potenssi paattyy
888:aan. (American Invitational Mathematics Examination vuonna 1988.)

Tassa kilpailija tietaa, etta kaikki vastaukset ovat kokonaislukuja 0:n ja 999:n
valiltd. Olisi siis mahdollista ruveta kokeilemaan. Nopeammin ratkaisuun
padsee etenemilld jarjestelmaillisesti. Ainoa vélin [0, 9] kokonaisluku, jonka
kolmas potenssi on 8, on 2. Kysytty luku on siis 10z + 2, missa x on jokin
kokonaisluku. Mutta (10z + 2)? = 100023 + 600z% + 120z + 8. Téamén luvun
toiseksi viimeinen numero on sama kuin luvun 12z viimeinen numero. Nyt
luvun 12z viimeinen numero on 8 silloin ja vain silloin, kun z:n viimeinen
numero on 4 tai 9. Mutta jokainen luku, jonka viimeinen numero on 4 tai
9 on muotoa 5y + 4, missd y on jokin kokonaisluku. Néiin ollen etsittéva
luku on muotoa 50y + 42. Pieni numerolaskuty6 (kilpailuissa ei yleensi saa
kiyttasd apuneuvoja kuten laskimial!) osoittaa, ettd (50y + 42)3 = 125000y> +
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315000y2 + 264600y + 74088. Luvun kolmanneksi viimeinen numero on 8, jos
luvun 2646y viimeinen numero on 8. Pienin y, jolla tama tapahtuu, on 3.
Silloin 50y + 42 = 192, ja ratkaisu on loytynyt.

* * *

Yleisempi ja tavallisesti seka kilpailijan ettd arvostelijan kannalta vaativampi
kilpailumuoto on sellainen, jossa kilpailijan tulee tuottaa ratkaisu perustelui-
neen, periaatteessa siis samoin kuin vaikkapa ylioppilaskirjoituksissa. Tallai-
nen on muodoltaan vanhin matematiikan koululaiskilpailu, Unkarin FEdétvos—
Kiirschak-kilpailu, nain toimitaan Kansainvalisissd matematiikkaolympialai-
sissa ja yleensa eri maiden kansallisten matematiikkakilpailujen paatoskier-
roksilla. Tehtévan ratkaisu on joko perusteltu lukuarvoinen tai lausekkeen
muotoinen vastaus tai suorastaan jonkin vaitteen perustelu eli todistus. Sil-
loin tehtévan tekstissa, alussa tai pidemmallé, esiintyy sana todista tai osoita.
Mutta myos silloin, kun tehtavana on tuottaa esimerkiksi jokin lukuarvoinen
vastaus, niin olennaista ei ole tuo lukuarvon 16ytyminen, vaan se, miksi juuri
kyseinen arvo on se haluttu. Kun monien téallaisten kilpailujen nimené on
”matematiikkaolympialaiset”, voimme kutsua tamantyyppisia tehtavia olym-
piatehtaviksi.

Seuraavassa muutama esimerkki olympiatyyppisista kilpailutehtavistas:

5. Olkoon P(x) kokonaislukukertoiminen polynomi, jolla on nollakohdat 1997
ja 2010. Oletetaan lisdksi, ettd |P(2005)] < 10. Mitd kokonaislukuarvoja
P(2005) voi saada? (Suomen lukion matematiikkakilpailun loppukilpailu
vuonna 2010.)

Tehtavan ratkaisussa kysytddn lukuarvoja, mutta olennaista on selvittaa,
miksi ratkaisu on se miké se on. Tunnetusti polynomi R(z), jolle R(c) = 0,
on jaollinen polynomilla # — ¢. Vidhemmiin selviifi, mutta myds tunnettual
on, ettd jos R:n kertoimet ovat kokonaislukuja ja ¢ on kokonaisluku, niin
R(z) = (x — ¢)S(x), missd my6s S(z) on kokonaislukukertoiminen polynomi.
Téhén tehtavaan sovellettuna P(z) = (z — 1997)(z — 2010)Q(x), missd Q(z)
on kokonaislukukertoiminen polynomi. Sijoitetaan tdhén x = 2005. Silloin
P(2005) = —40Q(2005). Jos Q(2005) # 0, on |P(2005)| > 40. Ainoa tehtévén
ehdon tayttavd mahdollisuus on 0 = (2005) = P(2005).

6. Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja. Todista, etta luku 25m + 3n on
jaollinen 83:lla, jos ja vain jos luku 3m + Tn on jaollinen 83:lla. (Baltian Tie
-joukkuematematiikkakilpailu vuonna 1990.)

On melko helppo huomata, ettd 83 on alkuluku. Merkitdan x = 25m + 3n ja
y = 3m+T7n. Muodostetaan luku 7x—3y = (7-25—3-3)m = 166m = 83-(2m).
Jos nyt x on jaollinen 83:114, on luku 3y = 72 —83-(2m) jaollinen 83:1la. Koska
alkuluvuilla 3 ja 83 ei ole yhteisid tekijoita, niin y:n on oltava on jaollinen

1 Katso numero 31.
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83:1la. Aivan samoin pédtelldén, ettd jos y on jaollinen 83:lla, niin x:kin on
jaollinen talla luvulla.

7. Monellako eri tavalla luvut 1, 2, ..., n voidaan kirjoittaa jarjestykseen, niin
etta jokainen luku on kaikkia edeltavia lukuja suurempi tai kaikkia edeltavia
lukuja pienempi? (Kanadan matematiikkaolympialaiset vuonna 1989.)

Téssa on taas tehtévé, johon odotetaan vastausta, joka on luku tai luultavim-
min n:n lauseke. Kokeilemalla voi luvun arvata: luvuille 1 ja 2 seké jéarjestys
1, 2 etta jarjestys 2, 1 kelpaavat, luvuille 1, 2, 3 16ytyy nelja kelvollista jar-
jestysta: 1, 2, 3; 2, 1, 3; 2, 3, 1 ja 3, 2, 1. Kahden esimerkin perusteella
on rohkeaa menni viittimain, ettd tehtivissi kysytty lukuméiri olisi 27 1.
Nain kuitenkin on, mutta perusteluksi on lahdettava rakentamaan jarjestysta
viimeisesta luvusta. Se voi olla vain 1 tai n. Viimeista edellinen luku on
jaljella olevista suurin tai pienin. Nain kaikkiin muihin paitsi jonon ensim-
maiseen paikkaan on kaksi vaihtoehtoa, joten erilaisia jonoja on todellakin
27~1 kappaletta.

8. Kolmion ABC sivulta BC valitaan piste A;. Pisteiden B ja C kautta
piirretddn AA;:n suuntaiset suorat. Suora AB leikkaa C':n kautta piirretyn
suoran pisteessa Cy ja suora AC leikkaa B:n kautta piirretyn suoran pisteessé

B;. Todista, etta
1 1 1

AA, BB, | 0Cy
(Unkarin E6tvos-kilpailu vuonna 1905)

Tamé& vanha tehtéavd on tyypillinen geomet-
rinen todistustehtévé. Sellaiset ovat yha hy-
vin tavallisia matematiikkakilpailuissa. Rat-
kaisun tyokaluksi tarvitaan vain kolmioiden

yhdenmuotoisuus. Kolmiot ABA; ja C;BC D
ovat keskendin yhdenmuotoiset, samoin kol- .
miot AA;C ja B1BC. Edellisestd yhdenmuo- c
toisuudesta saadaan
BA,  BC
A A CCy’
jalkimmaisesta
AC  BC
A1A BBy’
Kun edelliset kaksi verrantoa lasketaan puolittain yhteen, saadaan
1 1 BA, + AiC  BC
BC ¥ _oai 40 BO
BB, CCy AA; AA;

Haluttu yhtélo saadaan, kun supistetaan BC':ll4.



12

2.2 Kilpailumatematiikan osa-alueita

Kun koululaisten matematiikkakilpailuja ruvettiin pitamaén, ajatus oli kayt-
taa tehtévia, joiden ratkaiseminen on mahdollista koulutietojen perusteella.
Perinteinen koulumatematiikka oli geometriaa ja algebraa. Nama alueet ovat
sailyneet kilpailumatematiikan osa-alueina paljon paremmin kuin matematii-
kan opetussuunnitelman sisaltoné. Sittemmin ainakin kansainvélisten mate-
matiikkakilpailujen tehtavaalueiksi ovat kiteytyneet myos lukuteoria ja kom-
binatoriikka. Eri maiden kansalliset kilpailut toki saattavat paremmin ottaa
huomioon kyseisen maan koulujen kaytantja ja opetussuunnitelmia. Ja usein
hyvéa tehtava sisdltaéd aineksia eri matematiikan osa-alueilta. Edellisista esi-
merkeistd numerot 1 ja 5 ovat ldhinna algebran, 3 ja 8 geometrian, 4 ja 6
lukuteorian ja 2 ja 7 kombinatoriikan tehtavia.

Koulumatematiikassa niin Suomessa kuin muuallakin on merkittavassa ase-
massa matematiikan osa-alue analyysi, johon kuuluu mm. differentiaali- ja
integraalilaskenta. Jostain syystéa analyysiin kuuluvat tehtavat eivat ole kan-
sainvilisten matematiikkakilpailujen normaalialaa, vaikka eri maiden kansal-
lisissa matematiikkakilpailuissa sellaisia toki esiintyy. Ei analyysin taidoista
tietenkdan haittaa ole, mutta ne eivit ole kilpailumatematiikassa keskeisia.
Toinen koulumatematiikkaan liittyva, mutta kilpailuissa harvinaisempi mate-
matiikan ala on todenndkdisyyslaskenta. Alkeellisen todennédkoéisyyden tehté-
vien olennainen osa on usein suotuisien alkeistapausten osuuden laskeminen.
Taméntapaiset ongelmat ovat kilpailumatematiikassa tavallisia, mutta ne lue-
taan sielld kombinatoriikan piiriin.

Hyvassa kilpailutehtavéssa on usein eri kilpailumatematiikan osa-alueisiin liit-
tyvid piirteitd. Ratkaisijan ei missdan tapauksessa tule sitoa ajatteluaan
”tamé on aihetta X, siis muistelen alueen X keinoja” -tapaisesti.
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3 Todistamisesta

Kilpailumatematiikan tehtavien ratkaisutaidoista olennaisin on todistaminen.
Sitd valitettavan vahan harrastetaan koulun oppimaéaéréssa, vaikka itse ma-
tematiikka paljolta onkin juuri oikeaksi arveltujen asioiden oikeaksi todista-
mista. Téssa luvussa esitetaan lyhyesti muutama todistustapa.

3.1 Suora ja epdsuora todistus

Tavallisessa suorassa todistuksessa edetdan loogisin askelin tehtévassd anne-
tuista tosiasioista eli oletuksesta ja muuten yleisesti tunnetuiksi hyviksytyista
totuuksista kohti haluttua tilannetta eli vditettd. Tehtavanratkaisun kannalta
ongelmallista on toisinaan se, mita kulloinkin voi pitaa yleisesti tunnettuna.
Vaikka on yritetty kirjoittaa luetteloita niisté eri matematiikan alojen totuuk-
sista, joihin kilpailuratkaisuissa voi nojautua, niin mitdan tallaista varmaa ja
kaikkien tunnustamaa listaa ei ole kyetty kokoamaan. Olennaisin ratkaisijan
tuki on tehtavia paljon ratkaiseville kehittynyt tuntuma ja kokemus siita, mika
on sopivaa. Yleisena ohjeena voisi sanoa, etté ei ole oikein kayttad hyvéaksi
asioita, jotka ovat jollain tavalla monimutkaisempia ja pitemmaélle menevia
kuin se, mitd halutaan todistaa. Taméan esityksen eri luvuissa otetaan jon-
kin verran kantaa siihen, miké eri kilpailumatematiikan aloilla saattaa olla
sopivaa pohjatietoa.

Edella tehtédviin 6 ja 8 annetut ratkaisut ovat suoria todistuksia. Esitetdan
vield pari muuta.

9. Olkoot a, b ja c sellaiset kokonaisluvut, ettda a + b+ ¢ = 0. Todista,
ettd 2a* + 2b* + 2¢* on nelibluku. [Kokonaisluku on nelidluku, jos se on
kokonaisluvun toinen potenssi.] (Eteld-Afrikan Talent Search -kilpailu vuonna
1996.)

Tehtavan ratkaisemiseksi eli todistuksen muodostamiseksi kirjoitetaan lauseke
a*+b*+c* uuteen muotoon kiyttamalla hyviksi luvuista a, b, ¢ tehtyé oletusta
ja soveltamalla binomin ja trinomin toisen potenssin kaavoja. Siis a*+b*+c* =
a?(b+c)2+b?(c+a)? + (a+b)? = 2(a?? + b?c? + c%a?) + 2(a®be + bPca +
cab) = 2(a?b? + b?c? + c?a?) + 2abc(a + b + ¢) = 2(a?b? + b2c? + c2a?) =
(a® + b2 +c?)? — (a* + b* + ¢?). Mutta yhtilcketjun piistd voidaan lukea, etti
2(a* +b* + ) = (a?b? + b2c? + c2a?)?, ja esitetty viite on todistettu.

10. Todista, etta jos valitaan jotkin 17 eri suurta, mutta ehdon 1 < n <
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25 toteuttavaa kokonaislukua, niin joukossa on ainakin kaksi sellaista lukua,
joiden tulo on neliéluku. (Slovenian matematiikkaolympialaiset vuonna 1995.)

Ratkaisu 10ytyy niin, ettd jaetaan joukko {1, 2, ..., 25} sopivasti 16:ksi os-
ajoukoksi, jotka ovat {1, 4,9, 16, 25}, {2, 8, 18}, {3, 12}, {5, 20}, {6, 24},
{7}, {10}, {11}, {13}, {14}, {15}, {17}, {19}, {21}, {22} ja {23}. Niissi jou-
koissa, joissa on ainakin kaksi alkiota, jokaisen kahden alkion tulo on neliéluku.
Mutta 17:std luvusta jotkin kaksi kuuluvat valttamatta samaan joukkoon, ja
vaite on todistettu.

* * *

Epdsuora todistus on monesti hiukan vaikeampi rakentaa kuin suora, mutta
sen avulla voi toisinaan todistaa yllattavampia ja hienompia asioita. Kun
tehtavéssa annetuista oletuksista lahtien pyritddn todistamaan jokin viite,
muodostetaan vaitteelle vastakkaisesta asiasta uusi oletus, vastaoletus, ja lah-
detadn paattelemadn sen perusteella. Tavoite on pédtya tilanteeseen joka on
ristiriidassa oletuksen tai muun tietdmyksen kanssa. Koska laillisilla paat-
telyaskelilla oikeista lahtokohdista pystyy paddseméaan vain oikeisiin ja tosiin
johtopaatoksiin, niin ristiriita osoittaa, etta lahtokohdissa on ollut vikaa. Vas-
taoletuksen onkin oltava virheellinen. Mutta silloin vastaoletukselle vastak-
kainen asia, eli alkuperéinen viitds, onkin tosi, ja todistus on valmis. (Joskus
nékee epédsuoraa todistusta aloitettavan fraasilla ”tehdadn vastavaite”. Taméa
on epajohdonmukaista. Todistuksessa pyritdan nayttamaan toteen jokin vdite
niin, ettd nojaudutaan joihinkin oletuksiin. Epasuorassa todistuksessa ei py-
ritd ndyttamaan toteen vaiteelle vastakkaista asiaa, vaan tdmé vastakkainen
asia oletetaan todeksi siina toivossa, ettd tdmé oletus johtaisi mahdottomuuk-
siin ja siten osoittautuisi vaéarédksi. Siksi vastaoletus eikd vastaviite.)

Seuraavassa muutama esimerkki epasuorasta todistuksesta.

11. Todista, ettd ympyran tangentti on kohtisuorassa sivuamispisteeseen piir-
rettyd ympyran sadettd vastaan.

Maaritelmén mukaan tangentti on sellainen suora ¢, joka koskee ympyraa
vain yhdessé pisteessid P, mutta muuten on kokonaan ympyrén ulkopuolella.
Olkoon O ympyran keskipiste. Piirretdan O:n kautta suora, joka on kohtisuo-
rassa £:48 vastaan. Leikatkoon se £:n pisteessd (). Viite tulee todistetuksi,
kun osoitetaan, ettd (Q = P. Tehdaan vastaoletus: @) # P. Silloin OQP
on suorakulmainen kolmio ja ZOQP on suora kulma ja OP on suorakulmai-
sen kolmion hypotenuusa. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on pitempi
kuin sen kateetti. OP on pitempi kuin OQ), joten ) on ldhempéana ympy-
ran keskipistetta kuin kehépiste ). @ on siis ympyréan sisdosan piste. Mutta
tastéd seuraa, ettd suora £ ei ole kokonaan ympyran ulkopuolella, toisin kuin
oletettiin. Vastaoletus on siis vaara, onkin ) = P ja OP_L/.

12. Osoita, ettd jos m ei ole nelibluku eli jonkin kokonaisluvun toinen potenssi,
niin y/m ei ole rationaaliluku.
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Aloitetaan epédsuora todistus tekemalld vastaoletus: y/m onkin rationaaliluku.
Siis y/m = P joillain kokonaisluvuilla p ja g, jotka kumpikaan eivat ole nollia
q

2
ja joilla ei ole yhteisia tekijoita. Siispa m = p_2 eli p?> = mq®. Koska m ei ole

mink&an kokonaisluvun toinen potenssi, jokin m:n alkutekija esiintyy luvun m
alkutekijahajotelmassa parittomalla potenssillaan, ts. on olemassa alkuluku c
ja pariton positiivinen kokonaisluku 2n+1 siten, ettd ¢! on luvun m tekiji,
mutta ¢?" 2 ei ole. Siis m = ¢?*lmy, missi c ei ole luvun m; tekiji. Nyt c
on luvun p? tekiji, ja koska c on alkuluku, se on luvun p tekiji. Kaikkiaan
siis jollain k ¢* on luvun p tekiji, mutta c**1 ei ole. Siis p = cFp;, missi
c ei ole luvun p; tekija. Jos nyt yht#lod p? = mq? eli ¢ p? = 2 tlmyq?
supistetaan ¢?" 1114, saadaan 02("3_”)_1]3% = myq¢®. Luvun c eksponentti on
pariton, joten se ei ole 0. Koska c ei ole mi:m tekiji, se on luvun ¢? tekij.
Koska ¢ on alkuluku, se on luvun ¢ tekija. Mutta tdmé& merkitsee, ettd ¢ on
sekd p:n ettd ¢:n tekija. Jouduttiin ristiriitaan sen tehdyn oletuksen kanssa,
ettéd p:lla ja ¢:lla ei ole yhteisia tekijoita.

13. Osoita, etta kolmelle positiiviselle reaaliluvulle a, b ja ¢ patee epdyhtald
max{a® — b, b* — ¢, ¢ — a} > max{a® — a, b* — b, ¢* — c}.
(Leningradin matematiikkaolympialaiset vuonna 1991.)

Merkitdan vaitetyn epayhtalon vasemman puolen lukua p:1l4 ja oikean puolen
lukua ¢:lla. Tehdidn vastaoletus p < g. Voidaan olettaa, etti ¢ = a® — a.
Koska a®? —a=¢q¢>p>a®—-b,onb>a,jakoskaa? —a=q>p>b>—c>
a®? — ¢, on my6s ¢ > a. Mutta nyt p > ¢ —a > a? — a = ¢. Oletuksesta p < ¢

seurasi ¢ < p. Ristiriita osoittaa, ettd vastaoletus on vaéra ja viite siis tosi.

3.2 Induktiotodistus

Matematiikassa yleensa ja myos kilpailutehtavissa on melko usein esiintyva
tilanne se, ettéd todistettava on vaite, joka koskee tavalla tai toisella kaikkia
positiivisia kokonaislukuja tai kaikkia jotain rajaa suurempia kokonaislukuja.
Normaali tapa etsid todistusta téllaiselle véitteelle on tarkastella ensin sen
paikkansapitavyytta pienilla ja yleensa helpoilla lukuarvoilla. Jos vaite tun-
tuu pitavin paikkansa, voi olla syyta uskoa, etta se pitda paikkansa kaikilla
mahdollisilla arvoilla. Nainhan ei tarvitse olla. Mutta tallaisen véaitteen pi-
tava todistus on usein mahdollista suorittaa menetelmélld, jota kutsutaan
induktioksi. (Edelld kuvattua yksityistapauksiin perustuvaa epévarman yleis-
tyksen tekoa on nimitetty myds induktioksi. Sen erotukseksi matematiikan
induktiota kutsutaan joskus tdydelliseksi induktioksi.) Induktiotodistusta voi
verrata tikapuihin: katolle paasemiseksi riittaé, etta pystyy nousemaan alim-
malle askelmalle ja sitten jokaiselta askelmalta seuraavalle.

Induktiotodistus rakentuu kahdesta vaiheesta. Ensin todistettava véaite on
naytettava oikeaksi pienimmaélle mahdolliselle luvulle, jolle vaitteen tulisi pa-
tead. Toisessa vaiheessa oletetaan, ettd viite patee jollekin luvulle ja tdhan
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oletukseen nojautuen todistetaan, ettd se péatee seuraavallekin luvulle. Vahéan
muodollisemmin ilmaistuna:

Jos jokin kokonaisluvusta n riippuva vdite P(n) on tosi kokonaisluvulla ng
ja jos kaikilla kokonaisluvuilla n > ng siitd ettd P(n) on tosi seuraa, ettd
P(n+1) on tosi, niin P(n) on tosi kaikilla n > ng.

Toisinaan induktioaskeleen oletus, siis ”"P(n) on tosi”, on korvattava hiu-
kan vaativamman néakoiselld, mutta itse asiassa samansisaltoisellda oletuksella

" P(k) on tosi kaikilla k£ < n”.

Valaistaan menetelmid muutamin esimerkein.

14. Todista, etta kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n on

1)(2 1
12+22+...+n2:n(n+ )6(n+ ) (1)

Esitetaan vaitteelle induktiotodistus. Ensimmaéinen vaihe on vaitteen todis-
taminen oikeaksi pienimmalle mahdolliselle n:lle, joka on 1. Todellakin:

1-(1+1)-(2-1+1)
. .

12 =

Toisessa vaiheessa oletetaan, ettd yhtalo (1) pétee jollakin luonnollisella lu-
vulla n = k. Mutta jos nain on, niin

k(k+1)(2k+1
P+22 4+ 4+ B+ (k+1)° = U+ 1)(2k + )+(k:+1)2

E(k+1)2k+1)+6(k+1)2  (k+1)(k(2k+1)+6(k+1))

6 6
_ (k+ 1)K+ 7k +6) _ (k+1) ((k+2)(2k +3))
6 6
_ k+1D)((k+1)+1)(2(k+1)+1)
c :

Yhtéalo (1) on siis voimassa my0s, kun n = k+1. Tama siis silld edellytyksell4,
ettd yhtalo on tosi, kun n = k. Induktioperiaatteen nojalla tieddmme nyt,
ettd yhtalo on voimassa jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n. Voimme
(periaatteessa) lahted arvosta n = 1, jolla yht&lo siis on totta, ja toistaa
induktioaskeleen niin monta kertaa, ettd paasemme mihin tahansa lukuun n.

15. Maaritelldan lukuparit (z,, y,), n = 0,1, 2, ... asettamalla xqg = 1,
Yo =0 ja Tpt1 = Tn + 2Yn, Yn+1 = Tn + Yn, kun n > 0. Osoita, ettd kaikilla
luonnollisilla luvuilla pétee x2 — 2y% = (—1)". (DDR:n matematiikkaolym-
pialaiset vuonna 1965.)
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Todistetaan induktiolla. Véite patee, kun n = 0. Oletetaan, ettéd se pétee,
kun n = k, missé k > 0 on mielivaltainen. Silloin @7, — 2yp+1 = (x +
2yx)? — 2(xk +yr)? = 2} 4+ dagyy + dyp — 203 — gy — 205 = —2 + 245 =
—(=1)% = (=1)**1. Induktioaskel on otettu ja viite on tullut todistetuksi.
Seuraava esimerkki edustaa tapausta, jossa induktioaskel ldhtee siitd, etta
véite oletetaan todeksi kaikilla £ < n ja tdhan perustuen todistetaan viite
oikeaksi, kun k =n + 1.

16. Erdassa maassa on aarellinen maara kaupunkeja. Tiet kaupunkien valilla
ovat yksisuuntaisia. Jos tarkastellaan mitd hyvansa kahta kaupunkia, niin
toiseen niistd padsee teita pitkin toisesta. Todista, ettd maassa on kaupunki,
josta voi padstd teitd pitkin kaikkiin muihin kaupunkeihin. (Baltian Tie -
joukkuematematiikkakilpailu vuonna 1992.)

Todistetaan vaite induktiolla kaupunkien lukuméaaran n suhteen. Jos n = 2,
viitteen totuus on ilmeinen. Olkoon sitten n = k£ > 2. Oletetaan, etta
viite patee, kun n < k. Tarkastellaan tilannetta, jossa kaupunkeja on k£ + 1
kappaletta. Olkoot kaupungit K, Ko, ..., Kx11. Tarkastellaan kaupunkia
K;. Olkoon A niiden kaupunkien joukko, joihin on padsy Kj:std ja B nii-
den kaupunkien joukko, joihin ei ole padsyéd Ki:std. Jos B on tyhja joukko,
K, kelpaa tehtavéssa kysytyksi kaupungiksi. Oletetaan sitten, ettad B ei ole
tyhja joukko. Jokaisesta B:n kaupungista on yhteys kaupunkiin K;. Yhdesta-
kadn joukon A kaupungista ei ole yhteytta yhteenkédin joukon B kaupunkiin
(silld jos johonkin olisi, niin K;:stdkin olisi yhteys tdhén). Jokaisen kahden
B:n kaupungin vililld on yhteys. Edellisen perusteella tallainen yhteys kulkee
pelkastaan B:hen kuuluvien kaupunkien kautta. Koska B:ssé on enintadn k
kaupunkia, induktio-oletuksen mukaan jostakin B:n kaupungista on yhteys
jokaiseen muuhun B:n kaupunkiin. Téstd kaupungista on edelld todetun pe-
rusteella K7:n kautta yhteys myo6s jokaiseen A:n kaupunkiin.

Induktiotodistus voidaan toisinaan jarjestdd myos ”takaperin”, suuremmista
arvoista pienempiin. Niin voidaan tehda etenkin tapauksissa, joissa pyritaan
osoittamaan jokin kokonaisluvusta riippuva vaittdmé epatodeksi. Jos siita,
ettd vaittdméa on tosi kokonaisluvulla n aina seuraa, ettd se on tosi myos
arvolla n— 1, voidaan laskeutua sellaisiin pieniin n:n arvoihin, joista nahdaan,
ettd viittama ei voi olla tosi. Epésuoran todistamisen periaatteen mukaan ei
viittama nyt voi olla tosi oletetulla alkuarvolla n. Tallaisista todistuksista
nahdddn esimerkki luvussa Lukuteoria (katso numero 114).

Induktioperiaatteen kanssa yhtapitavad on se aika usein kdyttoon tuleva tieto,
ettd ylhaaltd rajoitetussa kokonaislukujoukossa on suurin luku ja alhaalta
rajoitetussa kokonaislukujoukossa on pienin luku. Taméan voi todistaa in-
duktiolla joukon alkioiden lukumaaran suhteen. Yksialkioisessa joukossa on
suurin luku, joukon ainoa alkio. Jos kaikissa n-alkioisissa joukoissa on suurin
luku ja joukossa A on n+ 1 alkiota, joista yksi on a, niin joukossa B = A\ {a}
on n alkiota. Olkoon b B:n suurin alkio. Nyt joko b > a, jolloin b on A:nkin
suurin alkio, tai a > b, jolloin a on A:n suurin alkio. Jos joukossa on &aret-
toman monta alkiota, valitaan niista yksi, esimerkiksi ag. Koska joukko on
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ylhailté rajoitettu, siind siind on aarellisen monta alkiota, jotka ovat > ag;
naiden joukossa on suurin alkio, joka varmasti on koko joukon suurin alkio. —
Alhaalta rajoitetun joukon pieninté alkiota koskeva viite todistetaan samoin.

Kilpailutehtévien laatijat suosivat monesti tehtédvié, joissa jokin véite sisal-
taa jonkin ei suurehkon kokonaisluvun, esimerkiksi kahdentuhannen paikkeilla
olevan vuosiluvun. Vuosilukuun voi liittyd jokin esimerkiksi jaollisuusomi-
naisuus, jolla on merkitysta tehtavan ratkaiussa. Mutta ei ole harvinaista,
ettéd tallaisen tehtdvan ratkaisuksi oikeastaan haetaan paattelyd, joka osoit-
taa viitteen patevan esimerkiksi kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla. Tal-
laisen tehtavan tullessa vastaan on siis yleensa harkittava induktiotodistuksen
mahdollisuutta.
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4 Algebra

Kilpailumatematiikassa algebran alaan on tapana lukea tehtavét, joiden ai-
heena ovat polynomit ja yhtalonratkaisu, epayhtalot, joiden sisalto ei ole geo-
metriaa, ja funktionaaliyhtélot. Algebran tehtavissd saattaa myos olla kysy-
mys lukujonoista ja summista, vaikka naihin keskeisesti liittyvat kysymykset
raja-arvoista ja suppenemisesta menevéatkin yleensd matemaattisen analyy-
sin puolelle ja siten ”kansainvélisen kilpailumatematiikan” ulkopuolelle. Al-
gebrallisia perustaitoja kuten vakiintuneita lausekkeiden sieventamiskeinoja ja
kompleksilukuja voidaan tarvita ja tarvitaan kaikenlaisissa tehtavissa. Téassa
luvussa kasitelladn myos néitd algebrallisia tyokaluja.

4.1 Lausekkeiden muokkaamisesta

Algebraa tarvitaan kaiken aikaa erilaisissa tehtdvissd, ainakin lausekkeiden
muokkaamiseen kulloinkin tarpeellisiin ja hyodyllisiin muotoihin. Muokkaa-
misen apuvélineitd ovat monet identiteetit, aina voimassa olevat yhtalot. Tal-
laisia ovat mm. seuraavat (n on positiivinen kokonaisluku).

a® —b* = (a—0b)(a+b),
a® +b% +c? +2(ab+be+ca) = (a+b+c)?,

n 2 n
<Zai> :Za?+2 Z a;aj,
i=1 i=1

1<i<j<n
a" —b" = (a—Db)(a" '+ a" b+ - Fab" 40",
a2n+1 + b2n+1 — (CL + b)(a2n o a2n—1b+ L aan—l + an)’
a® + b+ ¢ —3abe = (a + b+ c)(a® +b* + ¢ — be — ca — ab)
(a® +b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)?.

17*. Todista edelliset identiteetit. Kayta tarvittaessa induktiotodistusta.

n
Luvussa 1.3 méariteltiin n-kertoma n! ja merkinté ( k:> Seuraava tehtava

osoittaa niiden lukujen yhteyden Pascalin' kolmioon, lukumuodostelmaan,

L Blaise Pascal (1623-62), ranskalainen matemaatikko ja filosofi.
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jossa kukin luku on kahden vinottain sen yldpuolella olevan luvun summas:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1

18. Todista, etta

n n _(n+1
(k) + <k+1) B <k+1>’
kinn>1ja0<k<n.
Todistus on suora lasku:

n n n! n!
<k> + <k+ 1) Mok Gr Dl —k—1D)!
nl(k+1) nln—k) n!(1+n)

T GHDIn—k)! Tk Dn—k)!  (k+Dn+1—k—1)

3 (n+1) <n+1>
S k+ D!+ 1—(k+ D) \k+1)

Seuraavan tehtavan sisaltd on binomikaava. Kaava perustelee sen, etta lukuja

n
< k) kutsutaan binomikertoimiksi, ja sen etta kertoimet lausekkeeseen, joka

syntyy kun lausekkeeseen (a + b)" siséltyvét kertolaskut suoritetaan, voidaan
lukea Pascalin kolmion n:nnelta rivilta. Binomikertoimien eraisiin mielenkiin-

toisiin ominaisuuksiin tutustutaan luvussa Kombinatoriikka.

19*. Todista induktiota kayttden, etta
(a+0)" = ];) (Z) akpn k.

Seuraavat summaidentiteetit tulevat myés aika ajoin kayttoon:

n+ n(n+1) > +1)(2n+1)
Zk— , Zk S ,

Xn:kgzn(n;L 1)? ’ ank(kle):n(n+1;(71+2)7
k=1 k=1
zn:k:(k 1) k42) = n(n + 1)(n4+ 2)(n+3)7
k=1
- 1 1 = ~ (n+1)(2a+ bn)
;k(kﬂ)_l_n—ﬂ’ ];)(“Hk)_ 2 ’
> agt = 7a(11__q2+ ), (¢ #1).

k=0
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Identiteeteista viimeista edellinen on aritmeettisen jonon ja viimeinen geomet-
risen jonon summakaava.

20*. Todista edelliset identiteetit. Toista ei tarvitse, koska se on jo kasitelty
tehtavassa 14.

4.2 Kompleksiluvut

Matematiikkakilpailuissa oletetaan, etta kilpailijat tuntevat kompleksilukujen
perusominaisuudet. Ne ovat tarpeellisia my6s polynomien ja algebrallisten
yhtéloiden ymmértadmisessd. Kompleksilukujen geometrinen tulkinta tekee
niistad kéyttokelpoisia monien geometristen tehtévien ratkaisemisessa (téstéa
muutama esimerkki luvussa Geometria).

Kompleksiluvut ovat muotoa z = = + iy olevia symboleja. Téassd x = Rez ja
y = Imz ovat reaalilukuja ja i symboli, joka tottelee laskusaantod i2 = —1. «
on z:n reaaliosa ja y sen imaginaariosa. Kompleksilukujen laskutoimitukset
noudattavat reaalilukujen laskutoimituksia, kun symbolia ¢ késitellddn niin,
ettd saantd i2 = —1 toteutuu. Niinpid kompleksilukujen z = x + iy ja w =
u + v kertolasku noudattaa kaavaa

2w = (z +1y)(u+iv) = zu — yv + i(xv + Yyu)
ja jakolasku kaavaa

z x+iy  wutyv+i(—zv + yu)

w w4+ u2 + v?

Niita kompleksilukuja, joiden imaginaariosa on 0, voidaan pitaa reaalilukuina.

Kompleksiluvuilla laskettaessa hyodyllinen kasite on kompleksiluvun z = x +
1y litttoluku eli kompleksikonjugaatti. Se on kompleksiluku z = x 4 1y = x—1y.

21*. Todista:

Z4+w=7z+w,
ZW = ZW

az =az, a€R.

Edellisesta seuraa, ettd (2)" = 2.

22*. Kirjoita kompleksiluvun z reaali- ja imaginaariosat z:n ja z:n avulla.

Kompleksiluvun z = z + iy itseisarvo |z| on luku

|z| = Va2 4+ y2.

23*. Todista, etti kompleksiluvun itseisarvolle pétee |z|? = 2z, |zw| = |2||w],
|2""| = |z|™ (kun n on kokonaisluku) ja |z + w| < |z| + |w|.
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Jos kompleksiluku z = x+1iy samastetaan xy-tason pisteen P = (x, y) kanssa,
niin |z| on janan OP pituus, ja voidaan kirjoittaa = = |z|cos ¢, y = |z|sin ¢,
missd ¢ on x-akselin ja suoran OP vilinen kulma laskettuna x-akselista vas-
tapaivdan kiertden. Siis

z = |z|(cos ¢ + isin @) = |z|e™?.
Tissd on kiytetty Fulerin' kaavaa
cos ¢ + isin g = €.

Eulerin kaava perustuu sini-, kosini- ja eksponenttifunktioiden sarjakehitel-
miin, eikd sitd sen vuoksi todisteta tédssd. Kaavaa voi kuitenkin vapaasti
kéyttdaa kilpatehtdvien ratkaisemisessa. — Kulmaa ¢ sanotaan z:n argumen-
tiksi, ja on tapana merkitd ¢ = arg z. Argumentti ei ole yksikésitteinen: myos
¢ + 2nm, missd n on mielivaltainen kokonaisluku, on z:n argumentti.

24*. Todista, etta

s = |Z||w|ei(arg z—&-argw)’

z _ |

6i(arg z—argw)
w fwl

)

Jja etta
Z'I’L — |Z|neznargz’

kun on kokonaisluku.

Viimeinen kaava patee myos muilla kuin kokonaislukueksponenteilla n ja mah-
dollistaa siten esim. juurien ottamisen kompleksiluvuista. Argumentin moni-
késitteisyys aiheuttaa sen, etta esimerkiksi "neliojuuri” ei kuitenkaan ole aivan
hyvinméaéritelty késite.

4.3 Polynomit ja yhtalot

Olkoot ag, ai, ..., a, kiinteitd lukuja ja a,, # 0. Muuttujan (joka voi olla
reaali- tai kompleksiluku) z funktio p,

p(r) =ap+ax+ -+ aa”,

on (yhden muuttujan) polynomi ja n sen aste; merkitdan n = degp. Lu-
vut a; ovat polynomin p kertoimet. Jos ne ovat kaikki kokonaislukuja, ra-
tionaalilukuja, reaalilukuja tai kompleksilukuja, puhutaan vastaavasti koko-
naiskertoimisesta, rationaalikertoimisesta, reaalikertoimisesta tai kompleksi-
kertoimisesta polynomista. Myo6s funktiota, joka saa kaikkialla vakioarvon
0, on tapana kutsua polynomiksi, nollapolynomiksi. Nollapolynomin aste on
madritteleméaton. Jos polynomin p aste on n, p:td kutsutaan n:nnen asteen
polynomikss.

L Leonhard Euler (1707-83), sveitsildinen matemaatikko.
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25*. Todista, ettd deg(p + q) < max{degp, degq}, deg(pq) = degp + degq.
Voiko olla deg(p + ¢q) < max{degp, degq}?

26*. Todista, ettd jos p(z) on polynomi, jonka kertoimet ovat reaalilukuja,
niin p(z) = p(Z).
Kahden muuttujan n:nnen asteen polynomi on vastaavasti funktio

p(x, y) = ap + a107 + ap1y + a2z® + a117y + agy*+
+oo 02" + ap1 12" Y 4+ aony”,

missé ainakin jokin kertoimista a,—_j ; 7 0. Useamman kuin kahden muuttu-
jan polynomit ja niiden aste maéaritelladn analogisesti. Kilpatehtévissa saat-
taa esiintya useamman kuin yhden muuttujan polynomeja, mutta yleensa niin,
etta ratkaisussa olennaisesti tarvitaan vain yhden muuttujan polynomin omi-
naisuuksia.

Jos p(r) = 0, niin 7 on pn nollakohta tai yhtilon p(x) =0 juuri.
Kahden muuttujan polynomi p(z, y) voi olla = 0 &érettémén monessa pis-

teessd (x, y). Tallaisten pisteiden sanotaan muodostavan algebrallisen kdy-
ran. Puhutaan myo6s yhtélon p(z, y) = 0 kuvaajasta.

Toisen asteen reaalikertoimisella polynomilla p(z) = az? + bx + ¢, a # 0,
on tasan kaksi reaalista nollakohtaa, jos sen diskriminantti A = b*> — 4ac
on positiivinen. Jos A = 0, p:ll4 on tasan yksi reaalinen nollakohta. Jos
A < 0, p:la ei ole reaalisia nollakohtia, mutta kylldkin kaksi kompleksista
nollakohtaa. Nollakohtien lausekkeet ovat

1
r1,2 = 2—a(—bi \/Z)

27*. Johda toisen asteen yhtélon ratkaisut tdydentimilli lauseke ax? + bx
ensimmadisen asteen polynomin toiseksi potenssiksi eli nelibksi.
(Tamé& nelioksi tdydentdminen on usein kéytetty keino lausekkeiden muok-
kauksessa, kannattaa pitada mielessé!)
c

Suora lasku osoittaa heti, ettd r1 + 179 = —— ja rirg = —.

a a
Monien polynomien ominaisuuksien perustana on jakoyhtdlé. Jos u ja v ovat
polynomeja ja degu > 1, niin on olemassa polynomit ¢ ja r, degr < degu,

siten, etta
v(z) = q(x)u(z) + (). (1)

28. Todista, etta jakoyhtdlon polynomit q ja r ovat yksikasitteisia.

Yksikésitteisyys tulee osoitetuksi, jos naytetadn, ettd mitka tahansa kaksi yh-
talon toteuttavaa polynomiparia ovat keskenddn samat. Oletetaan siis, etta
v(z) = qr(z)u(z) + ri(x) ja v(x) = g2(x)u(x) + ro(x), missd r1 ja ry ovat po-
lynomeja, joiden aste on < degwu. Silloin 7 (z) — ra(z) = (q2(z) — ¢1(z))u(x).
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Numeron 25 mukaan yhtdlon vasemmalla puolella on joko nollapolynomi tai
polynomi, jonka aste on < degu. Yhtalon oikealla puolella on joko nollapo-
lynomi tai polynomi, jonka aste on > degu. Ainoa mahdollisuus on, etté
yhtalon molemmat puolet ovat nollapolynomeja, ja siis ¢1 = ¢2 ja r1 = 72.

Polynomit ¢, osamddrd, ja r, jakojadnnos, voidaan maarittaa jakolaskualgo-
ritmilla esimerkiksi jakokulmassa. Jos r = 0, niin v on jaollinen u:lla. Jos u ja
v ovat rationaali- tai reaalikertoimisia, niin g ja r ovat samaa lajia. Polynomi,
jolla ei ole jaollinen millaan ainakin astetta 1 olevalla polynomilla, on jaoton.

Jakoyhtdlon seurauksia ovat seuraavassa kolmessa tehtdviassad todistettavat
polynomien ominaisuudet. Niita kdytetdan usein kilpailutehtavissa.

29*. a) Todista ettd jos a on u:n nollakohta, niin w on jaollinen (z — a):lla.
b) Todista, ettd n:nnen asteen polynomilla on enintdan n eri nollakohtaa. c)
Todista, etta jos kaksi enintadn n:nnen asteen polynomia saavat samat arvot
(n + 1):ssd eri pisteessé, polynomit ovat samat. d) Jos polynomeille u ja v
patee u(x) = v(x) kaikilla reaaliluvuilla, niin u:n ja v:n kertoimet ovat samat.

Edellisen tehtavan a-kohdan tulos on monen kilpailutehtavan ratkaisun ydin.
Siita seuraa heti, ettd jos polynomilla p on nollakohdat ay, as, ..., ag, niin

p(x) = (2 —a1)(x = az) - (x — ax)q(z),

(missé ¢ on polynomi) ja ettd polynomin nollakohtien lukumaééré ei voi ylittaa
polynomin astetta. — Koska p(z) — a on sekin polynomi, jonka aste on sama
kuin p:n, niin ndhdéaan, ettd polynomi, joka ei ole vakio, voi saada arvokseen
mink& hyvéansid luvun enintdan asteensa ilmaiseman méaarén kertoja.

30*. Todista, etti polynomi x®—3bcx+b3+c3 on jaollinen polynomilla x+b+c.
Johda tisté identiteetti a®+b3+c®—3abe = (a+b+c)(a®+b*+c*—bc—ca—ab).

Jos
p(z) = (z —a)"q(x)

ja q(a) # 0, niin a on p:n m-kertainen nollakohta eli a:n kertaluku (p:n nol-
lakohtana) on m. Polynomin nollakohtien kertalukujen summa on enintdan
polynomin aste.

Seuraavan tehtévén sisdltéon (joka ei ole aivan itsestaén selvdl) nojaudutaan
aika monessa kilpailutehtévassd. Ominaisuutta voi hyodyntad ratkaisuissa
perustelematta sita erikseen.

31*. Todista: jos u ja v ovat kokonaislukukertoimisia ja u:n korkeinta astetta
olevan termin kerroin on 1, niin myods q ja r ovat kokonaislukukertoimisia.

Polynomien teorian yksi kulmakivi on algebran peruslause. Se on olennaisesti
kompleksilukuja koskeva tulos. Algebran peruslauseen todistus ei onnistu il-
man muutamia sellaisia apukeinoja, jotka kuuluvat yleensa koulutietojen ulko-
puolelle jadviin matemaattisen analyysin osiin, ja se joudutaan sivuuttamaan
tassa. Lauseen sisilto oletetaan kuitenkin kilpailumatematiikassa tunnetuksi.
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Algebran peruslause. Jokaisella kompleksilukukertoimisella polynomilla p,
jonka aste on > 1, on ainakin yksi kompleksinen nollakohta.

Aikaisempaan polynomin nollakohtien maaraé koskevaan tarkasteluun yhdis-
tettyné algebran peruslause merkitsee, ettd jokaisella polynomilla on, nolla-
kohdan kertaluvut huomioon ottettuna, tasan niin monta kompleksilukunol-
lakohtaa kuin polynomin aste ilmaisee. Polynomi, jonka aste on n, on siis
aina tulo

k
p(2) = an [z = )™,

missa m; on nollakohdan z; kertaluku ja a,, on z":m kerroin.

Jos reaalikertoimisella polynomilla p on kompleksinen nollakohta z, on myos

0 = p(z) = p(Z). Reaalikertoimisen polynomin kompleksinollakohdan zg
ohella sen liittoluku g on myos nollakohta. Koska

(z — 20)(z — Z) = 2 — 22Rezg + |20/%,

nahdaén, ettd reaalikertoiminen polynomi voidaan aina esittdd ensimmaéista
tal toista astetta olevien jaottomien polynomien tulona.

Eulerin kaavan perusteella ndhdaan helposti, ettd yhtédlon 2" = 1, n > 1

kokonaisluku, juuret eli n:nnet yksikkojuuret ovat luvut 1, e?27/m ei4m/n . ,
ei2(n—1)7‘r/n.

32*. Ratkaise yhtilot 23 =1 ja 23 = —8.

Monet polynomeja késittelevit kilpailutehtavit perustuvat siihen, ettd poly-
nomin kertoimet voidaan lausua polynomin nollakohtien lausekkeina. Taméa
perustuu polynomin tuloesitykseen ja numeron 29 d-kohtaan. Lausekkeita
kutsutaan Vietan' kaavoiksi. Aikaisemmin on todettu, etté jos 71 ja ro ovat
polynomin z? + ax + b nollakohdat, niin 7, + ro = —a ja r179 = b. Yleisem-
minkin pétee, etta jos r1, 72, ..., 1, ovat polynomin

p(z) =2" +a,_ 12"+ +ayx +ag

juuret (useampikertaiset juuret lueteltuna kertalukunsa osoittaman méérén
kertoja) ja jos S; on summa, jonka yhteenlaskettavina ovat kaikki mahdolliset
tulot, joiden tekijoina ovat jotkin ¢ kappaletta luvuista rq, ..., r,, niin S; =
—an_1, So = an_2, ..., Si = (=1)'an_;, Sn = (=1)"ag. (Si:t ovat n:n
muuttujan symmetrisid polynomeja. S1 =11 + 1o+ -+ + 1y, Sy = rire +
rirs4--c+rirnFrorg+ -+ rp_17p, S3 = 1r1raers+rirers+ -+ rp_orp_1Tn
jne., S, =ryrg---rp.)

33*. Todista Vietan kaavat tapauksessa n = 3.

Seuraava kilpailutehtéva kayttaa suoraan hyodykseen Vietan kaavoja.

L Prancois Viéte, latinalaisessa muodossa Vieta (1540-1603), ranskalainen
matemaatikko.
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34. Maarita kaikki kompleksiluvut z1, 2o, 23, joilla on sama itseisarvo ja joille
patee z1 + 23+ 23 = 212923 = 1 (Romanian matematiikkaolympialaiset vuonna
2009.)

Tehtavan ratkaisun aluksi huomataan, ettd jos lukujen yhteinen itseisarvo on

a, niin a® = 1, joten a = 1. Silloin z;Z; = 1 jaz; = — = 2,2z, missi j ja k ovat
Zq
muut indeksit kuin . Koska Z1 +Z2+2Z3 = 1, on 2923+ 2321 + 2129 = 1. Mutta

Vietan kaavoista seuraa nyt, ettd z1, 29, 23 ovat yhtilon 22 — 22 +2 —-1=0
eli (z—1)(2%2 +1) = 0 juuret. Tamin yhtilon juuret ovat 1, i ja —i.

* * *

Muutama polynomi- ja yhtéloaiheinen kilpailutehtava.

35*. Milla b:n arvoilla yhtéléilli 198822 +bx+8891 = 0 ja 889122 +bx 41988 =
0 on yhteinen juuri? (Kanadan matematiikkaolympialaiset vuonna 1988.)

On aika tavallista, etta kilpailutehtavien laatijat yrittavat sovittaa kilpailun
vuosiluvun, paivamaaran, jarjestysnumeron tms. tehtaviin. Usein, mutta ei
aina, tallaiset luvut ovat itse tehtavan ratkaisun kannalta epédolennaisia. Esi-
merkiksi suuruusluokkaa 2000 olevaa vuosilukua koskeva véite saattaa olla
tosi kaikilla tarpeeksi suurilla kokonaisluvuilla.

36*. Ratkaise yhtaléryhma

x2+y2:6z
y: + 22 =6z
z2+x2:6y.

(Leningradin matematiikkaolympialaiset vuonna 1990.)

37*. Polynomille p(x) = 2% + az® + ba* + ca® + dz? + ex + f pétee p(1) = 1,
p(2) =2, p(3) = 3, p(4) = 4, p(5) =5 ja p(6) = 6. Maaritd p(7). (Norjan
Niels Henrik Abel -kilpailu vuonna 1996.)

38*. Olkoot =1 ja xo yhtilén x? — (a+ d)x + ad — bc = 0 juuret. Osoita, etti
23 ja a3 ovat yhtdlon y? — (a3 + d3 + 3abe + 3bed)y + (ad — be)? = 0 juuret.
(Unkarin E6tvos-kilpailu vuonna 1899.)

39*. Todista, etti jos a ja b ovat polynomin x* + 23 — 1 kaksi nollakohtaa,
niin ab on polynomin z% 4+ x* + 3 — 22 — 1 nollakohta. (Yhdysvaltain mate-
matiikkaolympialaiset vuonna 1977.)
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4.4 Epayhtilot

Erittdin suositun kilpailutehtavien osa-alueen muodostavat epdyhtalot.
Epéayhtalotehtava voi olla epayhtélon ratkaiseminen, ts. jonkin epayhtalon to-
teuttavien muuttujanarvojen selvittdminen, mutta tavallisemmin tehtavana
on todistaa oikeaksi jokin kaikilla tiettyyn lukujoukkoon (kuten positiivisten
reaalilukujen joukkoon) kuuluville luvuille oleva epayhtald. Epéyhtalotehtava
saattaa olla myos aariarvotehtava: jonkin, yleensd useamman kuin yhden
muuttujan funktion dariarvo on etsittava. Kilpailutehtavissa kartetaan sellai-
sia ddriarvotehtavia, jotka voidaan helposti ratkaista matemaattisen analyysin
menetelmin, funktion derivaatan nollakohdan avulla tai (useamman muuttu-
jan tilanteessa) ns. Lagrangen' kertoimia kiyttamalli.

Kilpailijan on melkein valttaméatta oltava perilla muutamista perusepayhtéa-
16istd. Useimmat néistd eivit kuulu normaaliin koulumatematiikkaan. Mo-
nen epiyht#lon takana on kuitenkin lopulta yksinkertainen havainto: z? > 0
kaikilla reaaliluvuilla x. Siitd seuraa mm. sarja kahden luvun erilaisten kes-
kiarvojen valisia epayhtaloitd. Naméa puolestaan ovat monen kilpatehtavan
pohjana.

1
40. Todista, ettd x + — > 2 kaikilla x > 0.
T

2
1 1

Todistus on yksinkertainen: koska 0 < <\/_ — T) = — 2+ —, vaite on
x x

tosi.

x x
41. Todista, etta jos x, y > 0, niin \/zy < % ja /Ty = +y vain, kun
T =y.
Myo6s tdmé on valiton seuraus binomin nelion epénegatiivisuudesta. Koska
0< (\/_ — \/5)2 = — 2,/Ty + vy, epayhtalo on tosi. Yhtasuuruus péatee vain,

kun /z — /y =0 eli kun z = y.

x
Koska /zy on z:n ja y:n geometrinen keskiarvo ja

r:n ja y:n aritmeetti-
nen keskiarvo, edellisen tehtavan sisdltoa kutsutaan aritmeettis—geometriseksi
epayhtaloksi. Samanlainen tulos on voimassa silloinkin, kun keskiarvo on
useamman kuin kahden luvun keskiarvo. Todistus on mutkikkaampi, ja siithen
palataan myohemmin.

42*, Todista, etta jos x, y > 0, niin
2

T 1 =V
_+_
z oy

Edellisen epayhtéalon vasen puoli on x:n ja y:n harmoninen keskiarvo; tehtavan
epayhtald on harmonis—geometrinen epdyhtalo.

L Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), italialais-ranskalainen matemaatikko.
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ty 2% 4 g2

. Yhti-
2 = 2 &

x
43. Todista, etta kaikilla reaaliluvuilla x, y patee
suuruus on voimassa vain, kun x = y.

Jos epayhtélon vasemmalla puolella on negatiivisia lukuja ja ne korvataan it-
seisarvoillaan, saadaan suurempi luku, mutta epayhtalon oikea puoli ei muutu.
On siis riittivia todistaa epiyhtilo oikeaksi, kun z, y > 0. Koska (z—y)2? > 0,
22 +y? > 2xyja2(x?+y?) > 22 +22y+y? = (r+y)?. Kun viimeinen epéyhtilo
jaetaan puolittain 4:11a ja otetaan neliojuuret molemmista puolista, saadaan
vaite.

Edellisen tehtavan tulos on aritmeettis—neliollinen epayhtalo.

Esitetdan viela todistus aritmeettis-geometriselle epayhtélolle yleisessa ta-
pauksessa. Ehka lyhimmin se kéy, kun ensin todistetaan seuraava aputulos.

44. Jos a ja b ovat positiivisia lukuja, niin
(n—1)a" ! +b" > na""'b;

yhtasuuruus patee vain, kun a = b.

Todistetaan tdma induktiolla. Vaite on tosi, kun n = 1. Oletetaan, etta se on
tosi, kun n = k. Induktioaskelta varten oletetaan, etti (k—1)a* > ka*~1p—bk
eli (k— 1)a**! > ka*b — ab®. Mutta nyt

ka4 bF L > aF T kakf b — ab® + 0P = (B4 1)aPb 4o T 0P —ab® —aPb
= (k+1)a*b + (a — b)(a* — *) > (k + 1)a"b.

Viimeinen epiyht#lo johtuu siité, ettd a — b ja a* — b* ovat samanmerkkisi.
Induktioaskel on otettu, joten viiite on todistettu. Koska (a — b)(a* —bF) =0
vain, kun a = b, my6s yhtasuuruusehto tulee perustelluksi.

Todistetaan nyt induktiolla aritmeettis-geometrinen epéayhtalo yleisessa muo-
dossa. Olkoon z1, x3, ... jono positiivisia lukuja. Olkoon

1
An:ﬁ(xl—i—xg—i—-"—i—xn) ja G = Yx1x9 - Xy

45. G, < A, kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n, ja G, = A,, jos ja vain
Jjosxy =20 = = Tp.

Tiedamme, ettd viite patee, kun n = 1 ja n = 2. Tehd&dan induktio-oletus
Gnh_1 < A,_1. Aritmeettisen keskiarvon laskukaavan perusteella nA, = x1 +
o+ +xpo1+x, =(n—1)A,-1 + x,. Induktio-oletus voidaan kirjoittaa
muotoon

nAd,=mn-1VA,1+z,>n-1)Gp_1+x, =(n—1) (Gi/_nl)n + (x%/”)n.

1/n

Mutta nyt voidaan soveltaa aputulosta asettamalla a,, = G,/

1/n
Tr .
> nGz:i/n:c}@/n = n(:leg---xn_lxn)l/" = nG,. Siis nd, > nG, ja

G, < A,. — Yhtasuuruusehtoa koskeva vaite voidaan todistaa my6s induk-
tiolla.

ja by =

Edellisen epéyhtdlon oikean puolen lauseke on aputuloksen nojalla
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Kilpatehtavissa kéytetdan hyodyksi myos muita yleisia epayhtalomalleja.
Geometrian mallin mukaan epayhtaloa

|z +yl| < |x| + |yl

missd x ja y ovat reaalilukuja, sanotaan kolmioepayhtdloksi. Kolmioepayh-
t&l6 on helppo todistaa kdymalla l&pi x:n ja y:n eri merkkivaihtoehdot. (Tai
voidaan vedota alaluvussa Kompleksiluvut kompleksiluvuille todistettuun kol-
mioepayht&loon.) Induktiolla voidaan sitten helposti todistaa oikeaksi yleinen
kolmioepéayhtalo

|1 4+ 22 4 - x| S o]+ [z o [z

Yksi epéyhtilotyyppi, johon usein vedotaan, on Cauchyn®, Schwarzin® eli
Cauchyn—Schwarzin epdayhtdlo. Se ilmoittaa kahden yhta pitkéan reaalilukujo-
non i, Lo, ..., Tp ja Y1, Y2, - .., Yn alkioista muodostetun tulon suuruuden
ylarajan:

(11 + Zoyz + - nyn)’ < (B a3+ 4 20) (0] Y5+ Y2).

Epéayhtalon helpoin todistus syntyy yllattden toisen asteen polynomin omi-
naisuuksista. Kaikilla reaaliluvuilla ¢ pitee nimittiin (z,t — yx)? > 0, joten

n

n n n n
0<> (axt—yp)? =D _(apt® —2mpypt+y7) =2 a7 -2t > zpyn+ > Ui-
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Mutta toisen asteen polynomilla on eninta&n yksi nollakohta vain, jos sen
diskriminantti on < 0. Kun tdméa ehto kirjoitetaan auki ylla olevalle toisen
asteen polynomille, saadaan heti todistettava epayhtédlo. Lisdbonuksena tu-
lee yhtasuuruusehto: polynomi saa arvon 0 jollain #:n arvolla jos ja vain jos

jokainen termi zit — yr = 0 eli jokainen suhde Ik on vakio.
Tk

Epayhtalotehtavissa malliepayhtaloiden soveltamiseen liittyy usein se lisévai-
keus, etta niissa esiintyvat lukujonot eivat nédy suoraan tehtavianannossa, vaan
ne on "keksittava”.

46. Osoita, ettd positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢ pétee

(Pohjoismainen matematiikkakilpailu vuonna 1987.)

L Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), ranskalainen matemaatikko.
2 Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), saksalainen matemaatikko.
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Tehtavan ratkaisu kéayttda hyvaksi sekéd aritmeettis—geometrista epayhtéaloa
ettd Cauchyn epédyhtélod. Edellisen mukaan

sfa?2b2 e a? b 2
S=WNpaasptate

eli
a? b2 2
V3 < 2 + =2 + PR (1)
Jalkimmaista epayhtdloa varten tarkastellaan jonoja (z1, za, x3) = (1, 1, 1)
b
ja (Y1, y2, y3) = (%, -, E). Cauchyn epéyhtalon mukaan
¢ a
2 2
a b ¢ a b c a> b
-4 —) =(1-=41--+1- =) <P*+124+1)H(=+5+—= ).
(b+c+a> < b+ c+ a> s(PH1+ )<b2+c2+a2>
Siis
a b ¢ a2 b2 2
ST VAV A 2
b+c+a_\/_ b2+02+a2 (2)

Kun (1) ja (2) yhdistetddn, saadaan véite. — Tehtévéssi ei kysytty, milloin
epayhtald muuttuu yhtéiloksi, mutta edelld mainittuja yhtasuuruuskriteereja
soveltaen nahdaan helposti, ettd yhtasuuruus vallitsee vain, jos a = b = c.

Erés yksinkertainen ja kilpailutehtévissé toisinaan vastaan tuleva epayhtalo-
tyyppi on suuruusjdrjestysepdyhtdlo. Samoin kuin Cauchyn—Schwarzin epéyh-
talossa, nytkin on kyse kahden jonon termien pareittaisten tulojen summista.

47. Olkoon a1 < as < ... < a, ja by < by < ... < b, reaalilukuja. Jos
c1, €9, ..., Cp on jokin lukujen by, bo, ..., b, permutaatio, niin

arby, +agb,_1+---+a,by < ajcitazea+---+apc, < arby +asby+- - +ayby.

Viitteen todistamiseksi tarkastellaan keskimmaisen summan kahta yhteen-
laskettavaa axcg ja amcm, kK < m. Nyt apck + amcnm — (AkCm + amcg) =
(ag —am)(ck—cm). Koska ag, < a,,, niin erotus on ei-negatiivinen, jos ¢ < ¢,
ja ei-positiivinen, jos ¢ > ¢,,. Keskimmaista tuloa voidaan suurentaa vaihta-
malla kahden ”vaarassa jarjestyksessa” olevan c-termin paikkaa ja pienentaa
vaihtamalla kahden ”oikeassa jarjestyksessa” olevan c-termin paikkaa. Suu-
rentamisia ja pienentdmisia voidaan tehdéa, kunnes paadytaan epayhtalon oi-
kean tai vasemman puolen mukaisiin jarjestyksiin.

48. Olkoon {ay}, k = 1,2, ..., jono keskendéan eri suuria positiivisia koko-
naislukuja. Osoita, ettd kaikilla n pétee

(Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset vuonna 1978.)



31

Téama tavallaan korkeimman tason matematiikkakilpailun tehtéva on sangen
helppo ratkaista. Jos b1, bo, ..., b, ovat luvut aq, ao, ..., a, suuruusjarjes-
tyksessd pienimmaésta suurimpaan, niin k£ < by kaikilla k. Kun kéytetdan
suuruusjarjestysepayhtalod, saadaan heti

Qg - bk - k - 1
R ElE sl
k=1 k=1 k=1 k=1

n

Kilpailumatematiikan koneistoon saattavat kuulua vield mm. Tsebysevin® ja
Jensenin?® epayhtilot. Vaikka niihin aika harvoin joudutaan vetoamaan, to-
distetaan molemmat.

TsSebysevin epayhtalossa on kysymys kahdesta samoin jarjestetysta lukujo-
nosta:

49. Olkoon a1 < as <...<ay, jaby <by <...<b,. Silloin
ay+ag +---+ay .b1+b2+"'+bn < a1b1+a2b2+"'+anbn

n n n

Tsebysevin epayhtalo seuraa suuruusjarjestysepayhtélosta. Sen mukaan voi-
daan seuraavat yhtalo ja n — 1 epéayhtaloa pitavat paikkansa:

arby + agby + - -+ + anb, = a1by + asbs + -+ + a, by,
a1b1 + a2b2 + -+ anbn Z a1b2 + a2b3 + -+ anbl,
a1by + asby + -+ - + apb, > a1bs + agby + - - - + anba,

a1by + azby + -+ - + apb, > a1b, + azby +--- +apby_1.

Epayhtéloiden vasempien puolien summa on n(ai1b; + agby + -+ - + a,by,) ja
oikeilta puolista kertyvét kaikki tulon (a3 + ag + -+ 4+ a,)(by +ba + -+ + by)

n? eri termid. Kun summat jactaan n?:lla, saadaan Tebysevin epayhtilo.

Jensenin epayhtalo liittyy mielivaltaisiin funktioihin, jotka ovat konvekseja.
Reealilukuvalilld [a, b] mé&ritelty funktio f on konveksi, jos kaikilla vilin [a, b]
pisteilla x ja y, x < y, ja kaikilla p, 0 < p < 1, pétee

flpz+ (1 =p)y) <pf(x)+ (1 —p)f(y).

Geometrisesti konveksisuus merkitsee, ettd funktion f kuvaaja ei vélilla [z, y]
nouse pisteiden (z, f(z)) ja (y, f(y)) kautta kulkevan suoran ylédpuolelle. Voi-
daan osoittaa, etta jos funktiolla f on derivaatta f’, niin f on konveksi, jos
ja vain jos f’ on kasvava; jos funktiolla on myo6s toinen derivaatta f”, niin f
on konveksi, jos f” on kaikkialla ei-negatiivinen.

L Pafnuti Lvovits Tsebysev (1821-84), veniildinen matemaatikko.
2 Johan Ludwig Jensen (1859-1925), tanskalainen puhelininsinéori ja
amatoorimatemaatikko.
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Jensenin epayhtalo ilmaisee, ettd konveksin funktion arvo joidenkin pisteiden
painotetussa keskiarvossa on pienempi kuin funktion néissa pisteissd saamien
arvojen samoin painotettu keskiarvo.

50. Jos f : [a, b] — R on konveksi, jos ay, as, ..., a, ovat ei-negatiivisia
lukuja, joiden summa on 1 ja jos x1, x3, ..., T, ovat mielivaltaisia valin |a, b]

pisteita, niin
f (Z ak:-Tk) < Zakf(ﬂfk)- (1)
k=1 k=1

Todistetaan Jensenin epayhtélo induktiolla. Kun n = 2, epédyhtalo on sama
kuin konveksin funktion méaritelma. Todistukseen tarvitaan siis vain induk-
tioaskel n:std n + l:een. Oletetaan siis, ettd (1) patee ja ettd a3 +ag + -+ +
an+1 = 1. Voidaan olettaa, etta a,41 > 0. Nyt

n+1 n a

k
E ATl = An4+1Tn+1 + (1 - an+1) g PEE—
k=1 k=1 1= anp

joten konveksisuuden maéaritelmén perusteella

n+1 n
f <Z akﬂf) < ans1f(@nt1) + (1 —ant)f <Z aikl"f) - (2)

k=1 h—1 I —ap
Mutta oikean puolen summalle patee induktio-oletuksen mukaan
- a - a
k k
f x| <) ————f(w) (3)
Kun (2) ja (3) yhdistetdéan, saadaan Jensenin yhtalo arvolla n + 1 eli induk-

tioaskel otetuksi ja todistus valmiiksi.

Funktion f ja pisteiden z; seké painikertoimien a; valinnoissa on monia mah-
dollisuuksia, ja niinpa Jensenin epayhtaloon voidaan palauttaa moni muu eri-
suuruusrelaatio.

51*. Todista Jensenin epayhtalon avulla aritmeettis—geometrinen epayhtalo.
Voit valita f(x) = e*.

Jensenin epayhtalon avulla voidaan todistaa myos vaikeammissa kilpailuteh-
tavissa joskus tarvittava potenssikeskiarvoepdayhtdlo.

52*. Todista, ettd jos 0 < s < t, px, Ti, k = 1,2, ..., n ovat positiivisia
lukuja ja p1 +p2 + -+ + pp = 1, niin

n 1/s n
(Era) = (Ze)
k=1 k=1

* * *

1/t

Muutama epayhtaldaiheinen kilpailutehtévas:
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53*. Olkoot a, b, ¢, d positiivisia reaalilukuja. Osoita, etta

1+1+4+16> 64
a b ¢ d T a+btc+d

(Leningradin matematiikkaolympialaiset vuonna 1988.)

54*. Olkoon ¢ > 0 ja a > ¢, b > c. Todista, etti

Vab > \/e(a—¢) + /e(b—¢).

(Slovenian matematiikkaolympialaiset vuonna 1983.)

55*. a) Maaritd lausekkeen 2%y —y?x suurin arvo, kun 0 < x < 1ja0 <y < 1.
b) Miédrité lausekkeen x2y +y*2 + 222 — 2?2 — y*x — 2%y suurin arvo, kun 0 <
r<1,0<y<1ja0<z<1. (Ison-Britannian matematiikkaolympialaiset
vuonna 1995.)

56*. Olkoot x;, y; (i = 1,2, ..., n) reaalilukuja, joille pdtee x; > x5 >
> xhpjayr > Y > ... > y,. lodista, etta jos zy, zo, ..., zp on lukujen
Y1, Y2, -- ., Yp mielivaltainen permutaatio, niin

n n

Z(Sﬂz —yi)? < Z(ﬂfz - z)%

i=1 i=1

(Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset vuonna 1975.)
57*. Positiivisille reaaliluvuille a, b, ¢ patee abc > 1. Todista, etta
ab+be+ca < a®+ b3+ 3.

(Ukrainan matematiikkaolympialaiset vuonna 2004.)

4.5 Funktionaaliyhtalot

Kun tehtédvané on ratkaista tavallinen yhtalo (tai yhtéloryhmé), niin etsitté-
véana on luku tai joukko lukuja, jotka yhtalon tuntemattoman tai tuntematto-
mien paikalle sijoitettuna tekevat yhtalosta identtisen eli toteuttavat yhtalon.
Funktionaaliyhtdlotehtdvassd tuntematon ei ole luku, vaan funktio. Siita ker-
rotaan joitain asioita, yleensd myos jokin yhtélo, jossa funktio on mukana,
ja naiden tietojen perusteella on péaateltava, mista funktiosta on kyse. Usein
funktion maérittelyjoukolla on merkitystd. — Funktiota méaarittavé ehto voi
toki olla myo6s epayhtalo.
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Funktionaaliyhtalotehtédvan (niin kuin tavallisenkin yhtélotehtavén) ratkaisu
etenee yleensa niin, ettd tehtivassa annetuista tiedoista johdetaan ratkaisu-
funktiolle sité rajaavia ehtoja, kunnes ratkaisukandidaattien méaara on riitta-
vén pieni. On kuitenkin edelleen mahdollista, etta saadut ratkaisukandidaatit
eivit sittenkadn toteuta kaikkia tehtavan ehtoja. Funktionaaliyhtalotehtavan
taydellisessa ratkaisussa on lopuksi selvitettéava, toteuttavatko saadut ratkai-
sut todella tehtavan ehdot.

Funktionaaliyhtalotehtaville ei voi esittda mitaan kaikkiin tapauksiin kelpaa-
vaa ratkaisualgoritmia. Lahes aina kannattaa kokeilla, mita tapahtuu, kun yh-
taloon sijoitetaan "helppoja” argumentin arvoja, kuten 0 tai 1, miten kay, kun
x:n paikalle sijoittaa —z:n, tai jos argumentteja on useita, mita tapahtuu, jos
antaa molemmille saman arvon. Toisinaan on hyddyksi pyrkia osoittamaan,
ettd funktiolla on jokin erityinen ominaisuus kuten injektiivisyys tai surjek-
tiwwisuus. Edellinen tarkoittaa sitd, ettd funtio saa eri argumenttien arvoilla
aina eri arvon, jalkimmainen sité, ettd funktion saamien arvojen joukossa ovat
kaikki muuten mahdolliset arvot.

Funktionaaliyhtéloiden klassikko on Cauchyn funktionaaliyhtalo. Sen ratkaisu
on helppo, kun funktion maéarittelyjoukoksi rajataan rationaalilukujen joukko.
Samaa strategiaa noudattavat useat muut funktionaaliyhtdlotehtavan ratkai-
sut.

58. Maarita funktiot f : Q — Q, joille patee

fle+y) = f@)+ fy) (1)
kaikilla z, y € R.

Cauchyn yhtélon ratkaisuvaiheet ovat useille funktionaaliyhtéalotehtaville tyy-
pillisia. Funktion ominaisuuksia rajataan ehtoa (1) ja erityisid xmn ja y:n
valintoja kéayttamalla. Ensin sijoitetaan yhtdloon z = y = 0, jolloin se saa
muodon f(0) = 2f(0). Tama merkitsee, ettd f(0) = 0. Sitten sijoitetaan
y = —ux, jolloin n&dhdaén, ettd 0 = f(0) = f(x —z) = f(z) + f(—=x). Siis
f(=z) = — f(x) kaikilla z. Induktiolla ndhdaan helposti, ettd f(nz) = nf(z)
kaikilla positiivisilla n, ja jos n on negatiivinen kokonaisluku, niin myoskin
fnz) = f((=n)(~2)) = (~n)f(~z) = (=n)(—f(x)) = nf(x). Olkoon
f(1) = k. Silloin havaitaan, ettd k = f(1) = f n%) =nf <%>, joten

1 1 1 1 1
f <—> = k-—. Edelleen f (ﬁ) =f <m —) =mf <—> —mk =k
n n n n n n n
Néiin on saatu mahdollisiksi ratkaisufunktioiksi vain funktiot f(x) = kz, missé
k on mielivaltainen rationaaliluku. Toisaalta jokainen téllainen funktio f var-

masti toteuttaa yhtalén (1), joten tehtdva on ratkaistu.

Jos Cauchyn yhtéalossa funktion arvo- ja maédrittelyjoukkona on reaaliluku-
jen joukko R, ratkaisufunktioiden joukkoon tulee mukaan suuri méara varsin
eksoottisia funktioita. Monet lisdrajoitukset, kuten ettd f on monotoninen,
ainakin 0:ssa jatkuva tai ainakin jollakin valilla rajoitettu, jattavat jaljelle
vain ratkaisun f(z) = kx.
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Funktionaaliyhtalotehtavissa etsittavan funktion arvo saattaa esiintyd myos
funktion argumenttina.

59. Etsi kaikki funktiot f : R — R, joille

f@)+ fy) = F(f(@)f(y))
kaikilla x, y € R. (Baltian Tie -joukkuematematiikkakilpailu vuonna 1999.)

Kuten monissa funktionaaliyhtéalotehtévassé, tassakin ndhdaan heti, etta va-
kiofunktio f(z) = 0 on erés ratkaisu. Nyt kédy niin, ettd muita ratkaisuja
ei 16ydykadn. Taman osoittamiseksi valitaan mielivaltainen luku a. Olkoon
b= f(a). Kun tehtiviin yhtiloon sijoitetaan x = y = a, saadaan 2b = f(b?).
Kun yhtiloon sijoitetaan z = y = b?, saadaan 4b = f(4b?). Sijoitetaan nyt
vhtiloon z = a ja y = 4b%. Saadaan 5b = f(b-4b) = f(4b%). Mutta nyt
onkin 4b = 5b eli b = 0. Koska a valittiin mielivaltaisesti, ainoa mahdollinen
ratkaisu on f(x) = 0 kaikilla z.

* * *

Seuraavien funktionaaliyhtdlotehtavien ratkaisuissa tulevat vastaan muuta-
mat ratkaisutekniikat. Yksi néistd on funktion mahdollisen injektiivisyyden
hyoédyntdminen. Funktio on f injektio, jos se saa kunkin arvonsa vain yhdella
argumentin arvolla, ts. jos ehdosta f(x) = f(y) aina seuraa x = y. Alla oleva
Kansainvalisten matematiikkaolympialaisten tehtava on tallaisesta esimerkki.

60*. Maaritd kaikki funktiot f : R — R, joille pétee
fla=fy)=1-z—-y

kaikilla x, y € R. (Slovenian matematiikkaolympialaiset vuonna 2000.)
61*. Osoita, ettd on olemassa tasan yksi joukossa R\ {0} mdaéritelty funktio
f, joka toteuttaa ehdot
1
(i) f(x)=xaf <—> kaikilla x # 0;
x
(ii) f(x)+ f(y) = 1+ f(x+vy) kaikilla nollasta eroavien reaalilukujen pareilla

(z, y), missd © # —y. (Australian matematiikkaolympialaiset vuonna 1991.)

62*. Madrita kaikki funktiot f : [0, 1]x [0, 1] — [0, 1], joille pditee f(z, 1) = x,
Fy) =y, f(f(@,y), 2) = [z, fly, 2) jo f(z2, 2y) = 2 f(@, y) kaikilla

x,y,z € [0,1]. k on posititvinen vakio, joka ei riipu luvuista z, y ja z.
(Kiinan matematiikkaolympialaiset vuonna 1990.)

63*. Olkoon QT positiivisten rationaalilukujen joukko. Maéarita funktio f :
QT — QT siten, ettd
f(=z)

f(xf(y) = ”

kaikilla x, y € QT. (Kansainviliset matematiikkaolympialaiset vuonna 1990.)
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5 Kombinatoriikka

Kombinatoriikka matematiikan alana tarkoittaa alkeellisessa mielessd mene-
telmid, joilla voidaan laskea &érellisten joukkojen alkioiden lukumaééria tai
ainakin johtaa keinoja kaikkien joukon alkioiden luettelemiseksi. Tarve téllai-
sille menetelmille on ldhtenyt paljolti todennakoisyyslaskennasta, tilanteista,
joissa on tarpeen laskea jonkin ehdon toteuttavien alkeistapausten maara.
Kilpailumatematiikassa kombinatoriikkaa ovat téallaisten laskutehtévien lisdksi
esimerkiksi tehtavét, joissa selvitetaan mahdollisuuksia varittaa jonkin kuvion
osia tiettyjen ehtojen mukaisesti tai toisen tai toisen pelaajan mahdollisuuksia
taata itselleen voitto jossain tiettyja sdantoja noudattavassa pelissa.

5.1 Laskennallinen kombinatoriikka

Laskennallisen kombinatoriikan perusajatuksia on tulosdants. Sen voi ajatella
toiminnallisesti. Jos jokin toimi T on jaettavissa perakkaisiin osatoimiin, 77,
T, ..., T} ja toimi T7 voidaan suorittaa ni:la eri tavalla, toimi 75 no:lla
eri tavalla jne., niin erilaisia vaihtoehtoja suorittaa toimi 7" on kaikkiaan nj -
no - - - N kappaletta. Toimi T voi olla esimerkiksi n:n eri henkilon asettaminen
jonoon. Jonon ensimmainen voidaan valita n:1la eri tavalla, sen jéalkeen jonon
toinen n — 1:114 eri tavalla (koska jo valittu ensimméinen henkil6 ei ole endé
vaihtoehtona mukana), jonon kolmas n — 2:lla eri tavalla jne. Eri jonoja tulee

siten
n!

(n—k)!

eri kappaletta. Jos k& = n, saadaan kaikkien n:std alkiosta muodostettujen
jonojen lukuméérd n!. Kutakin joukon A = {aj, ag, ..., a,} alkioista muo-
dostettua jarjestettya jonoa (a;,, ai,, ..., a;, ) sanotaan joukon A permutaa-
tioksi. n-alkioisella joukolla on siis n! eri permutaatiota.

n-n—1)---(n—(k+1)) =

Tulosddnnon perusteella on selvéd, etta jos samaa alkiota voi kdyttda useam-
man kerran, niin n:sta alkiosta voidaan muodostaa k:n alkion pituisia jonoja
n* kappaletta. Samoin, jos A on k:n alkion joukko {ay, as, ..., ax} ja B n:n
alkion joukko {by, bo, ..., b,}, niin funktioita f : A — B on n* kappaletta.
Téllainen funktiohan syntyy k:n valinnan tuloksena, ja jokaisessa valinnassa
on n vaihtoehtoa.

64. Osoita, etta jos joukossa A on n alkiota, niin joukolla A on 2" osajoukkoa
(tyhjé joukko ja joukko A itse mukaan luettuina).
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Jokainen osajoukko voidaan nimittdin muodostaa n:ssid vaiheessa kaymalla
lapi A:n alkiot yksi kerrallaan ja valitsemalla kunkin alkion kohdalla, kuu-
luuko alkio kyseiseen osajoukkoon vai ei. Erilaisia osajoukkoja voidaan tulo-
periaatteen nojalla muodostaa

2.2...92 =9n
——
n kpl.

kappaletta.

Tulosddnnon ohella usein kaytettdva kombinatorinen periaate on saman luku-
madrin laskeminen kahdella eri tavalla ja tésta tehtavat jatkopaatelmét.

65. Jos joukossa on n alkiota, silld on <Z) k-alkioista osajoukkoa.

Asia voidaan perustella esimerkiksi niin, ettd jos téllaisia osajoukkoja on x
kappaletta, niin tuloperiaatteen nojalla erilaisia k:n alkion jonoja on x - k!

kappaletta. Jonoja on toisaalta ' kappaletta, joten

(n— k)

Kombinatorisin paattelyin voidaan perustella monet binomikertoimia koske-
vat identiteetit. Pari yksinkertaista esimerkkia:

66*. Osoita, etté

67*. Osoita, ettd

(0600 -(57)

kun p <m, n.

Toisinaan kilpailutehtavien ratkaisussa on hyotya inkluusion ja ekskluusion
periaatteesta. Se on menetelmé usean joukon yhdisteen alkioiden lukumaéaéaréan
laskemiseksi, kun joukoilla voi olla yhteisid alkioita. Merkitddn joukon X
alkioiden lukumééraa symbolilla | X|. Jos A ja B ovat joukkoja, joiden leikkaus
AUB ei ole tyhjé, niin ilmeisesti yhdisteen AU B alkioiden lukumaéara saadaan
lasketuksi laskemalla yhteen A:n ja B:n alkioiden lukuméaré ja vahentamalld
téssé kahteen kertaan lasketut A N B:n alkiot: |[AU B| = |A| + |B|— |ANB].

Kun joukkoja on useita, inkluusion ja ekskluusion periaate on hiukan mutkik-
kaampi.
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68. Osoita, ettéa

[ATUA UL U4 =) Al = > JAin 4
=1

1<i<j<n (1)
+ Y ANA A~ (DM A N AN N Al

1<i<j<m<n

Melko vaikeasti hahmottuvan kaavan (1) perustelemiseksi tarkastellaan jonkin
alkion z, joka esiintyy tasan k:ssa, k > 1, joukoista A;, kontribuutiota yhté-
16n (1) eri puolille. Vasemmalle puolelle alkio antaa kontribuution 1: se on
yksi yhdisteen alkioista. Oikean puolen ensimmaiseen summaan alkio tuottaa

luvun k, toiseen summaan luvun (S), silla « on mukana kaikissa sellaisissa
pareissa A;, A;, joissa seka A; ettd A; ovat niiden k:n osajoukon joukossa,
joihin x kuuluu. Vastaavasti kolmas summa tuottaa luvun <I§> jne. Viimei-
nen summa, josta x tuottaa positiivisen kontribuution on se, jossa kaydaan
lapi k:n osajoukon leikkaukset. Tahin summaan kontribuutio on 1 eli < k)

Mutta

(o) o) (1 () ) ()

=1-(1-1)F=1.

Alkion kontribuutio summan molemmille puolille on siis sama. Koska z on
mielivaltainen, yht&lo (1) on voimassa.

* * *

Muutama laskennollista kombinatoriikkaa sivuava kilpailutehtava.

69*. Luokassa, jossa on 46 oppilasta, oppilaat muodostavat kolmen oppilaan
ryhmia. Jokaisessa kahdessa eri ryhmaéssa on enintdan yksi yhteinen jasen.
Osoita, etta luokassa on ainakin 10 oppilaan joukko, johon yksikadn muodos-
tetuista ryhmista ei sisdlly kokonaan. (Aasian ja Tyynenmeren matematiik-
kaolympialaiset vuonna 2008.)

70*. Seitseméin Kadpiota paattivat osallistua Millennium-tietokilpailuun nel-
jalla joukkueella. Monellako tavalla joukkueet voidaan muodostaa, kun kaikki
kdadpiot haluavat olla mukana? Entd jos Lumikkikin tulee mukaan? (Ison-
Britannian matematiikkaolympialaiset vuonna 1999.)

71*. Joukossa S on n alkiota. Olkoon k positiivinen kokonaisluku ja
Ay, Ag, ..., Ay joukon S eri osajoukkoja. Olkoon B; joko A; tai S\ A;.
Maéarita pienin k, jolle B;:t voidaan valita niin, etta niiden yhdiste on S.
(Brasilian matematiikkaolympialaiset vuonna 2003.)
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72*. Osoita, etta darellisen positiivisten kokonaislukujen joukon alkioiden geo-
metrinen keskiarvo on sama kuin joukon kaikkien osajoukkojen alkioiden geo-
metristen keskiarvojen geometrinen keskiarvo. (Kanadan matematiikkaolym-
pialaiset vuonna 1982.)

5.2 Laatikkoperiaate

Monen kilpailutehtévéin ratkaisun ytimen#d on seuraava yksinkertainen ha-
vainto: jos on sijoitettava n + 1 esinetta n:dan laatikkoon, niin ainakin yhteen
laatikkoon on sijoitettava ainakin kaksi esinettd. Hiukan yleistettyna: jos
kn + 1 esinetta sijoitetaan n:dan laatikkoon, ainakin yhdessa laatikossa on ai-
nakin k 4 1 esinettd. Tehtavasta riippuu, mika tulkinta annetaan ”esineelle”
ja miké ”laatikolle”. Valaistaan asiaa muutamien esimerkkitehtavien avulla.

73. Nelion sivu on 3. Osoita, etta jos nelioon sijoitetaan 10 pistetta, niin
joidenkin kahden pisteen keskindinen etéisyys on enintdin /2.

Neli6 tarjoaa helposti yhdeksan laatikkoa: sehan voidaan jakaa yhdeksaksi
yhtenevaksi nelioksi. Naiden nelididen sivu on 1. Jotkin kaksi kymmenesta
pisteestd ovat samassa laatikossa eli samassa pikkuneliossa. Niiden etéisyys
toisistaan on enintéin yhté suuri kuin nelion livistaja /2.

74. Kutsuilla jotkut vieraat kéttelevat toisiaan. Osoita, ettd vieraiden jou-
kossa on ainakin kaksi, jotka ovat katelleet tasmalleen yhta monta vierasta.

Laatikkoja ovat nyt yksittaisen vieraan kattelemien vieraiden lukumaéarat.
Jos kutsuilla on n vierasta, niin yksittdisen vieraan kattelemien vieraiden
lukuméaara on jokin luvuista 0, 1, 2, ..., n — 1. Jos joku vieraista on kéatellyt
kaikkia muita, O ei ole mahdollinen lukumaara. Jos taas kukaan ei ole katellyt
kaikkia muita, n — 1 ei ole mahdollinen lukumaara. Joka tapauksessa n:n
vieraan kattelemien muiden vieraiden lukumaéralla on vain n — 1 mahdollista
arvoa, joten ainakin kahden vieraan kéttelemien henkiléiden lukumaéran on
oltava sama.

75. Osoita, etta kymmenen kaksinumeroisen positiivisen kokonaisluvun jou-
kolla on kaksi erillistd osajoukkoa, joiden alkioiden summa on sama. (Kan-
sainviliset matematiikkaolympialaiset vuonna 1972.)

Laatikkoja ovat nyt summan eri mahdolliset arvot. Joukolla on 2!° = 1024
osajoukkoa. Jokaisen osajoukon alkioiden summa on pienempi kuin 10-100 =
1000. Joillakin kahdella osajoukolla on siis sama alkioiden summa. Kun
molemmista osajoukoista poistetaan mahdolliset yhteiset alkiot, jaa jaljelle
kaksi erillista joukkoa, joiden alkioiden summa on edelleen sama.
Laatikkoperiaate on erityisen tavallinen lukuteoreettisten tehtévien ratkai-
suissa. Naita kohdataan luvussa Lukuteoria.

* * *

Tehtavia, joissa laatikkoperiaatteella on osuutta:
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76*. Lukujen 1, 2, ..., 1997 joukosta valitaan 1001 kappaletta. Osoita, etta
valittujen Iukujen joukossa on ainakin kaksi sellaista, joiden erotus on 4. (Slo-
venian matematiikkaolympialaiset vuonna 1997.)

77*. Pyorean pdydidn ymparilla istuu 25 tyttod ja 25 poikaa. Osoita ettd
ainakin jonkin pojan tai tyton molemmilla puolilla istuu tytto. (Saksan ma-
tematiikkaolympialaiset vuonna 2006.)

78*. 4 x T-ruudukon jokainen ruutu on valkea tai musta. Osoita, etta ruu-
duista voidaan muodostaa suorakaide, jonka kaikki neljd kulmaruutua ovat
samanvariset. (Yhdysvaltojen matematiikkaolympialaiset vuonna 1976.)

79*. Olkoon 19 palloa sijoitettuina umpiméahkdan 95:een laatikkoon. Si-
joitetaan kuusi uutta palloa laatikkoihin, kukin eri laatikkoon. Voidaanko
tatd operaatiota toistamalla paédsta tilanteeseen, jossa joka laatikossa on yhta
monta palloa? (Baltian Tie -joukkuematematiikkakilpailu vuonna 1995.)

5.3 Verkot ja pelit

Monia kilpatehtavissakin esiintyvia rakenteita

voidaan kasitelld yhtenaisella tavalla wverkon

késitteen avulla. Matemaattisena objektina A

verkko muodostuu joukosta V', jonka jiasenia

kutsutaan solmuikst ja joukosta V:n alkioiden c

pareja, joita kutsutaan sarmiksi. Solmuja voi b
havainnollistaa pisteilla tai pallukoilla, ja sér-

mia viivoilla, jotka yhdistdvat niitd solmuja,

jotka parina sdrméan maérittelevat. Syntyvén

kuvion muodolla ei ole merkitysta, tarkeata on F
vain se, minka solmujen valissd on sdrmé ja
minka ei.

Jos sdrmista muodostetaan jono, jossa kahdella perakkaisella sarmaélla on yh-
teinen solmu, syntyy verkon polku. Verkko on yhtendinen, jos sen jokaiset
kaksi solmua voidaan yhdistda polulla. Verkko on tdydellinen, jos jokaisen
kahden solmun vélissé on sédrmé. Solmun aste ilmoittaa, kuinka moneen sér-
méan solmu kuuluu. Esimerkiksi oheisen kuvan verkon solmun A aste on
2 ja solmun B aste on 4. Parit voivat olla jarjestettyja; talloin puhutaan
suunnatusta verkosta. (Tehtévéssd 16 on kysymys suunnatusta verkosta.) —
Tehtavat, joiden pohjana on jokin verkkojen rakenneominaisuus, muotoillaan
usein esimerkiksi niin, ettd verkon solmua pannaan vastaamaan ihminen ja
sarmaa vaikkapa se, etta kaksi ihmista ovat tuttavia.

Klassinen verkon ominaisuuksiin ja laatikkoperiaatteeseen liittyva tehtava on

seuraava. Se on samalla alkeellinen tapaus ns. Ramseyn® teorian kysymyk-
sistd, joiden versoita esiintyy kilpailutehtévissa.

L Prank Ramsey (1903-30), englantilainen matemaatikko.
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80. Osoita, etta kuuden henkilon joukossa on aina kolme, jotka tuntevat toi-
sensa tai kolme, jotka eivat tunne toisiaan.

Jos tehtava muunnetaan verkkojen kielelle, se voidaan lausua esimerkiksi niin,
ettd kuusisolmuisen taydellisen verkon sdrmét voidaan varittda kahdella véa-
rilla niin, etta syntyy kolmio, jonka kaikki sivut ovat samanvarisia tai niin, etta
jos verkossa on kuusi solmua, siind on aina joko kolme sellaista solmua, etta
kaikkia yhdistad sarmé tai kolme sellaista solmua, ettd niistd mitaén kahta
ei yhdistd sarmé. Valitaan solmuista yksi, sanokaamme A. Muista viidesta
solmusta jotkut ehka yhdistyvét sdrmalld A:han, toiset eiviat. Oletetaan, etté
edellisid on enemman; niitd on silloin ainakin kolme, sanokaamme B, C, D.
Jos néiden vilissd ei ole yhtaéan sarméa, {B, C, D} on tehtévissa haettu kol-
mikko. Jos jonkin kahden, esimerkiksi B:n ja C:n vililld on sarmé, {A, B, C'}
on haluttu kolmikko. — Jos niité solmuja, jotka eivat yhdisty A:han, on aina-
kin kolme, paattely sujuu analogisesti.

Jotkin verkkoteorian perustulokset saattavat tulla kayttoon kilpatehtévissa.
Léhes triviaali on seuraava solmujen asteisiin liittyva tulos.

81. Verkon paritonasteisten solmujen lukumaara on parillinen.

Verkon kaikkien solmujen asteiden summa on nimittdin kaksi kertaa solmun
sarmien lukumaara ja siis parillinen, mista vaite heti seuraa. Esimerkiksi
seuraava vanha tehtdva on ilmeinen sovellus:

82. Todista, etta ei ole mahdollista yhdistaa 77 puhelinta toisiinsa niin, ettd
jokainen puhelin on yhdistetty tasan 15 muuhun. (DDR:n matematiikkaolym-
pialaiset vuonna 1965.)

Jos téllainen puhelinverkko olisi, siina olisi 77 solmua ja jokaisen aste olisi 15.

Yhtenaisen verkon Fulerin polku on sellainen polku, joka sisaltaa kaikki verkon
sarmat. Jos verkossa on Eulerin polku, se "tulee ja ldhtee” joka solmusta, ehka
useamminkin. Jokaisen solmun asteen on télloin oltava parillinen. Taméa
parillisuus on myos riittava ehto sille, ettd verkossa olisi Eulerin polku.

83. Jos yhtenaisen verkon kaikkien solmujen aste on parillinen, siind on Eu-
lerin polku.

Jos nimittéin lahdetddn solmusta A ja pyritdan muodostamaan mahdollisim-
man monta sarmaa kasittava polku, niin prosessi voi pdattyé vain solmuun A.
Ellei syntynyt polku p sisélla kaikkia verkon sdrmié, on jokin solmu B, jonka
kautta p ei kulje. Koska verkko on yhtendinen, jokin polku yhdistad B:n A:n.
Tamé polku koskettaa p:td ensi kerran solmussa C' (joka voi olla A). Aletaan
muodostaa C':std polkua p’, jonka sdrmét eivét ole mukana polussa p. Koska p
on “kuluttanut” kunkin solmun astetta parillisen mairan, p’:n paatepiste voi
olla vain C. Polku, jossa kuljetaan p:ta pitkin A:sta C:hen, sitten p’ ja edel-
leen p:ta pitkin C:std A:han, on p:td useammasta sarmastd koostuva polku.
Ellei tama jo sisalla kaikkia verkon sdrmia, paattely voidaan toistaa. Koska
sarmid on aarellinen méaara, jossain vaiheessa paadytaan Eulerin polkuun.



42

* * *

Muutama verkkohenkinen kilpailutehtava:

84*. Erain maan kaupunkien valilld voi matkustaa bussilla, junalla tai lento-
koneella. Kaikkia naita valineitd kaytetadn, mutta mihinkain kaupunkiin ei
paase kaikilla kolmella tavalla. Myéskdan mitdan kolmea kaupunkia ei yhdista
sama liikennemuoto. Montako kaupunkia maassa voi enintdén olla? (USA:n
matematiikkaolympialaiset vuonna 1981.)

85*. Kutsuilla on n vierasta Py, Ps, ..., P,. P; on tuttu neljan vieraan
kanssa, P» viiden jne. Vieras P, _g tuntee n — 3 muuta, vieraan P,_5, P,_4 ja
P, _3 tuntevat n — 2 vierasta ja P,,_o, P,_1 seka P, tuntevat n — 1 vierasta.
Selvitd, milldi n > 8 tdméd on mahdollista. (Itdvallan ja Puolan matematiik-
kamaaottelu vuonna 1985.)

86*. Kutsumme n-m-seuraksi joukkoa, jossa on n tyttéa ja m poikaa. Osoita,
etta on olemassa luvut ng ja mg niin, etta jokaisessa ng-mg-seurassa on vii-
den pojan ja viiden tyton muodostama joukko, jolla on seuraava ominaisuus:
joko kaikki pojat tuntevat kaikki tytot tai yksikdan pojista ei tunne yhtakaan
tytéistad. (Unkarin ja Israelin matematiikkamaaottelu vuonna 1994.)

87*. Tanssiaisissa jokainen herra on tanssinut ainakin yhden daamin kanssa
ja jokainen daami ainakin yhden herran kanssa. Kukaan herra ei ole tanssinut
kaikkien daamien eikd kukaan daami kaikkien herrojen kanssa. Osoita, etta
tanssiaisissa on kaksi herraa ja kaksi daamia niin, ettd kumpikin herroista
on tanssinut toisen daamin muttei molempien kanssa ja kumpikin daami on
tanssinut toisen heran, muttei molempien kanssa. (DDR:n matematiikkao-
lympialaiset vuonna 1968.)

* * *

Suositun kombinatorisluontoinen tehtédvénaiheen muodostavat pelit, joissa
yksi tai useampi pelaaja toimii kulloisenkin pelin sdéntdjen (jotka voivat kylla
olla varsin omituiset ja keinotekoiset) mukaan. Kysymys on usein siita, voiko
joku pelaaja pelata niin, ettd han pystyy takaamaan itselleen voiton riippu-
matta siitd, miten muut pelaajat toimivat. Téllaisessa tilanteessa sanotaan,
ettéd pelaajalla on voittostrategia.

88. Kasassa on 500 tikkua. Pelaajat A ja B poistavat kasasta tikkuja vuo-
rotellen, A aloittaa. Poistettavien tikkujen méadrd on aina jokin 2:n potenssi
(siis 1, 2, 4, 8, ... ). Pelaaja, joka saa viimeisen tikun, voittaa. Onko jom-
mallakummalla pelaajalla voittostrategia? (Leningradin matematiikkaolym-
pialaiset vuonna 1988.)
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Téamén tehtdva on yksi kilpailutehtévissd suositun nim-pelin monista ver-
sioista. Koska mikdan poistettavien tikkujen mahdollisista lukumaarista ei
ole jaollinen kolmella, pelaaja, jonka vuorolla kasassa on kolmella jaollinen
maéaré tikkuja, ei voita, ja hanen vuoronsa jalkeen kasassa on tikkumaara,
joka ei ole jaollinen kolmella. Siitd saa kolmella jaollisen poistamalla yhden
tai kaksi tikkua. Koska 500 ei ole jaollinen kolmella, A:lla on voittostrategia.

Pelitehtévissa tavallisin ratkaisustrategia on symmetria: pelaaja matkii toisen
pelaajan liikkeitd ja pakottaa talla menetelmélld voiton itselleen.

89. Pelaajat A ja B pelaavat seuraavaa pelia. Aluksi taululla on positiivinen
luku m kirjoitettunan kertaa. Pelin siirto on seuraava. Vuorossa oleva pelaaja
valitsee jonkin taululla olevan positiivisen luvun k. Jos se on pienin taululla
olevista luvuista, pelaaja korvaa sen luvulla k — 1. Muussa tapauksessa pe-
laaja muuttaa luvun k samaksi, kuin pienin taululla oleva Iuku. A aloittaa.
Pelaaja, joka muuttaa viimeisend positiivisen luvun nollaksi, voittaa. Onko
jommallakummalla pelaajalla voittostrategia? (Viron matematiikkakilpailu
vuonna 2005).

Osoittautuu, ettad tehtavan ratkaisun luonne riippuu siitd, onko luku mn pa-
rillinen vai pariton. Jos mn on parillinen, niin ainakin toinen luvuista m ja n
on parillinen. Jos m on parillinen, B voi jakaa luvut pareiksi. Jos A muuttaa
jotakin lukua, B valitsee sen parin, ja muuttaa sen samaksi kuin A:n juuri
muuttama luku. Selvasti B muuttaa talloin viimeisen positiivisen luvun nol-
laksi. Jos n on parillinen ja m pariton, eikéd taululla ole viela yhtaan nollaa,
B voi aina tehdé sellaisen siirron, ettéd pienin taululla oleva luku on parillinen,
pienimpien taululla olevien lukujen mééré on pariton ja kaikkia muita lukuja
on parillinen mééra kutakin. Jos A nimittdin on pienentdnyt pienintd lukua,
B voi pienentaé sitd uudelleen, jo A taas on muuttanut jonkin muun luvun sa-
maksi kuin pienin, B voi muuttaa saman luvun (koska téatéd lukua oli parillinen
méadrd). Jossain vaiheessa B tulee muuttamaan ensimmaéisen luvun nollaksi.
Sen jalkeen B voi pelata samoin kuin tilanteessa m parillinen. Jos mn on
pariton, niin sekd m ettd n ovat parittomia. A:n ensimmaisen siirron jalkeen
tilanne on B:n kannalta sama kuin edellisessé tapauksessa A:n kannalta. Nyt
voittostrategia on A:lla.

Muutama peliaiheinen kilpailutehtévas:

90*. Olli ja Liisa pelaavat seuraavaa pelia 2012:1la pelimerkilld, jotka ovat
yvhdessa lajassa. He ottavat vuorotellen lajasta yhden, kaksi tai kolme peli-
merkkia. Viimeisen pelimerkin saanut voittaa. Liisa aloittaa. Selvitd, voiko
jompikumpi pelaaja varmistaa voiton itselleen. (Suomen lukion matematiik-
kakilpailu vuonna 2012.)
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91*. Vuorella on kolme lammaspaimenta valvomassa samaa laumaa. He so-
pivat, etta he keritsevat lampaita jarjestyksessa vuoropaivin seuraavien saan-
tojen mukaan:

(a) Kunakin pdivdnd lampaan voi keritd vain yhdeltd puolelta.

(b) Ainakin yksi lammas on kerittavéi joka pédiva.

(c) Minédan kahtena pdivana ei saa keritd tasan samoja lampaita.

Paimen, joka ensiksi joutuu rikkomaan sdantoja, joutuu paimentamaan lam-
paat syksylla laaksoon. Voiko jokin paimenista varmistaa, ettei joudu tdhan
tehtdvddn? (Slovenian matematiikkaolympialaiset vuonna 1999.)

92*. 1991 lasta istuu piirissa ja pelaa seuraavaa pelia. Yksi aloittaa sano-
malla "yksi”, myotapaivaan seuraava sanoo “kaksi”, seuraava “kolme”, sita
seuraava taas "yksi” jne. Kaikki ne, jotka sanovat "kaksi” tai "kolme” joutu-
vat heti poistumaan piiristd. Viimeiseksi jadnyt on voittaja. Kuka voittaa?
(Vietnamin matematiikkaolympialaiset vuonna 1991.)

93*. 11 x 11-sakkilaudan keskimmaisessad ruudussa on pelinappula. Kaksi
pelaajaa siirtad sitd vuorotelle. Siirron saa tehdd mihin tahansa ruutuun,
mutta toisesta siirrosta alkaen jokaisen siirron on oltava pitempi kuin edelli-
nen. Pelaaja, joka ei enda voi siirtda, on havinnyt. Kummalla pelaajalla on
voittostrategia? (Leningradin matematiikkaolympialaiset vuonna 1989.)



45

6 Lukuteoria

Matematiikkakilpailuissa on yleensa tehtévia, joiden aiheala on alkeellinen lu-
kuteoria. ”Kilpailulukuteoria” sisaltad jonkin verran ainesta, joka ei kuulu
lukion Lukuteoria ja logiikka -nimiseen kurssiin. Téassa luvussa pyritdan esit-
telemaan ja perustelemaan myos nama asiat.

Lukuteoriassa kasitteelld luku on usein tavallista ahtaampi merkitys. Lu-
kuteorian tarkastelun kohteena ovat luonnollisten lukujen joukon N =
{0, 1, 2, ...} ja kokonaislukujen joukon Z = {..., =2, —1, 0, 1, 2...} ominai-
suudet. Niinpa tassé luvussa sanalla luku yleensé tarkoitetaan kokonaislukua.

Lukuteorian alkeiden keskeisimpié asioita jaollisuus.

6.1 Jaollisuus ja alkuluvut

Kokonaisluku g on jaollinen kokonaisluvulla p # 0, jos on olemassa kokonais-
luku n siten, ettd ¢ = np. Talloin sanotaan myds, ettd p on ¢:n tekijd tai etta
p jakaa q:m. Sité, ettd g on jaollinen p:lla, merkitdan p|qg. Sitd, ettd ¢ ei ole
jaollinen p:1l14, merkitdan p fg.

Kokonaislukujen a ja b suurin yhteinen tekiji d on se (yksikésitteinen) luon-
nollinen luku d, jolle patee d|a ja d|b seké jos cl|a ja c|b, niin ¢ < d. Merkitdan
d =s.y.t.(a, b) = (a, b). Selvésti aina 1 < (a, b) < min{|al, |b|}. — Merkinta
(a, b) on vakiintunut lukuteoriaan lukujen suurinta yhteista tekijaéd tarkoit-
tamaan. Sitd kaytetddn tdssa luvussa runsaasti, ja vain téssd merkityksessé.
Merkintéa on sikali epdonnistunut, ettd sama merkintd on matematiikassa myos
vakiintunut tarkoittamaan ainakin lukujen a ja b jarjestettya paria tai koor-
dinaattipistetta ja sita reaalilukujen avointa valid, jonka paatepisteet ovat a
jab.

b
94. Osoita, ettd jos (a, b) = d, niin <g, E) =1.

b b
Merkitaan ¢ = <g, E) Silloin 1 < ¢. Toisaalta, koska ¢ on lukujen g ja p

. . : . a b :
tekija, on olemassa luonnolliset luvut m ja n siten, etta 1= me, — = nc eli

a =m(cd), ja b =n(cd). Siis cd on sekd a:n ettd bin tekijé, joten cd < d. Siis
c<lelic=1.
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Useamman kuin kahden luvun a4, as, ... ,a, suurin yhteinen tekija

(al, az, ..., an)

madritelladn palautuskaavan

(al, az, ..., an) = ((ah az, ..., an—l)a an)

avulla. Useamman kuin kahden luvun suurimman yhteisen tekijan ominaisuu-
det ovat analogisia kahden luvun suurimman yhteisen tekijdn ominaisuuksien
kanssa.

Useat jaollisuuteen liittyvat asiat palautuvat jakoyhtdloon.

95. Osoita, ettd kaikilla kokonaisluvuilla a ja b, b > 0, on olemassa sellaiset
kokonaisluvut q ja r, missa 0 < r < b, etta

a=gqgb+r.

Jakoyhtélon todistus on yksinkertainen epésuora todistus. Alhaalta rajoite-
tussa kokonaislukujoukossa on pienin luku. Olkoon 7y pienin ei-negatiivinen
luku, joka on muotoa a — gb, missé ¢ on kokonaisluku. Oletetaan, etta ro > b.
Mutta silloin olisi my6s a—(g+1)b = ro—b > 0, vastoin rg:sta tehtya oletusta.

Seuraava, yksinkertainen tulos perustelee Eukleideen' algoritmin, joka on me-
netelma, jolla kahden luvun suurin yhteinen tekija on aina loydettavissa.

96. Osoita, ettd jos a = gb+ r, niin (a, b) = (b, 7).

Luku (a, b) on nimittéin sekd a:n ettd b:n tekija. Se on siis myds r:n tekija.
Siis (a, b) < (b, r). Tésmaélleen samoin paatelladn, ettd (b, r) < (a, b).

Eukleideen algoritmi perustuu jakoyhtélon ja edellisen tuloksen toistuvaan
kayttoon. Olkoon a kokonaisluku ja b > 0. On olemassa ¢ ja r1 < b siten,
ettd a = q1b+r1. Josr; > 0, on olemassa gs ja ro < 71 siten, ettd b = gori+79.
Jatkamalla nain saadaan jonot lukuja g, rr, missd aina r,_o = qgrr_1 + T

jary > 19 > ... >rp > ... > 0. Jollakin indeksin k£ arvolla on silloin
varmasti 1 > 0, mutta rp, = 0. Edellisen tuloksen perusteella on nyt
(rg—2, 1k—1) = (Tk—3,7k—2) = ... = (b, r1) = (a, b). Liséksi (jakoyhtald!)

(rk—2, Tk—1) = rg—1, joten (a, b) on edelliseen prosessiin siséltyvén jakoketjun
viimeinen nollasta eroava jakojadnnos.

L Bukleides Aleksandrialainen (n. 300 eKr) kirjoitti antiikin matematiikan
yleisesityksen Alkeet.
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97*. Osoita, etta luvut 2z + 3y ja 9z + 5y ovat jaollisia 17:114 samoilla x:n ja
y:n arvoilla. (Unkarin E6tvos-kilpailu vuonna 1894.)

Yhtéloita, joiden ratkaisujen vaaditaan olevan kokonaislukuja, sanotaan Dio-
fantoksen' yhtdldiksi. Diofantoksen yhtilossi on yleensi useampia kuin yksi
tuntematon. Tyyppid axr 4+ by = d olevaa Diofantoksen yhtéloa sanotaan
lineaariseksi tai ensimmdisen asteen Diofantoksen yhtaloksi. Téllaisen yh-
talon ratkaisu liittyy a:n ja b:n suurimpaan yhteiseen tekijaan ja Eukleideen
algoritmiin.

Oletetaan, ettd d = (a, b). Yhtdlo ax + by = d saadaan ratkaistuksi, kun
luetaan Eukleideen algoritmissa esiintyvat jakoyhtélot lopusta alkuun:

d="rp_1="Tk—3— qu—1Tk—2 = Th—3 — (Th—4 — Qu—2Tk—3)qk—1
= (14 qx—19k—2)Tk—2 — qr—2rkTk—3 = ... = ( kok.Juku )a + ( kok.luku )b
= ax + by.

Jos (a, b) = 1, sanotaan, ettd a ja b ovat yhteistekijattomida tai suhteellisia
alkulukuja.

Edellisen tuloksen perusteella voidaan todistaa keskeinen (ja intuitiivisesti
ilmeinen) jaollisuustulos: jos luku on jonkin tulon tekija ja suhteellinen alku-
luku tulon toisen tekijan suhteen, sen on oltava toisen tekijan tekija. Voidaan
myo0s paatella, etta jokainen kahden luvun yhteinen tekija on suurimman yh-
teisen tekijan tekijé.

98. Osoita, ettd jos (d, a) = 1 ja d|ab, niin d|b. Osoita vield, etta jos (a, b) = d
ja cla, c|b, niin c|d.

Edelld sanotun perusteella on olemassa sellaiset kokonaisluvut = ja y, etta
dx 4+ ay = 1. Siis (db)z + (ab)y = b. Luku d on tekijdnd molemmissa vasem-
man puolen yhteenlaskettavissa, joten se on tekijana myo6s oikealla puolella
eli luvussa b. Jalkimméinen vaite seuraa yhtalon ax 4+ by = d toteuttavien
lukujen x ja y olemassa olosta ja siité, etta c|(ax + by).

Induktiolla voidaan edelleen todistaa, ettd jos n = ajas---axb, (d, a;) = 1,
kun ¢ =1, ..., k ja d|n, niin d|b. — Taméan asian voi ilmaista my6s niin, etta
jos luku on yhdistetyn luvun tekijé, se on jonkin tdmaéan luvun tekijan tekija.

Seuraavasta kokonaislukukertoimisen polynomin jaollisuusominaisuudesta on
joskus hyotya algebrallisen yhtalon ratkaisun etsimisessé.

99*. Todista: jos
p(z) = anx™ 4+ ap_ 12" 4+ a1z + ag

s
on kokonaislukukertoiminen polynomi ja jos rationaaliluku —, missé (s, q¢) = 1
q

on p:n nollakohta, niin s on ag:n tekiji ja q on a,:n tekija.

L Diofantos eli Aleksandriassa luultavasti noin 250 jKr.
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Erityisesti, jos a, = 1, niin yhtélén p(z) = 0 kokonaislukujuuret ovat ag:n
tekijGiti.

Positiivinen luku p > 1 on alkuluku, jos siité, ettd c|p seuraa, ettd |c| = p
tai |c| = 1. Positiivinen luku ¢ > 1, joka ei ole alkuluku, on yhdistetty luku.
Yhdistetylld luvulla on muita tekijoita kuin se itse tai 1. On huomattava, etta
luku 1 ei ole alkuluku eika yhdistetty luku.

100. Osoita, ettd jokainen kokonaisluku n > 1 on alkuluku tai alkulukujen
tulo.

Todistus perustuu induktioon. Luku 2 on alkuluku. Oletetaan, ettd jokainen
k < n on alkuluku tai alkulukujen tulo. Nyt luku n+1 voi olla alkuluku. Ellei
se ole alkuluku, niin n 4+ 1 = pq, missa p < n ja ¢ < n ovat induktio-oletuksen
perusteella alkulukuja tai alkulukujen tuloja.

Luvun alkutekijoiden etsimista helpottaa seuraava tulos. Sen mukaan luvun
tekijoita etsittaessa ei tarvitse tutkia kuin osa tutkittavaa lukua pienemmista
luvuista.

101. Osoita, ettd jos n on yhdistetty luku, niin silli on tekijd, joka on < \/n.

Yhdistettyna lukuna n = pg, missa 1 < p <njal < g <n. Jos sekd p etté q
olisivat > /n, jouduttaisiin ristiriitaan pg > n.

Seuraavaa tulosta kutsutaan aritmetiikan peruslauseekss.

102. Kokonaisluvun esitys alkulukujen tulona on yksikasitteinen, lukuun ot-
tamatta tekijoiden jirjestysta.

Viitteen todistamiseksi riittdd, ettd tarkastellaan tapausta, jossa kokonais-
luku n on yhdistetty. Olkoon n:lla kaksi tuloesitystd: n = pips---pr =
q192 - - - qi, Missa p1, ..., Pk, q1, ---, q; ovat alkulukuja ja k < [. Numeron 98
jalkeen tehdysta huomautuksesta seuraa, etta p; on luvun ¢ -- - q; tekija, se
on jonkin ¢;:n tekija. Voidaan olettaa, ettd p; on ¢m tekija. Koska ¢; on
alkuluku ja p; > 1, on oltava p; = ¢;. Siis pa---pr = ¢2---q;. Edellinen
paattely voidaan toistaa k kertaa. Jos k = [, on saatu haettu yksikasitteisyys.
Jos k < [, paadytaan ristiriitaan 1 = qx4+1 - - q;.

Sellaista luvun n tekijaa, joka on alkuluku, sanotaan n:n alkutekijiksi. Esi-

tys n = pl'py? - - pp¥, joka edellisen mukaan on yksikésitteinen, on luvun n
alkutekijihajotelma.

Tuloesityksen perusteella saadaan toinen keino lukujen m ja n suurimman
yhteisen tekijan (m, n) laskemiseksi: jos

m=pi'py* .. ppt, (1)
ja
n=p'ph B (2)
pi:t ovat eri alkulukuja ja a; > 0 ja B; > 0 kaikilla ¢ =1, 2, ..., k, niin
(m, n) =p{"p3* ... -p",

missé v; = min{ay, G;}.
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Lukujen m ja n pienin yhteinen monikerta (eli pienin yhteinen jaettava)
p.y.m.(m, n) on positiivinen luku a, jolle on voimassa mla ja n|a, ja jos b
on positiivinen ja m|b, n|b, niin a < b.
Merkitdan a = p.y.m.(m, n) = [m, n]. Jos m ja n ovat kuten kaavoissa (1) ja
(2), niin

[m, n] = pl"p3? - Py,
missd 0; = max{ay, 5;}. (Miksi?) Koska v; + §; = a; + 5, on

(m, n)[m, n] = mn.

Useamman kuin kahden luvun mgy, ms, ..., my pienin yhteinen monikerta
[mq, ma, ..., my] méaritelldén analogisesti.

Seuraavan lauseen todistuksen ideaa kaytetdan hyvéksi kilpatehtavissakin.

103. Alkulukuja on darettémaéan paljon.

Viite todistetaan epasuorasti. Tehddan vastaoletus: alkulukujen joukko on
aarellinen joukko

{p17 b2, ..., pk}
Olkoon n = p1ps - -+ pr + 1. Kohdan 6 lauseen perusteella luvulla n on alku-
tekija p, joka on erds luvuista p;, i = 1, 2, ..., k. Koska p|n ja p on tekijana
my0s luvussa pips - - - p, joudutaan ristiriitaan p|1.

Taydennetdan vield tietoja lineaaristen Diofantoksen yhtéloiden ratkaisuista.

104. Osoita, etta yhtéalolla
axr +by =c
on kokonaislukuratkaisu x, y silloin ja vain silloin, kun (a, b)|c.

On ilmeisté, etté jos yhtalolla on ratkaisu, niin (a, b)|c. Oletetaan sitten, etté
(a, b)|c ja merkitadn (a, b) = d. Silloin ¢ = md, missd m on kokonaisluku.
Yhtalolla ax+by = d on aikaisemmin esitetyn mukaan ratkaisu x’, 3. Selvasti
x =mz’, y = my’ on alkuperaisen yhtdlon ratkaisu.

Tarkastellaan vield Diofantoksen yhtéloa ax + by = ¢, missa —°_ on ko

(a,b)
b
konaisluku (ja yhtalolla on siis ratkaisu). Olkoon o' = (ac,lb)’ b = (@) ja
¢ = 5 Tallsin yhtalot ax+by = c ja a’z+b'y = ¢’ ovat yhtapitavat, joten

(a,b)
niilld on samat ratkaisut. Koska (a’, b') = 1 (numero 94), voidaan rajoittua
tutkimaan sellaisia yhtél6itd ax + by = ¢, joissa (a, b) = 1.

105. Olkoon (a,b) = 1, ab # 0 ja axg + by = c. Osoita, ettd yhtalon
ax + by = c kaikki ratkaisut ovat

$:x0+bta y:yo_at7

missa t saa kaikki kokonaislukuarvot.
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Se, etté ilmoitettua muotoa olevat luvut ovat yhtalon ratkaisuja, on ilmeista:
Olkoon t mielivaltainen kokonaisluku. Silloin

a(xg + bt) + b(yo — at) = axg + byy = c.

Tarkastellaan sitten yhtélon mielivaltaista ratkaisua x, y. Koska ax + by = c,
niin a(x — z) + b(y — yo) = 0. Siis b|(a(z — x0)), ja koska (a, b) = 1, niin
bl(x — xp). Siis x — zp = bt jollakin kokonaisluvulla ¢. Samoin nédhdaéin, etta
y — yo = at’ jollakin kokonaisluvulla ¢'. Mutta koska 0 = ax + by — ¢ =
axg + abt + byg + bat’ —c = ab(t +t') jaab # 0, on t = —t'.

* * *

Muutama jaollisuusaiheinen kilpailutehtava.

106*. Merkitddn luvun n eri tekijéiden lukuméérdd symbolilla N(n). Esi-
merkiksi Iuvun 24 tekijit ovat 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 ja 24, joten N(24) = 8.
Selvitd, onko N (1) + N(2)+---+ N(1989) parillinen vai pariton. (Australian
matematiikkaolympialaiset vuonna 1989.)

2
107*. Olkoon p > 2 alkuluku. Osoita, ettd luku — voidaan kirjoittaa tasan
p

1 1
yhdelld tavalla muotoon — 4+ —, missa x ja y ovat positiivisia kokonaislukuja
x

ja x> y. (Unkarin E6tvos—Kiirschak-kilpailu vuonna 1931.)

108*. Maarita kaikki positiivisten lukujen a, b, ¢ kolmikot, joille |a, b, ] =
a+ b+ c. (Itdvallan matematiikkaolympialaiset vuonna 2005.)

109*. Olkoot a, b ja n positiivisia kokonaislukuja. Oletetaan, ettd a + b on
jaollinen n:lli ja a® + b? on jaollinen n?:lla. Osoita, etté kaikilla positiivisilla
kokonaisluvuilla m luku a™ +b"™ on jaollinen luvulla n™. (Viron matematiik-
kaolympialaiset vuonna 2005.)

6.2 Lukukongruenssit

Usean lukuteoreettisen tehtdvan ratkaisu helpottuu olennaisesti, kun ratkai-
sijan kayttamien tyokalujen joukossa on lukukongruenssi.

Olkoon ¢ positiivinen kokonaisluku. Lukujen a ja b sanotaan olevan kongruent-
teja modulo ¢, jos c|(b—a) eli jos a = b+ ke jollakin kokonaisluvulla k. Té&ll6in
merkitddn a = b mod ¢ (tai jos epdselvyyden vaaraa ei ole, vain a = b). Re-
laatiota a = b mod ¢ sanotaan kongruenssiksi tai lukukongruenssiksi.

Jos a on mielivaltainen kokonaisluku ja ¢ on positiivinen kokonaisluku, on
aina olemassa ehdon 0 < r < ¢ tayttava luku r siten, ettd a = r mod c¢. Tama
seuraa jakoyhtélosta.

Kongruenssit ovat erittain kayttokelpoisia monissa jaollisuuteen liittyvissa
tehtavissa. Tama perustuu siihen, ettd kongruenssi kayttaytyy tavallisten
laskutoimitusten suhteen lahes samoin kuin tavallinen lukujen yhtasuuruus.
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110*. Oletetaan, ettd a = b mod m ja ¢ = d mod m. Osoita, etta on voimassa

at+c=b+dmodm

ac = bd mod m

ja
a® =¥ mod m

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k.

Kongruenssien jakolasku on hiukan monitahoisempi asia.

111*. Osoita: jos ac = bc mod m ja (¢, m) = 1, niin a = b mod m.
Numeron 94 perusteella saadaan yleisemmin: Jos ac = be mod m ja (¢, m) =

.. m
d, niin a = b mod —.

d
Kongruenssien avulla saadaan helposti muutamia yleisia jaollisuustarkistimia.

112*. Luku on jaollinen 3:lla tai yhdeksalla jos ja vain jos sen numeroiden
summa on jaollinen kolmella tai yhdekséalla. Luku on jaollinen 11:1l4, jos ja
vain luku, joka saadaan kun lasketaan yhteen luvun ensimmdéinen, kolmas,
jne. numero ja summasta viahennetdan luvun toisen, neljdnnen jne. numeron
summa, on jaollinen 11:1la.

113*. Kun Iuku 4444%*44* kirjoitetaan kymmenjérjestelméssé, sen numeroiden
summa on A. Olkoon B luvun A numeroiden summa. Maéritd luvun B nu-
meroiden summa. (Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset vuonna 1975.)

Monissa tehtédvissd ratkaisun ytimend on se havainto, ettd luvun nelion
kongruenssilla mod n on vidhemman vaihtoehtoja kuin alkuperdisen luvun
kongruenssilla.

114*. Osoita, ettid x> = 0 mod 3 tai 2 = 1 mod 3 ja ettd 2> = 0 mod 4 tai
2?2 =1 mod 4.

Kilpailumatematiikkaan perehtyvéin kannattaa selvittdd myos muiden modu-
leiden kuin kolmen ja neljan yhteydessa syntyvia nelionjdannoksid. Tyypilli-
nen tehtéva, jossa tallaista nelionjadnnosominaisuutta kaytetaan hyvaksi, on
seuraava.

115*. Maéritd kaikki yhtalon
a® + b + 2 = a?b?

kokonaislukuratkaisut. ~ (Yhdysvaltain matematiikkaolympialaiset vuonna
1976.)

Sanomme, ettd  on kongruenssiyhtalon ax = b mod m varsinainen ratkaisu,
josar=0bjal0 <z <m.
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116. Jos (a, m)|b, niin yhtalolld ax = b mod m on (a, m) kappaletta varsi-
naisia ratkaisuja. Jos (a, m) ei ole b:n tekija, yhtdl6lla ei ole ratkaisuja.

Vaitteen todistamiseksi etsitaan = ja y siten, ettd ax —b = my eli ax — my =
b. Jos (a, m) ei ole tekijané luvussa b, téllaisia lukuja ei ole. Jos (a, m)|b,

merkitdan (a, m) = d. Olkoon zg, yo se yhtalon S Ey = ratkaisu, jolle

d d
m
o on ei-negatiivinen ja pienin mahdollinen. Silloin zg < q ja xg, xp + R
o + 2%, vy o+ (d— 1)% ovat varsinaisia ratkaisuja.
Jos (a, m) = 1, niin yhtalolld az = 1 mod m on ratkaisu x. Se on a:n

kadanteislukuy mod m.

Seuraava tulos on nimeltdin Fermat’n!' pieni lause. Yleensi oletetaan, etté
se on tuttu kilpatehtavien ratkaisijoille.

117. Olkoon p alkuluku ja a kokonaisluku, jolle pétee (a, p) = 1. Silloin

a?~' =1 mod p.

Fermat’'n pieni lause voidaan todistaa eri tavoin. Kéytetddn téssd binomi-
kaavaa ja induktiota. Oletetaan ensin, ettd a on positiivinen ja todistetaan,
ettd p on luvun a? — a = a(a?~! — 1) tekiji; koska (a, p) = 1, p on til-
16in myo6s luvun a?~! — 1 tekiji. Jos a = 1 niin a? — a = 0 ja varmasti
p|(a? — a). Tehddan induktio-oletus a > 1 ja p|(a? — a). Tarkastellaan lukuja

k'<z> =p(p—-1)...(p—k+1). Nyt p\k!(i), mutta jos k < p, niin p ei ole

tekijana luvussa k!. Siis p| Z , joten p jakaa luvun

p—1

a+1)P—dfP —1= <p>ak:a+1p— a+1)—(aP —a).

(a+1) I; ! (a+1)P = (a+1) —( )
Induktioaskel on nain otettu. Negatiivisia a:n arvoja koskeva tulos seuraa
parittomilla p:n arvoilla suoraan tésté; jos taas p = 2, on a? — a = a(a — 1);
tama on jaollinen kahdella koska a tai a — 1 on parillinen.
Jos (a, p) = 1 ja p on alkuluku, voidaan kongruenssiyhtilé az = b mod p
ratkaista Fermat'n lauseen avulla:

r=a’ 'z =ad’"?(ax) = a’"2b mod p.

Fermat’n pienen lauseen yleistys, Fulerin lause, kuuluu sekin matematiik-
kakilpailuissa tunnetuiksi oletettujen asioiden joukkoon. FEulerin lauseessa
esiintyy Fulerin funktio ¢, joka on ensin méaariteltava.

Olkoon ¢(n) niiden lukujen a, 1 < a < n lukumééra, joille pétee (a, n) = 1.
Téten esimerkiksi ¢(1) = 1, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2, ¢(4) = 2 ja ¢(b) = 4.
Positiivisten kokonaislukujen joukossa maaritelty funktio ¢ on Eulerin funktio.

L Pierre de Fermat (1601-65), ranskalainen juristi ja matemaatikko.
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118. Jos luvun n eri alkutekijat ovat py, pa, ..., Pk, niin

qf»(n):n(l—i) (1—52)‘”(1_1%)'

Todistetaan tama kayttamalla hyvaksi inkluusion ja ekskluusion periaatetta

(numero 68). Lukujen 1, 2, ..., n joukossa on tasan n p;:11a jaollista lukua.
Poistetaan joukosta tallaiset, kun¢ =1, 2, ..., k. Jéiljélle jaisi

1 1 1

p1 P2 Dk

lukua. Nyt on kuitenkin tullut poistetuksi kaikki p;p;:11a jaolliset luvut kah-
teen kertaan. Lisdtddn ndmé; nyt luvuiksi a, (n, a) = 1 on ehdolla

1 1 1 1 1 1
n-n|l—+—=+-"+—+—+—+---+
b1 b2 Pk b1p2 p1p3 Pk—1Pk

lukua. Muotoa p;p;p; olevat luvut ovat tulleet lisatyiksi kahdesti, joten ne on
vahennettava jne. Lopulta

(b(n)—n—nzzé—i—nz ! -t r

bip; pip2 - Pk '

Kun summa kirjoitetaan tulomuotoon, saadaan vaite.

Seuraava tulos on Eulerin lause.

119. Jos (a, n) = 1, niin a®™ =1 mod n.
Todistetaan lause. Olkoot 1 =7 <1y < ... <7y, =n—1ehdon (1, n) =1
toteuttavat luvut. Olkoon ar; = ¢; mod n, 0 < ¢; < n. Jos ¢; = gj, on
ar; = ar; mod n ja numeron 111 perusteella r; = r; eli r; = r;. Taman
vuoksi
{q17 q2, - -+, q¢(n)} = {T17T2a e Tqb(n)}

Siis myos

TIT2 . Temy = (ar1)(arz) ... (argm)) = a® My T¢(n) MOd n.

Koska (r172...7¢(n), n) = 1, saadaan edelld esitetyn kongruenssien jakolas-
kuominaisuuden perusteella 1 = a®™ mod n.

Jos p on alkuluku, niin ¢(p) = p — 1, ja Eulerin lause palautuu Fermat'n
lauseeksi (joka siis on tullut téssd uudelleen ja eri tavalla todistetuksi).

Eulerin lausetta voidaan kayttda lineaaristen kongruenssien ratkaisemiseen
samoin kuin Fermat’'n pientd lausetta: jos (a, n) = 1, niin kongruenssilla
azx = b mod n on ratkaisu z = ba?(M 1,

Seuraava tulos, nimeltddn kiinalainen jddnnoslause, oletetaan myds tunne-
tuksi matematiikkakilpailuissa.



54

120. Jos a1, as, ..., a, ovat kokonaislukuja, jotka ovat pareittain yhteisteki-
jattomia ((a;, a;) = 1, kun i # j), jos a =[]}, a; ja jos by, b, ..., b, ovat
mielivaltaisia kokonaislukuja, niin on olemassa (ja modulo a vain yksi) luku

x, jolle on patevat yhtalot

r=b;moda;, i=1,2,...,n.

Todistetaan taméa. Merkitadn ¢; = g. Silloin (¢;, a;) = 1. Olkoon viela d;
s

c;:n kdanteisluku mod a;, siis yhtéilénzcix = 1 mod a; ratkaisu. Tarkastellaan
lukua & = c1d1b1 + codabs + - - - + ¢ dy by, Olkoon j mielivaltainen indeksi 1:n
ja n:n valiltd. Nyt, jos ¢ # j, niin a; on ¢;m tekija. Edellisen summan muut
termit kuin c;d;b; ovat jaollisia a;:lla. Liséksi cjd; = 1 mod a;. Siis v =
b; mod a;. Luku z toteuttaa siis jokaisen kongruenssiyhtdlon. Jos kaksi eri
lukua toteuttavat kaikki kongruenssiyhtélot, niiden erotus on jaollinen a:lla.

Kokonaislukukolmikon (z, y, 2) jisenet ovat Pythagoraan' lukuja, jos

2?4y =22
Tunnetuimpia esimerkkeja Pythagoraan luvuista ovat lukukolmikot (3a, 4a, 5a)
ja (ba, 12a, 13a).
Pythagoraan lukuja voidaan tuottaa darettoméan monta kaavojen

z=(m* =n®)p, y=2mnp, z=(m?>+n?p, (1)
missd m, n ja p ovat kokonaislukuja, avulla. Kaikki Pythagoraan luvut ovat
toisaalta muotoa (1).

121. Osoita, etti jos a®> + b = c? ja a, b ja c ovat yhteistekijattomid, niin
on olemassa kokonaisluvut m ja n , (m,n) = 1, siten, etti {a, b} = {m? —
n?, 2mn} ja c=m? + n?.

Todistuksen aluksi havaitaan, etta kaikki luvut a, b, ¢ eivat ole parillisia, muu-
tenhan niilla olisi ykk&sta suurempi suurin yhteinen tekija. Jos a ja b olisivat
molemmat parittomia, olisi ¢ parillinen ja ¢? jaollinen 4:1l4. Toisaalta olisi
a® = b*> =1 mod 4 ja siis ¢ = 2 mod 4. Luvuista a ja b toinen on siis parilli-
nen ja toinen pariton. Olkoon a pariton ja b parillinen. Nyt b? = (c—a)(c+a).
Molemmat t = c—a ja u = c+a ovat parillisia. Koska 2¢ = t+u ja 2a = u—t,
luvuilla ¢ ja u ei ole muita yhteisia tekijoita kuin 2. Siis ¢ = 2m/ ja u = 2n/,
(m/, n') = 1. Koska b? = tu = 4m/n’, lukujen m’ ja n’ on oltava neliclukuja,
m' =m?, n' =n.
Viimeisena kilpailutehtavissa joskus kaytettavana tyokaluna esitetaan Wilso-
nin? lause.

L Pythagoras Samoslainen (n. 500 eKr) puoliksi myyttinen kreikkalainen
filosofi ja matemaatikko.
2 John Wilson (1741-93), englantilainen matemaatikko ja juristi.
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122. Osoita, ettd Iuku (p — 1)! + 1 on jaollinen p:lli jos ja vain jos p on
alkuluku.

Wilsonin lauseen vain jos -puoli todistuu epasuorasti. Jos p ei olisi alkuluku,
silla olisi ykkosta suurempi tekijé, joka olisi < p—1. (p—1)! on jaollinen talla
tekijalla, joten myo6s 1 olisi talla tekijalla jaollinen. Oletetaan sitten, ettd p
on alkuluku. Tarkastellaan lukuja 1, 2, ..., p — 1. Millaan naista luvuista ei
ole yhteista tekijaa p:n kanssa, joten jokaisella on kaanteisluku mod p. Jos
jonkin naistéd luvuista, esimerkiksi a:lla, tdméa kaanteisluku on luku itse, niin
a?=1modpeli (a—1)(a+1) =0 mod p. Luvuista a — 1 ja a + 1 ainakin
toisen on oltava p:lla jaollinen. Nain on jos ja vain jos a = 1 tai a = p. Muille
luvuille luku ja kaanteisluku ovat eri lukuja. Mutta se merkitsee, etta tulon
(p— 1)! luvut voidaan, lukuun ottamatta lukuja 1 ja p — 1 ryhmitelld pareiksi
a, b siten, ettd ab=1mod p. Siis (p—1)!=1-(p—1) = —1 mod p.

* * *

Seuraavassa muutama kilpailutehtéava, joissa kongruensseilla on merkitysta.

123*. Osoita, etté
1 4 L 1 4 L 7
-z’ + -2’ + —=x
) 3 15
on kokonaisluku kaikilla kokonaisluvuilla z. (Australian matematiikkaolym-

pialaiset vuonna 1994.)

124*. Miédéritd pienin positiivinen kokonaisluku n, jolle 2549|n?%%5 — 2541.
(Thaimaan matematiikkaolympialaiset vuonna 2005; tehtavéssa esiintyvét lu-
vut liittyvat Thaimaassa kiytettavin buddhalaisen kalenterin vuosilukuihin.)

125*. Kokonaislukujono wy, us, us, ... toteuttaa palautuskaavan upio =
uZ 41 — Up. Lisdksi u; = 39 ja up = 45. Osoita, ettd jonossa on ddrettéméan
monta 1986:11a jaollista lukua. (Kanadan matematiikkaolympialaiset vuonna
1986.)

126*. Maarita kaikki ei-negatiiviset kokonaisluvut x, y ja z, jotka toteuttavat
yhtalon
27 4+ 3V = 22
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7 Geometria

Kansainvalisten matematiikkaolympialaisten kuuden tehtavén sarjassa on ta-
vallisimmin ollut kaksi geometria-aiheista tehtavaa. Kun tehtavien vaikeus-
taso on vaihteleva, niin melkein valttamatta kahdesta geometriantehtavasta
toinen on sarjan helpoimpia.

Matematiikkakilpailujen geometriantehtavit ovat yleisimmin todistustehté-
vid. Tehtavien ratkaisussa on silloin tiedettava, mihin tosiasioihin vetoaa.
Keskeiset tyockalut ovat kolmioiden yhtenevyys- ja yhdenmuotoisuuslauseet,
muutamat muut kolmioihin liittyvat perusasiat, ympyran, sen sekanttien ja
tangenttien sekéd jannenelikulmioiden perusominaisuudet. Geometriset pe-
ruskuvaukset saattavat myos olla ratkaisukeino. Tehtévid voi usein lahestya
trigonometrian avulla. Analyyttisen geometrian metodein helposti ratkea-
via tehtavia pyritdan yleenséd kaihtamaan, mutta silti analyyttinen geometria
on aina varteenotettava vaihtoehto. Tietyissa tilanteissa kompleksilukujen
geometrisen tulkinnan kautta péastdan suoriin ratkaisuihin. Myos vektorilas-
kenta voi johtaa tuloksiin.

Kilpailutehtévissa saatetaan kéasitelld myos kolmiulotteista geometriaa eli ava-
ruusgeometriaa. Tassa esityksessa ei avaruusgeometriaan kuitenkaan puututa
muuten kuin muutamassa vektoriaiheisessa tehtavassa.

7.1 Perusteita

Geometria — niin kuin muukin matematiikka — on deduktiivinen jérjestelma.
Se voidaan eri tavoin rakentaa joidenkin perusolettamuksien, aksioomien poh-
jalle. Kilpailutehtavien ratkaisemisen kannalta ei ole tarpeen pureutua ai-
van perusteisiin. Todistamisen rutiinienkin oppimisen kannalta on kuitenkin
hyodyllista etsid perustelut kaytettaville geometrisille tyokaluille, semminkin,
kun peruskoulun ja lukion geometriaosuudet ovat opetussuunnitelmien kehit-
tyessd! muodostuneet todistamisen suhteen varsin karuiksi. Niinpé tdméa luku
on itse asiassa tiivistetty geometrian oppikurssi ja harjoituksien joukossa on
monia tuttujen geometrian lauseiden todistuksia. Kaikkia késitteita ei kui-
tenkaan maaritella eika kaikkea todisteta — tilan ja lukijan karsivallisyydenkin
saastamiseksi.

1 On muistettava kehityksen ja edistyksen ero: edellinen ei aina vie parem-
paan suuntaan.



57

7.1.1 Suorat ja monikulmiot

Merkitsemme sité, ettd janat AB ja CD ovat yhtenevid eli yhtd pitkid, yh-
talolla AB = CD. Merkintdd voi pitdd kaksitulkintaisena; emme kuiten-
kaan tarkoita, ettd AB ja CD olisivat sama jana. Vastaavasti kulmien
ZLABC ja ZDFEF yhtasuuruutta merkitdan LZABC = ZDFEF. Erityisesti
/ZABC = ZCBA; emme siis ajattele kulman merkintaan liittyvén tietoa siité,
onko ensin mainittu piste tietylla kulman kyljella.

Kolmiot ABC' ja DEF ovat yhtenevid, merkittynda ABC' = DEF, jos ja vain
jos AB = DE, BC = EF ja CA = FD sekd /ABC = /DFEF, /BCA =
ZEFD ja /CAB = ZFDE. Yhtenevyyslauseet ilmoittavat, mitka lievemmaét
ehdot jo takaavat kolmioiden yhtenevyyden. Yhtenevyyslauseita on viisi, ja
ne on tapana nimetad symbolein sks, ksk, kks, sss ja ssk sen mukaan, minka
kolmion osien — sivujen ja kulmien — yhtdsuuruuteen yhtenevyys perustuu.
Todistuksia kirjoitettaessa on tapana kayttaa kirjainyhdistelméd lyhentamaan
ilmausta, siis "kolmiot ABC' ja DEF ovat yhtenevia (sks)”, kun tarkoitetaan
"kolmiot ABC' ja DEF ovat yhtenevia, koska niissa on kaksi paria yhta pitkia
sivuja ja naiden sivujen véalissa yhta suuret kulmat”.

Yhtenevyyslauseista ensimmaéinen, sks, on tapana hyvéksya todistamatta. Se
siis luetaan geometrian aksioomiin.

127. Jos AB = DE, ZABC = /DEF ja BC = EF, niin kolmiot ABC' ja
DEF ovat yhtenevia.

Yhtenevyyskriteerin sks seurauksista seuraavien kolmen numeron sisaltamat
ovat geometrian loogisen rakenteen kannalta olennaisia.

128. Yhta suurten kulmien vieruskulmat ovat A
yhta suuret.

Tama asia perustellaan usein kulman mittaa-

misen avulla; jos kulman suuruus on «, kum- D

mankin vieruskulman suuruus on 180° — «a. B
Kulman mittaluku ei kuitenkaan ole geomet-
rian jarjestelméan perusteita eika kasitteena on-
gelmaton. Esitetddn siis todistus, joka pe-
rustuu vain yhtenevyyskriteeriin sks: Olkoon
/ABC = /A’B'C’. Pisteet on voitu valita
niin, etta AB = A’B’ ja BC = B’C’. Olkoon viela D ja D’ BC:n ja
B’C’":n vastakkaisten puolisuorien pisteita niin, etta BD = B’D’. Nyt
ABC = A'B'C’ (sks), joten LZACB = LA'C'B’', ZCAB = ZC'A'B’ ja
CA = C'A'". Koska CD = CB + BD = C'B'+ B'D’ = C’'D’, niin
DCA = D'C'A’ (sks). Siis AD = A'D' ja ZCAD = ZC"A’D’. Mutta nyt
/BAD = /CAD — /CAB = /C'A'D' — /C'"A'B' = /B'A’D’. Siis BAD &
B'A’D’ (sks). Viimeisesta yhtenevyydesté seuraa sitten ZABD = LA'B'D’,
eli haluttu tulos.

Q

B'
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Geometristen kilpatehtavien ratkaisuissa ei kulman mittalukuun tietenkain
suhtauduta nain ankarasti, vaan oletetaan, etta kaytossa on niin pitkélle ke-
hitetty jarjestelmé, ettd tyyppia " ZABC = 60°” olevat ilmaukset ovat taysin
mielekkaita.

Edellisesta seuraa heti, etta ristikulmat eli kahden suoran leikatessa syntyvéat
vastakkaiset kulmat ovat yhta suuria.

Kulma on suora, jos se on yhtd suuri kuin vieruskulmansa. Tésta seuraa
heti, ettd jos kahden suoran ¢; ja ¢ leikatessa syntyvistd kulmista yksi on
suora, niin muutkin ovat. Suorat ovat talloin kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Tata merkitdan ¢ 1¢5. — On varsin helppo osoittaa, ettd suora kulma néin
madriteltyna on yksikésitteinen: kaikki suorat kulmat ovat yhta suuria.

129. Kolmion jokaisen kulman vieruskulma on
suurempi kuin kumpikaan kolmion kahdesta
muusta kulmasta.

Olkoon ZACD kolmion ABC kulman ACB
vieruskulma.  Osoitetaan, ettd /JCAB <
ZACD. Jos E on janan AC keskipiste ja
F # B se puolisuoran BFE piste, jolle EF =
EB, niin kolmiot AEB ja CEF ovat yhtenevid (sks). Siis ZECF = ZEBA.
Mutta koska F' on kulman AC'D aukeamassa, ZACF < ZACD, ja viite on
todistettu.

130. Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhta suuret.

Jos kolmiossa ABC on AB = B(C, niin kolmiot ABC ja AC'B ovat yhtenevié
(sks), joten niiden vastinkulmat ZABC ja ZACB ovat yhté suuria.

Edellisesta ja numeron 129 tuloksesta johtuvat mm. seuraavat monen epéyh-
talon pohjana olevat tulokset:

131*. Todista, etta kolmiossa on pitemmén sivun vastainen kulma suurempi
kuin lyhemman sivun vastainen kulma ja suuremman kulman vastainen sivu
pitemmpi kuin pienemmaén kulman vastainen sivu.

132*. 'Todista, ettd kolmion sivu on lyhempi kuin muiden kahden sivun
summa ja pitempi kuin muiden kahden sivun erotus.

Tama tulos on kolmioepdyhtdlo.

Tuloksesta sks seuraavat myos enemmén tai vihemmaéan suoraan seuraavat
yhtenevyyslauseet.

133*. Todista, etta seuraavista kolmesta ehdosta seuraa jokaisesta kolmioiden
ABC ja DEF yhtenevyys:

ksk: ZABC = /DEF, BC = EF ja /BCA = /EFD:;
kks: /ABC = /DEF, /BCA = /EFD ja AB = DE.
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sss: AB=DFE, BC =FEF jaCA=FD.

Viimeisen yhtenevyyskriteerin ssk kaytto vaatii hiukan varovaisuutta, siind
kun on kaksi vaihtoehtoa, joista vain toinen on kolmioiden yhtenevyys.

134*. Kolmioissa ABC ja DEF on AB = DFE, AC = DFE ja /ABC =
/ZDFEF. Osoita, ettd joko ABC = DEF tai /ZEFD ja kulman Z/AC B vierus-
kulma ovat yhta suuret.

Euklidisen tasogeometrian perusteita on vield yhdensuuntaisuus. Kaksi tason
eri suoraa ¢; ja ¢5 ovat yhdensuuntaisia, jos ne eivat leikkaa toisiaan. Re-
laatiota merkitddn ¢1||¢2. (On tapana pitdd suoraa myos yhdensuuntaisena
itsensé kanssa.) Olkoot ¢ ja {9 suoria. Jos {1 ja {5 eivét ole yhdensuuntaisia
ja suora /3 leikkaa ndmé (muualla kuin ¢1:n ja fo:n leikkauspisteessd), niin
numerosta 129 seuraa, ettd leikkauskohtiin syntyvat samankohtaiset kulmat
eivit ole yhta suuria. Euklidisen geometrian aksioomajérjestelmaan kuuluva
yhdensuuntaisuus- eli paralleeliaksiooma ilmoittaa, ettd suoran ¢ ulkopuolella
olevan pisteen kautta kulkee tasan yksi £:n suuntainen suora. Edelld sanotun
perusteella ¢; ja ¢ ovat yhdensuuntaisia jos ja vain jos mink& hyvéanséa kol-
mannen suoran naitd suoria leikatessa syntyvéat samankohtaiset kulmat ovat
yhté suuria.

Yhdensuuntaisuusaksioomasta seuraa heti, ettd kolmion kulmien summa on
sama kuin kahden suoran kulman summa ja etta kolmion kulman vieruskulma
on kolmion kahden muun kulman summa. Kolmiossa voi olla enintdan yksi
suora kulma tai suoraa kulmaa suurempi eli tylppd kulma. Yhtenevyyskriteeri
ssk:n (numero 134) vaihtoehtotapaus ei tule kysymykseen, jos ZABC on suora
tai tylppa.

Suunnikas on nelikulmio, jonka vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaisia.
Suunnikas on neljikds eli vinonelié, jos sen kaikki sivut ovat yhta pitkia.
Yhdensuuntaisuuden kulmaominaisuuden ja kolmioiden yhtenevyyslauseiden
avulla on helppo todistaa lukuisa joukko muita ehtoja, jotka takaavat sen,
etta nelikulmio on suunnikas, ja perustella sellaisia suunnikkaan ominaisuuk-
sia, joita kaytetaan hyvaksi geometristen tehtévien ratkaisemisessa.

135*. Osoita, ettd a) nelikulmio ABCD on suunnikas, jos ja vain jos
AB = DC ja AD = BC; b) nelikulmio ABCD on suunnikas, jos AB||DC ja
AB = DC; ¢) jos ABCD on suunnikas, niin AC ja BD leikkaavat toisensa
kummankin janan keskipisteessd ja d) ABCD on neljakés, jos ja vain jos AC
ja BD ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Kolmioiden yhtenevyyden ohella kolmioiden yhdenmuotoisuus on geometrisen
todistamisen perustyokalu. Yhdenmuotoisuus edellyttda janojen pituuksien
suhteen méaarittamisté, ja siind lahtokohtana on seuraava havainto:

136. Olkoot ¢; ja {5 suoria ja pisteet A, B ja C' sellaiset suoran {1 pisteet, etta
AB = BC. Olkoot D, E ja F sellaiset suoran {5 pisteet, ettd AD|BE|CF.
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Silloin DE = EF. Kaantéen, jos pisteet A, B, C; D, E, F ovat suorilla {1 ja
05 niin, ettd AB = BC' ja AD|BE sekd DE = EF, niin CF|BE.

Viitteen todistamiseksi piirretdan D:n ja E:n

kautta ¢;:n suuntaiset suorat. Naista edelli- A

nen leikkaa BF:n pisteessd G ja jalkimmai- : -
nen C'F':n pisteessda H. Nyt ABGD ja BCHE Dﬂ /
ovat suunnikkaita, joten DG = AB = BC = ¢

EH. Suorien yhdensuuntaisuudesta seuraa,

ettd /EDG = /FFEH ja /DGE = /EHF % /B b [C

joten kolmiot DGFE ja FHF ovat yhtenevia

(ksk). Siis DE = E'F. Kéaanteinen vaite seuraa yhdensuuntaisaksioomasta.

Kolmiot ABC ja DEF ovat yhdenmuotoisia, jos niiden vastinkulmat ovat
pareittain yhtd suuria ja jos jokaisen vastinsivuparin pituuksien suhde on
sama. Yhdenmuotoisuutta merkitdin ABC ~ DFEF. 7Sivujen pituuksien
suhde” on hiukan vaikea késite. Soveltamalla tulosta 136 on kuitenkin aika
helppo vakuuttua siitd, ettd jos AB ja AC' ovat kaksi puolisuoraa ja pis-
teet B’ ja C’ ovat suorilla puolisuorilla AB ja AC' niin, ettd B'C’||BC, niin
AB : AC = AB' : AC'. Kéaantéen, jos AB: AC = AC : AE, niin BC||DE.

Niin kuin yhtenevyys, myos yhdenmuotoisuus toteutuu lievemminkin ehdoin.
Yhdenmuotoisuuskriteereja on nelja, ja niistd kdytetdan samalla periaatteella
muodostettuja lyhennenimia kuin yhtenevyyskriteereistd. Yhdenmuotoisuus-
kriteerit ovat kk, sks, sss ja ssk. Yhdenmuotoisuuskriteerit voidaan perustella
nojautumalla edellisessa kappaleessa mainittuun tulokseen.

137*. Perustele yhdenmuotoisuuskriteerit.

Janan AB keskinormaali on janan keskipisteen M kautta kulkeva janaa AB
vastaan kohtisuora suora. Yhtenevyyskriteerien sks ja ssk avulla on helppo
osoittaa, ettd AB:n keskinormaali on niiden pisteiden P joukko, joille AP =
BP. Kolmion sivujen AB ja BC keskinormaalit leikkaavat; jos leikkauspiste
on O, niin AO = BO = CO. Piste O on siis my6s sivun C'A keskinormaalilla,
eli kaikkien kolmen kolmion sivun keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessa.

Kulman ZABC puolittaja on sellainen puolisuora BD, ettd ZABD = /DBC.
Pisteen P etéaisyys suorasta £ méaaritelladn valitsemalla se £:n piste @, jolle
PQ 17 jasopimalla, ettd mainittu etaisyys on janan PQ pituus. Tassa (Q:ta sa-
notaan P:n kohtisuoraksi projektioksi suoralla £. Yhtevyyskriteerin kks avulla
nahdaén, ettd kulmanpuolittajan jokaisen pisteen etaisyys kulman kyljisté eli
puolisuorista BA ja BC on sama.

Jos I on kolmion ABC kulmien ZABC ja ZBCA leikkauspiste, ja D, FE
ja F ovat I:n kohtisuorat projektiot suorilla BC, CA ja AB, niin IF =
ID = IFE ja suorakulmaiset kolmiot AF'I ja AEI ovat yhtenevié (ssk). Siis
/IAF = /ZIAE, eli I on kolmion kolmannenkin kulmanpuolittajan piste:
kolmion kulmanpuolittajat leikkaavat samassa pisteessa.
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Seuraavalla tuloksella, kulmanpuolittajalauseella, on paljon kayttoa geomet-
rian tehtavien ratkaisuissa.

138*. Osoita, ettd kolmion kulman puolittaja jakaa vastakkaisen sivun vie-
reisten sivujen suhteessa.

Kolmion karjestéd piirretty jana, joka yhdistaa kérjen sen vastakkaisella si-
vulla tai sivun jatkeella olevaan karjen kohtisuoraan projektioon, on kolmion
korkeusjana ja suora, josta tdmé jana on osa, on kolmion korkeussuora. Kol-
mion kérkien kohtisuoria projektioita kolmion sivuilla kutsutaan korkeusjano-
jen kantapisteiks:.

Korkeussuorien leikkausominaisuus nahdaén,

kun piirretddn kolmion ABC kéarkien kautta A

kolmion sivujen suuntaiset suorat. Olkoot AN\ e ’
niiden leikkauspisteet D, E ja F', niin etta |

DE|AB, EF||BC ja FD|CA. Silloin ABDC x - ¢

ja ABCE ovat suunnikkaita, joten DC =
BA = CE. C on siis janan DFE keskipiste.
Samoin nahdaan, ettd A on janan E'F ja B ja-
nan F'D keskipiste. Koska korkeusjana C'C’ on
kohtisuorassa suoraa AB vastaan, on CC’_L
DE. Siis suora CC’ on DE'n keskinormaali. Myos AA’ ja BB’ ovat kolmion
DEF sivujen keskinormaaleja. Ne leikkaavat toisensa samassa pisteessa. Tata
pistetta H, siis kolmion ABC' korkeussuorien leikkauspistetta, kutsutaan kol-
mion ABC ortokeskukseksi.

Kolmion sivujen keskinormaalien, kolmion kulmanpuolittajien ja kolmion kor-
keusjanojen leikkauspisteet ovat esimerkkeja kolmion merkillisistd pisteistd.
Kilpailutehtivissi saatetaan hyodyntid seuraavaa Cevan' lausetta, joka an-
taa yhtenaisen keinon paétella kolmion merkillisia pisteité.

139. Kolmion ABC karjistd vastakkaisten sivujen pisteisiin X, Y ja Z piir-
retyt janat leikkaavat toisensa samassa pisteessé, jos ja vain jos
BX CY AZ (1)
XC YA ZB

Cevan lauseen todistamiseksi oletetaan ensin,
ettda AX, BY ja CZ leikkaavat pisteessd P.
Piirretdan A:n kautta BC':n suuntainen suora.
Puolisuorat BY ja C'Z leikkaavat sen pisteissa
U jaT. Yhdensuuntaisuudesta ja ristikulmista
syntyvien yhté suurten kulmaparien ja yhden-
muotoisuuskriteeri kk:n ansiosta kuvioon syn-
tyy nelja yhdenmuotoisten kolmioiden paria:

L Giovanni Ceva (1647-1734), italialainen matemaatikko.
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BXP ~ UAP, CXP ~ TAP, BCY ~ UAY ja BCZ ~ ATZ. Naista
saadaan samassa jarjestyksessa suhdeyhtélot

BX AU XP AP CY BC AZ AT

XP AP’ XC AT’ YA AU’ ZB BC’
Kun ylla olevat nelja verrantoa kerrotaan puolittain keskenédan ja supistetaan,
jaa yhtald (1). Jos sitten pisteet X, Y, Z ovat sellaisia, ettd yhtdlo (1) toteu-

tuu, voidaan olettaa, ettd BY ja C'Z leikkaavat pisteessd P. Jos AP leikkaa
BC'n pisteessa X', niin jo todistetun mukaan

BX' CY AZ _,

X'C YA ZB
Mutta téasté ja (1):stéd seuraa, etté
BX BX'
XC  X'C

On helppo nahda, ettd taméa patee vain, kun X’ = X; nyt siis myos AX
kulkee pisteen P kautta.

Kolmion karkia joihinkin vastakkaisten sivujen pisteisiin yhdistavia janoja
kutsutaan toisinaan ceviaaneiksi.

Kolmion karjet vastakkaisten sivujen keskipisteisiin yhdistavat janat ovat kol-
mion keskijanoja eli mediaaneja. Cevan lauseesta seuraa heti, ettd kolmion
keskijanat leikkaavat toisensa samassa pisteessd. Tata pistetta kutsutaan kol-
mion painopisteeksi.

140*. Osoita, etta kolmion painopiste jakaa mediaanit suhteessa 2 : 1.

Cevan lauseen kanssa samanhenkinen tulos on myos kilpatehtavan ratkaisijan
tyokaluihin kuuluvaksi oletettava Menelaoksen' lause

141. Kolmion ABC kahdella sivuilla AB ja AC seka sivun BC jatkeella olevat
pisteet Z, Y ja X ovat samalla suoralla jos ja vain jos

BX CY AZ 1 (1)
XC YA ZB
Sama patee myds, jos kaikki kolme pistetta ovat vastaavien sivujen jatkeilla.

Jos suorille AB, BC' ja C A maaritellaan kulle-

kin suunta ja janan pituus maaritellddn etu- A
merkillisend lukuna, niin kaavan (1) oikean
puolen luku 1 on korvattava luvulla —1. Té&l-
16in Cevan ja Menelaoksen lauseiden siséllot
erottuvat toisistaan paremmin. Menelaoksen
lauseen todistamiseksi oletetaan ensin, ettda X, g
Y ja Z ovat samalla suoralla. Jos A’, B’ ja C’

L Menelaos Aleksandrialainen (n. 70 —n. 130), kreikkalainen matemaatikko.
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ovat pisteiden A, B ja C kohtisuorat projektiot talla suoralla, niin véite
seuraa jokseenkin suoraan siitd, ettd kaavan (1) kolme tulontekijaa 16yty-
véit kolmen yhdenmuotoisen suorakulmaisen kolmion parin AA'Z ~ BB'Z,
BB'X ~ CC'X, AA'Y ~ CC'Y synnyttamistd verrantoyhtaloistid. Lauseen
kadnteisen puolen todistamiseksi kiytetddn samaa tekniikkaa kuin Cevan
lauseen kéainteisen puolen todistamisessa.

Tarkea tyokalu geometriassa on luonnollisesti Pythagoraan lause.

142*. Kolmion sivujen pituudet ovat a, b, ¢, missa a < ¢ ja b < c. Osoita,

etté kolmio on suorakulmainen, jos ja vain jos a® + b = c2.

Muutama kilpailutehtava:

143*. Kolmiossa ABC on AB > AC ja M sivun BC keskipiste ja AL on
kulman A puolittaja. Pisteen M kautta kulkeva AL:d4 vastaan kohtisuora
suora leikkaa sivun AB pisteessd D. Osoita, ettd AD + MC on sama kuin

kolmion ABC' piirin puolikas. (Ukrainan matematiikkaolympialaiset vuonna
2004.)

144*. Kolmion ABC jokaiselle sivuille on piirretty tasakylkinen kolmio; kol-
miot ovat PAB (PA=PB), RBC (RB=RC) ja QAC (QA=QC), ne ovat yh-
denmuotoisia ja PAB sekd QAC ovat ABC':n ulkopuolella, mutta RBC on
samalla puolella suoraa BC kuin ABC. Osoita, etta nelikulmio APRG on
suunnikas. (Australian matematiikkaolympialaiset vuonna 1984)

145*. BB, ja CC; ovat teravakulmaisen kolmion ABC' korkeusjanoja ja H
on kolmion ortokeskus. A:n kautta kulkeva suora ¢ on kohtisuorassa AC':ta
vastaan. Osoita, ettd suorat BC', B1Cy ja ¢ leikkaavat toisensa samassa pis-
teessé jos ja vain jos H on BBj:n keskipiste. (Valko-Vendjin matematiikka-
olympialaiset vuonna 2005)

146*. Nelién ABCD sivu on a. Suorat {1 ja {5 ovat yhdensuuntaisia, ja niiden
etéisyys toisistaan on a. Suora {; leikkaa nelién sivut AB ja AD pisteissd E
ja F. Vastaavasti suora {5 leikkaa nelion sivut CB ja CD pisteissa G ja
H. Kolmioiden AEF ja CGH piirien pituudet ovat my ja mso. Osoita, ettd
riippumatta siita, missa asennossa nelié ja suorat ovat, mi + meo on vakio.
(Aasian ja Tyynenmeren matematiikkaolympialaiset vuonna 2003)

7.1.2 Ympyra

Ympyré, jonka keskipiste on O ja séde r, on niiden pisteiden P joukko, joille
OP =r.
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Kolmion keskinormaalien leikkauspiste on yhta etaélla kolmion jokaisesta kar-
jesta. Jokaisen kolmion kaikkien karkien kautta kulkee siis jokin ympyra. Kut-
summe sitd kolmion ymparysympyrakst tai kolmion ympdre piirretyksi ympy-
raksi.

Suora, joka leikkaa ympyraéd tasan yhdessa pisteessd on ympyrén tangentti;
ympyran ja tangentin yhteinen piste on sivuamispiste. Tangentti on kohti-
suorassa sivuamispisteeseen piirrettyd ympyran sddettd vastaan (numero 11).
Jos O-keskisen ympyréan ulkopuolella olevasta pisteestd P piirretadn ympyrélle

kaksi tangenttia ja niiden sivuamispisteet ovat A ja B, niin ssk-yhtenevisté
suorakulmaisista kolmioista OAP ja OBP saadaan AP = BP.

Kolmion kulmanpuolittajat leikkaavat samassa pisteessa I; jos I:n kohtisuorat
projektiot kolmion sivuilla ovat D, F ja F', niin kolmion sivut ovat I-keskisen
ja ID-séteisen ympyran tangentteja. Tamé& ympyrd on kolmion sisaympyrd
eli sisadn piirretty ympyra. Kolmion kulmien vieruskulmien puolittajat ovat
yhta etailla kulman molemmista kyljista. Kolmion yhden kulman ja kahden
muun kulman vieruskulmien puolittajat leikkaavat samassa pisteessa ja tama
piste keskipisteend voidaan piirtdd ympyra, joka sivuaa kolmion yhta sivua
ulkopuolelta ja kahden muun sivun jatketta. Téllaista ympyrad (niitd on
kolme kappaletta) kutsutaan kolmion sivuympyrdksi.

Ympyran ominaisuuksista keskeisimpia kilpailumatematiikan kannalta on ke-
hdkulmalause.

147. Olkoon AB O-keskisen ympyran janne ja P ja ) kaksi samalla puolella
suoraa AB olevaa ympyrén kehédn pistettd. Silloin /APB = /AQB.

Kehédkulmalauseen todistuksessa on eri ta-
pauksia sen mukaan, milld puolella kulmien
kylkid ympyrén keskipiste O on. Tapaukset
ovat toistensa kaltaisia, joten tyydytaan tar-
kastelemaan tilannetta, jossa O on molempien
yvhta suuriksi vaitettyjen kulmien aukeamassa.
Olkoot P’ ja @' suorien PO ja QO ja ym-
pyran toiset leikkauspisteet. Kolmiot OPA,
OPB, OQA ja OBQ ovat kaikki tasakylkisia.
Koska kolmion kulman vieruskulma on yhta
suuri kuin kolmion kahden muun kulman sum-
ma, on siis ZAOP' =2- ZAPO ja ZBOP’

=2-ZAPB. Samoin ZAOQ' =2-ZAQO0 ja /BOQ' = 2-/0QB. Mutta tasta
seuraa ZAPB = /APO + ZOPB = %(AAOP/ + ZBOP') = % - LAOB =
(LAOQ' + Z/BOQ") = ZAQO + £0QB = ZAQB.

1
2
Edellista todistusta mukailemalla voi paatelld, ettd jos AD on ympyran tan-
gentti, sivuamispiste A, ja jos C'B on ympyréin janne niin, ettd C ja D ovat
eri puolilla suoraa AB, niin ZCAB = /DAB.
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Kehédkulmalauseen sisélto ilmaistaan usein sanomalla, ettd ”samaa kaarta (tai
samaa jannettd) vastaavat kehdkulmat ovat yhta suuret”.

Kehikulmalauseen erikoistapauksena voi pitad Thaleen® lausetta:

148*. Jos AB on ympyran halkaisija ja C' on ympyran kehan piste, niin ZBC' A
on suora; jos A, B, C' ovat ympyran kehan pisteita ja /BC A on suora, niin
AB on ympyran halkaisija.

Kehakulmalauseen véliton seuraus on tarkea kriteeri, joka maarittaa ympyran
stsaan pirretyn nelikulmion eli jannenelikulmion.

149. Jos ABCD on jannenelikulmio, sen jokai- A
nen kulma on yhta suuri kuin vastakkaisen kul-

man vieruskulma. Jos nelikulmiossa ABCD
jokin kulma on yhtd suuri kuin vastakkaisen
kulman vieruskulma, nelikulmio on janneneli-
kulmio.

Viitteen todistamiseksi oletetaan, ettd ABC D
on jannenelikulmio. Olkoon E piste sivun BC
jatkeella. Kéytetdan hyvaksi sitd, etta kolmion

kulman vieruskulma on kolmion muiden kulmien summa, ja kehakulma-

lausetta. Saadaan /DCE = /DBC + /BDC = /CAD + /BAC = /BAD.

Toiseen suuntaan todistus on epésuora. Ole-
tetaan, ettd /BAD ja kulman /BCD vierus- A
kulma ovat yhtd suuret. Kolmion ABD ym-
pari voidaan piirtad ympyra. Ellei se kulje C':n
kautta, niin C' on joko ympyran ulkopuolella
tai sisdpuolella. Oletetaan, ettd C' on ulkopuo-
lella. Silloin jana BC' leikkaa ympyran jossain
pisteessa C’. Koska ABC’D on jannenelikul-

mio, myos ZDC’'C on kulman BAD vierus- 8 ¢ ¢
kulma. Mutta kolmiossa DC’C kulma ZDC'C
on pienempi kuin kulman ZDCC" vieruskulma. Ristiriita! Samanlainen ris-

tiriita syntyy oletuksesta, ettd C olisi kolmion ABD ympérysympyran ulko-
puolella.

Varsin monissa geometrian kilpailutehtavissa ratkaisuun johtava oivallus on
l6ytad tehtavan kuviosta sellaisia ominaisuuksia, joiden perusteella jotkin
nelja pistettd ovat jannenelikulmion karkia, ja sitten kayttaa kehakulma-
lausetta yhta suurten kulmien paikallistamiseen.

L' Thales Miletoslainen (n. 600 eaa.) kreikkalainen; ensimmiinen nimeltd
tunnettu matemaatikko.
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Kehédkulmalauseen ja jannenelikulmion ohella tavallisia ympyraan liittyvia
tehtavanratkaisutyokaluja ovat pisteen potenssi ympyran suhteen ja Ptolemai-
oksen! lause.

150*. Oletetaan, etta piste P ei ole ympyran I' kehalld. Jos P:n kautta
piirretyt kaksi suoraa leikkaavat I':n pisteissa A, B ja C, D, niin PA- PB =
PC-PD. Jos P:n kautta piirretty I':n tangentti sivuaa I":aa pisteessa E, niin
PA-PB = PE?.

Koska tulo PA - PB ei riipu siitd, mitd P:n kautta kulkevaa suoraa tar-
kastetaan, tulo on vain P:std riippuva. Sitd sanotaan P:n potenssiksi I':n
suhteen. — Tavanomaisella epésuoralla todistuksella ndhdésin, ettd ehdon
PA-PB = PC - PD voimassa olo takaa pisteiden A, B, C, D sijaitsemisen
samalla ympyralla.

Ptolemaioksen lause liittyy jannenelikulmioihin:

151. Jos ABC'D on jannenelikulmio, niin AB-CD+ BC-AD = AC-BD. Jos
nelikulmio ABC'D ei ole jannenelikulmio, niin AB-C D+ BC-AD > AC-BD.

Ptolemaioksen lauseen ensimmaéisen osan to-

distamiseksi valitaan janalta AC piste E niin,

ettd LABE = /DBC. Koska kehidkulma-

lauseen perusteella /BAE = /BDC, kol- D
miot ABE ja DBC ovat yhdenmuotoisia (kk).

Tasta seuraa

AB _ BD
AE CD

eli AB-CD = AFE - BD. Mutta kehakul-
malauseen nojalla kulma ZBEC eli kulman
/BEA = /BCD vieruskulma on sama kuin

kulma /D AB. Edelleen kehdkulmalauseen perusteella /BCE = /BDA. Siis
my6s BCE ~ BDA (kk) ja

BC BD

EC  AD
eli BC-AD = EC-BD. Saadaan AB-CD+ BC-AD)= (AE+EC)-BD =
AC - BD.

Lauseen jalkimmaisen osan todistusta varten tarkastellaan nelikulmiota
ABCD, joka ei ole jinnenelikulmio. Piirretdan kolmio ABE ~ DBC; nyt
on jélleen

L' Klaudios Ptolemaios (n. 85 — n. 165), kreikkalainen tihtitieteilija.
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AB  BD

AE CD’
Koska ZLABE = /DBC, niin ZABD = A b
/EBC. Lisiksi

AB BE

BD  BC’
Siis BCE ~ BDA (sks) ja B

EC _ BC ‘

AD  BD’

Paadytasn jélleen yhtéaloon AB-CD+BC-AD = (AE+EC)-BD. Mutta nyt
kulman ZAEB = /ZBCD vieruskulma ei ole /ZDAB = ZCEB, joten A, E ja
C eivat ole samalla suoralla. Siis AE + EC > AC, ja toinen puoli lauseesta
on todistettu.

* * *

Muutama geometrian kilpailutehtévé, joissa ympyralldkin on osansa.

152*. Nelibn ABCD sivuilta AB ja BC valitaan pisteet E ja F' niin, ettd
BE = BF. BN on kolmion BC'E korkeusjana. Osoita, ettd ZDNF' on suora
kulma. (Itévallan ja Puolan matematiikkamaaottelu vuonna 1979.)

153*. Kolme samasateista ympyraa kulkee pisteen P kautta. Ympyroiden
toiset leikkauspisteet ovat A, B ja C. Osoita, kolmion ABC ympdri piirretyn
ympyran sdde on sama kuin tehtdvan kolmen muun ympyran. (Itédvallan
matematiikkaolympialaiset vuonna 1977.)

154*. Piste L on nelion ABC' D ympéri piirretyn ympyréan (lyhyemmdlld) kaa-
rella CD. Suorien AL ja CD leikkauspiste on K ja suorien AD ja CL leik-
kauspiste on M. Suorat M K ja CB leikkaavat toisensa pisteessd N. Osoita,
ettd pisteet B, L, M ja N ovat samalla ympyrélld. (Tsekinmaan ja Slovakian
matematiikkaolympialaiset vuonna 2003.)

155*. Olkoot C; ja Cs kaksi ympyrad, jotka leikkaavat toisensa pisteissa A ja
B. Olkoon S C:n keskipiste ja T' Cy:n keskipiste. Olkoon P janan AB jokin
sellainen piste, ettd AP #= BP ja P # A, P # B. Piirretadn P:n kautta
S P:té vastaan kohtisuora suora ja merkitaédn sen ja Cy:n leikkauspisteita C':11a
ja D:lla. Piirretadn samoin P:n kautta T P:ta vastaan kohtisuora suora ja
merkitdan sen ja Cy:n leikkauspisteita E:lla ja F':lla. Osoita, ettd C, D, E ja
F ovat erdéan suorakaiteen kérkipisteet. (Pohjoismainen matematiikkakilpailu
vuonna 1998.)
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7.2  Trigonometria

Kilpailutehtévisséd on harvoin tehtévid, joiden ratkaisemiseen tarvitaan pel-
kastdan trigonometristen funktioiden ominaisuuksia. Geometristen tehtavien
ratkaisemisessa on usein kdyttoa sini- ja kosinilauseilla, ja niiden yhteydessa
on hyo6tya trigonometristen funktioiden perusominaisuuksista. Ne on johdet-
tavissa sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoista.

156*. Perustele kaavat

sin(z +y) = sinx cosy + coswsiny,

cos(x + y) = cosx cosy — sinx sin y.

Yhteenlaskukaavoja ja trigonometristen funktioiden perusominaisuuksia, ku-
ten kosinifunktion parillisuutta (cos(—z) = cosz) ja sinifunktion paritto-
muutta (sin(—z) = —sinx), soveltamalla voidaan johtaa suuri mééra hyo-
dyllisié identiteetteja. Jos esimerkiksi sinin yhteenlaskukaavassa y vaihdetaan
—y:ksi, saadaan sin(x —y) = sin z cos y — cossin y, ja jos tdhén ja sinin yhteen-
laskukaavaan sijoitetaan ¢ +y =t x — y = u, ja kaavat lasketaan puolittain
yhteen, saadaan sint + sinu = 2sin 3 (t+u) cos 3 (t —u).

Kun yhteenlaskukaavoissa asetetaan r = y, saadaan tarkeat kaksinkertai-
sen kulman sinin ja kosinin lausekkeet sin(2x) = 2sinzcosz ja cos(2z) =
cos? z—sin? z. Pythagoraan lauseesta seuraavan identiteetin cos? z+sin? z = 1
avulla kaksinkertaisen kulman kosinin lauseke muuntuu muotoon cos(2z) =
2cos?z — 1.

Sini- ja kosinilauseet kytkevét yhteen kolmion sivujen pituuksia ja kolmion
kulmien trigonometrisia funktioita. Kéytetddn seuraavassa tavallisia merkin-
tasopimuksia: jos ABC on kolmio, niin AB = ¢, BC = a ja CA = b seki
/LABC =3, /BCA = v ja ZCAB = «. Sinilause on usein hyodyllisin laajen-
netussa muodossaan, joka ottaa huomioon kolmion ymparysympyréan sateen:

157. Jos kolmion ABC' ympéarysympyran sdde on R, niin

sinaw  sinf  sinvy 1

a b c 2R’

Sinilauseen todistusta varten valitaan kolmion ABC ympérysympyréalté piste
A’ niin, ettd A’B on ympyran halkaisija. Silloin A’B = 2R, /BCA’ on
suoja ja kehdkulmalauseen perusteella /BA'C = /BAC = «. Nain ollen
a = 2Rsina. Aivan samoin johdetaan muut sinilauseen yhtdlot b = 2R sin 8
jac=2Rsin~.

Kosinilause kytkee yhteen kolmion kaikkien sivujen pituudet ja yhden kulman
kosinin:
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158. Kolmiossa ABC on

a’® = b? + ¢? — 2bccos a..

Kosinilause voidaan johtaa laskemalla puolittain yhteen sinilauseesta seuraava
yhtilo (bsiny—ccos 3)% = 0 ja yhtild, joka saadaan, kun kolmion sivu BC = a
lausutaan sivujen AB ja AC projektioiden summana: (ccos/3 + bcosv)? =
a?. Kun poistetaan sulkeet, kiiytetaéin kaavaa cos?z + sin® 2 = 1 ja kosinin
yhteenlaskukaavaa, saadaan a® = b?+c?+2bc cos(3+7). Lopulliseen muotoon

paastddn, kun otetaan huomioon, etté cos(8 + v) = cos(180° — o) = —cos av.

1
Kolmion pinta-alaon T = 5 bcsin a. Kosinilauseen avulla tasta voidaan johtaa

monesti tarpeellinen Heronin' kaava.

159*. Osoita, etta jos a + b+ ¢ = 2p, niin kolmion ala on

T =/plp—a)p—b)(p—o).

Jos kolmion sisdympyrén siade on r, niin kolmion ala on summa saadaan las-
kemalla kolmen osakolmion, joiden kantoina ovat kolmion sivut ja korkeutena
r, alat yhteen. Kolmion ala on néain laskien 7' = pr. Heronin kaavan nojalla
siis

T_\/(p—a)(p—b)(p—C).

r

* * *

Muutama kilpailutehtéva, joiden ratkaisussa voi trigonometriasta olla iloa:

160*. Suorakaiteessa ABCD AB = 3 - BC. Pisteet P ja () jakavat janan
AB kolmeen yhta pitkddn osaan ja P on janalla AQ. Osoita, ettda ZCAB +
ZCPB = /ZCQB. (Kanadan matematiikkaolympialaiset vuonna 1974.)

161*. Olkoon AD kolmion ABC keskijana, E sellainen suoran AD piste, etta
CE1AD. Oletetaan viela, etta ZACE = ZABC. Osoita, ettd kolmio ABC
on tasakylkinen tai suorakulmainen. (Australian matematiikkaolympialaiset
vuonna 2003.)

L Heron Aleksandrialainen, (n. 10-75) kreikkalainen matemaatikko ja
insinoori.
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162*. Kolmioiden ABC ja UVW sivujen a, b, ¢ ja u, v, w kesken vallitsevat
yvhtalot

u(v +w —u) = a?,

v(w 4 u —v) = b,
w(u+v—w) =2
Osoita, ettd ABC on terdviakulmainen ja lausu kolmion kolmion UVW kulmat
U, V, W kolmion ABC kulmien avulla. (Ison-Britannian matematiikkaolym-
pialaiset vuonna 1996.)

163*. Kolmion ABC' kulman A puolittaja leikkaa sivun BC' pisteessd D.
Olkoon AB = ¢, AC = b, AD = w, BD = v ja CD = u. Osoita, etta
w? = be — uv. (Saksan matematiikkaolympialaiset vuonna 2003.)

7.3 Geometriset kuvaukset

Geometrian tehtavien ratkaisussa saattaa olla hyotyé tason geometrisista ku-
vauksista. Niissé tason pisteet ja kuviot siirtyvat uuteen asemaan ja mahdolli-
sesti muuttavat kokoaan tai muotoaan. Yhitenevyyskuvauksissa kuviot kuvau-
tuvat alkuperaisen kanssa yhteneviksi kuvioiksi. Yhtenevyyskuvauksia ovat
tason siirto, peilaus yli suoran ja kierto kiintedn pisteen ympéri sekd néista
yvhdistetyt kuvaukset. Tarkein yhdenmuotoisuuskuvaus on homotetia. Homo-
tetia yhdistettyna yhtenevyyskuvauksiin on edelleen yhdenmuotoisuuskuvaus.
Toisinaan kilpailutehtévien ratkaisussa voi olla iloa my6s inversiokuvauksista
eli ympyrapeilauksista. Niité ei tdssd lahemmin késitella.

Useimmat kuvausten ominaisuudet seuraavat melko suoraan niiden maéaritel-
mistd ja yksinkertaisista geometrian perusteista. Siirron maérittelee kiintea
jana AB; pisteen P kuva P’ on se piste, jolle ABP’'P on suunnikas (ja kun
A, B ja P ovat samalla suoralla, suunnikkaan surkastuma). Peilauksessa yli
suoran £ pisteen P kuva P’ on se piste, jolle £ on janan PP’ keskinormaali.
Kierrossa pisteen O ympéri kulman « verran P:n kuva P’ on se piste, jolle
OP’' = OP ja ZPOP' = «; kierron yhteydessa on kiinnitettava kiertosuunta.
Yhtenevyyskuvauksissa jokainen jana kuvautuu yhté pitkéksi janaksi ja siten
jokainen kolmio alkuperaisen kanssa yhteneviksi kolmioksi. Jos suorat ovat
yhdensuuntaiset, myos niiden kuvasuorat ovat yhdensuuntaiset.

Homotetiakuvaukseen liittyy piste O, jota sanotaan homotetiakeskukseksi ja
reaalilukukerroin k # 0, suurennussuhde. Jos k > 0, pisteen P kuva on se
puolisuoran OP piste, jolle OP’ = k- OP, ja jos k < 0, se puolisuoralle
OP vastakkaisen puolisuoran piste, jolle OP’ = |k| - OP. Homotetiakuvaus
kuvaa jokaisen janan AB janaksi A’B’ niin, ettd A'B’ = |k| - AB. Yhden-
muotoisuuskriteerista sss seuraa, etta jokainen kolmio kuvautuu alkuperéisen
kanssa yhdenmuotoiseksi kolmioksi. Yhdensuuntaisten suorien kuvat ovat yh-
densuuntaisia.
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Esitelladn kuvausten kayttod vain muutaman kilpailutehtavan avulla.

164*. On annettu ympyra, jonka sdde on r. Selvitd, miten piirretdédn nelib,
jonka yksi sivu on ympyran tangentti ja vastakkainen sivu ympyran janne.
(Slovenian matematiikkaolympialaiset vuonna 1987.)

165*. Ympyroiden ki ja ko sade on sama kuin niiden keskipisteiden etdisyys.
Ympyrat leikkaavat toisensa pisteissa A ja B. Valitaan ko:n piste C' niin,
ettd jana BC' leikkaa ki:n myos pisteessd L ja suora C' A leikkaa kq:n myds
pisteessa L. Osoita, etta kolmion C'K L pisteesta C' piirretty mediaanisuora
kulkee C'n sijainnista riippumatta saman pisteen kautta. (Tsekin tasavallan
ja Slovakian matematiikkaolympialaiset vuonna 2012.)

166*. Kolmion ABC' kulmat ovat pienempid kuin 120°. Kolmion ulkopuolelle
piirretaan tasasivuiset kolmiot AFB, BDC' ja CEA. a) Osoita, ettd suorat
AD, BE ja CF kulkevat saman pisteen S kautta. b) Osoita, ettd SD + SE +
SF = 2(SA+ SB + SC). (Australian matematiikkaolympialaiset vuonna
1985.)

167*. Neliot ABCD ja A'B'C'D’ esittavit
kahta samasta alueesta tehtya karttaa. Osoita,
ettd kun kartat laitetaan pédéllekkéin (niin kuin
oheisessa kuvassa), niin on olemassa yksi ja
vain yksi piste, joka edustaa samaa maaston-
kohtaa ja jonka karttakuvat ovat paallekkain
saman pisteen kohdalla. (USA:n matematiik-
kaolympialaiset vuonna 1978.)

7.4 Analyyttinen geometria, vektorit ja kompleksiluvut

Geometriset tehtavat tai niiden osat voidaan usein eri tavoin palauttaa al-
gebraan. Yksi tapa on analyyttinen geometria eli koordinaattigeometria. Kun
tasoon asetetaan suorakulmainen zy-koordinaatisto, niin suorat ovat jouk-
koja, joiden pisteet (x, y) toteuttavat ensimméisen asteen yhtalén ax+by+c =
0 ja ympyrat ovat joukkoja, joiden pisteet toteuttavat toisen asteen yhtalon
22 + 4% +ax + by + ¢ = 0. Kahden kuvion leikkauspisteiden koordinaatit
toteuttavat molempiin kuvioihin liittyvan yhtalon, joten leikkauspisteet voi-
daan periaatteessa aina maarittaa ratkaisemalla ensimmaisen tai toisen asteen
yhtalopari.

Erityisesti (jos 1 # x2) kahden pisteen (z1, y1) ja (z2, y2) kautta kulkevan
suoraa vastaa ensimmaisen asteen yhtalo

Y2 — Y1
—(

r— 1)
Tog — X1

Y=y +
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(joka on muotoa y = kx+b) ja r-siteistd ympyrad, jonka keskipiste on (zg, yo),

toisen asteen yhtalo

(x —x0) + (y — yo)* = r°.

Kahden pisteen (z1, y1) ja (z2, y2) valinen etiisyys on
d=/(x2 —21)? + (y2 — )%

Kulmiin voi paasté késiksi mm. sen kautta, ettd suoran yhtalossa y = kx + b
k on suoran ja z-akselin vilisen kulman tangentti. Suorat y = kz 4+ b ja

1 o
y=-—z + ¢ ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan (miksi?).

168*. Selvitd, miki on ympyrin x2 + y? + ax + by + ¢ = 0 keskipiste ja séde.

169*. Osoita, ettd ympyrin (x — 20) + (y — yo)?> = r? pisteeseen (x1, Y1)
piirretyn tangentin yhtélo on (z1 — xo)(x — z0) + (y1 — yo)(y — yo) = r%.

Kilpatehtavien asettamisessa on tavallista, ettd tehtavat pyritdan laatimaan
niin, ettd aivan helppoa analyyttisen geometrian ratkaisua ei loytyisi. Usein
myo0s viattomiin, mutta mahdollisesti ratkaisun vaarille raiteille johtaviin las-
kuvirheisiin suhtaudutaan ankarammin kuin muihin vastaaviin pieniin rikkei-
siin. Tama ei kuitenkaan estd yrittdmésta. Oikea analyyttisiin menetelmiin

perustuva ratkaisu on samanarvoinen muilla menetelmissa saatuihin nahden.

Koordinaattigeometrian keinoja kayttavassé ratkaisussa on syyté algebran yk-
sinkertaistamiseksi valita mahdollisuuksien mukaan koordinaatisto niin, etta
akselit tai ainakin toinen niistd yhtyy johonkin tehtédvan suoraan ja origoksi
tulee jokin tehtévén piste. Usein esimerkiksi on mahdollista valita koordi-
naatisto niin, ettd tehtévéssd olevan kolmion ABC kirjet ovat A = (0, 0),
B =(1,0) ja C = (t, u), missd t > 0 ja u ovat parametreja.

° % %

Muutamia esimerkkeja analyyttisen geometrian kaytosta kilpailutehtévissa.

170*. Suorat m ja n ovat yhdensuuntaisia ja piste P on suorien rajaa-
man yhdensuuntaisvyon ulkopuolella. P:n kautta piirretaan kolme eri suoraa
£y, £o, l3. Ne leikkaavat m:n pisteissa A1, A, A3 ja n:n pisteissd By, By, Bs.
Olkoon vield C;; suorien A;B; ja A;B; leikkauspiste (1 <1i < j < 3). Osoita,
etta pisteet C;; ovat samalla suoralla, ja etta tdma suora on m:n suuntainen.
(Itdvallan Gebietswettbewerb fiir Fortgeschrittene® -kilpailu vuonna 2003.)

171*. Olkoon AB O-keskisen ympyran halkaisija. Valitaan ympyran kehalta
piste C siten, ettd OC ja AB ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Olkoon P
mielivaltainen (lyhemmén) kaaren BC' piste ja leikatkoot suorat CP ja AB
pisteessa (). Valitaan R AP:lta niin, ettd RQ ja AB ovat kohtisuorassa toi-
siaan vastaan. Osoita, ettd BQ = QR. (Pohjoismainen matematiikkakilpailu
vuonna 1995.)

L »Edistyneiden aluekilpailu”.
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172*. ABC on kolmio. D on sivun AB keskipiste ja E on se sivun BC
piste, jolle BE = 2 - EC ja ZADC = /BAE. Maééarita /BAC. (Brasilian
matematiikkaolympialaiset vuonna 1998.)

173*. On annettu neli6 ABCD. Piste X liikkuu pitkin nelién lavistajaa BD.
X :n kohtisuorat projektiot sivuilla AB ja AD ovat E ja F. Minkd kdyridn
janojen CF ja DFE leikkauspiste Y piirtda, kun X kulkee yli janan BD?
(Saksan matematiikkaolympialaiset vuonna 2000.)

* * *

Kilpailutehtévien ratkaisussa voi analyyttisen eli koordinaattigeometrian
ohella kayttda paria muuta laskennollista metodia. FErityisesti kolmiulottei-
seen ymparistoon sijoittuvat tehtavat tai tasotehtavat, joihin ei liity ympy-
roita, saattavat ratketa vektorilaskennan avulla. Keskeinen vektorilasken-
nan keino on kahden vektorin ¢ ja @ pituuden ja niiden vélisen kulman
(¥, 1) toisiinsa kytkevd yhteenlaskun suhteen osittelulakia totteleva skalaa-
ritulo 7@ = ||| cos(#, @). Vektorien ¥ ja @ kohtisuoruuden c¢hto on @-b = 0
ja vektorin ¢ pituus |¥| palautuu muotoon |]? = ¥ - ¥.

* * *

Seuraavassa muutama vektorilaskentaan liittyva tai vektorilaskennan avulla
ratkeava kilpailutehtava.

174*. Tetraedrin QRST sarmien QR, ST, QS, RT, QT, RS keskipisteet ovat
jarjestyksessd A, B, C, D, E, F. Osoita, ettd janat AB, CD ja EF leikkaavat
toisensa samassa pisteessd. (Saksan matematiikkaolympialaiset vuonna 2006.)

175*. On annettu nelja avaruuden pistettd A, B, C, D. Olkoot M ja N
janojen AC' ja BD keskipisteet. Osoita, etta

AB? + BC? + CD? + DA* = AC® + BD* +4- MN?.
(Puolan ja Itévallan matematiikkamaaottelu vuonna 1979.)

176*. Tetraedrin ABC D vastakkaiset sirmét ovat pareittain yhtd pitkid ja
niiden vélinen kulma on sama. Osoita, ettd ABCD on sdannéllinen tetraedri.
(Romanian matematiikkaolympialaiset vuonna 2004.)

177*. Osoita, ettd kolmion keskijanat ovat aina jonkin kolmion sivut ja ettd
jalkimmaisen kolmion mediaaneista muodostettu kolmio on alkuperaisen kol-
mion kanssa yhdenmuotoinen. (Unkarin E6tvos-kilpailu vuonna 1940.)
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Kompleksilukujen geometrinen tulkinta koordinaattipisteiné (z, y) = = + iy
tekee kompleksilukujen yhteenlaskusta ja vektorien yhteenlaskusta analogisia.
Jos pistettd A vastaa kompleksiluku z ja pistettd B kompleksiluku w, niin
janaa AB vastaa kompleksiluku w — z.

Kompleksilukujen erityinen kayttokelpoisuus johtuu niiden kertolaskun ja kul-
mien yhteenlaskun vastaavuudesta: kompleksilukujen tulon argumenttihan on
tulon tekijoiden argumenttien summa. Silloin, kun kompleksiluvun z itsei-
sarvo on 1, (jolloin z = €%®) z:lla kertominen on sama asia kuin kierto z:n
argumenttia ¢ vastaavalla kulmalla. Erityisesti +¢:114 kertominen vastaa 90°

—im/3 _ 1 \/5

- — 7 —

2 2

. 1 3
kiertoa ja luvulla e'™/3 = 3 + zg tai sen liittoluvulla e

kertominen 60° kiertoa.
Tyypillinen kompleksiluvuin(kin) ratkeava tehtévé on seuraava.

178. Suunnikkaan ABC D sivut kantoina piirretdédn suunnikkaan ulkopuolelle
neljd neliotad. Osoita, ettd nelibiden keskipisteet ovat erdan nelion karjet.

Laskentoa voi hiukan helpottaa valitsemalla mukavat merkinnat. Tassad on
edullista valita suunnikkaan karjiksi kompleksitason pisteet A = 0, B = 2,
C =2+ 2z ja D = 2z. Suunnikkaan sivujen keskipisteet ovat silloin £ = 1,
F =242z G=1+2zja H= 2. Nelididen keskipisteisiin paastaan siirtymalla
suunnikkaan sivujen keskipisteista kohtisuoraan sivua vastaan matka, joka on
puolet sivun pituudesta. Nain ollen nelididen keskipisteet ovat M = 1 — 1,
N=2+4+2z—14z, P=1+4+2z+41ja @ = z+ iz. Nelidn sivuja vastaavat
kompleksiluvut MN = 24+ 2 —iz) — (1 —4) = 1+i+ (1 —i)z, NP =
(14+2z+4d)—24+z—iz)=—1+i+(1+19)z, PQ=(2+1iz) — (1+2z+1) =
—(14+i)—(1—i)zjaQM = (1—1i) — (2+1iz) = —(—1+1i) — (1 +¢)z. Ndhddan
heti, ettad nelikulmion M N P(@Q vastakkaisia sivuja vastaavat kompleksiluvut
ovat toistensa vastalukuja, joten nelikulmio on neljakés, ja ettd NP =iMN,
joten neljakas on suorakulmainen, siis nelio.

* * *

Vield muutama kilpailutehtava, joihin kompleksilukuratkaisu kay.

179*. Kolmion ABC kérjesta A piirretdan puolisuora, joka puolittaa kolmion
C karjestd piirretyn keskijanan. Missad suhteessa puolisuora jakaa kolmion
sivun BC? (Tanskan Georg Mohr -matematiikkakilpailu vuonna 1995.)

180*. Kolmion ABC sivun BC' keskipiste on N. Kolmion sivut AB ja AC
kantoina piirretdan kolmion ulkopuolelle tasakylkiset suorakulmaiset kolmiot
BAM ja ACP. Osoita, ettd PM N on tasakylkinen suorakulmainen kolmio.
(Iranin matematiikkaolympialaiset vuonna 1996.)

181*. Kuusikulmio ABC DEF on piirretty ympyran sisdan. Sivut AB, CD ja
EF ovat ympyran sateen pituisia. Osoita, ettd kuusikulmion kolmen muun si-
vun keskipisteet ovat tasasivuisen kolmion karjet. (Unkarin E6tvos—Kiirschak-
kilpailu vuonna 1941.)
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182*. Puolisuunnikkaan ABC D yhdensuuntaiset sivut ovat AB ja CD. Puo-
lisuunnikkaan sivu AD kantana voidaan piirtda tasasivuinen kolmio, jonka
karki on sivulla BC'. Osoita, ettd myos BC' kantana voidaan piirtad tasa-
sivuinen kolmio, jonka karki on sivulla AD. (Valko-Vendjédn matematiikka-
olympialaiset vuonna 2005.)
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8 Tehtavien ratkaisuja

Matemaattisen tehtavan ” malliratkaisu” on usein petollinen. Tehtéva ndyttaa
ratkaistuna helpolta. Moni ratkaisu on kuitenkin vaikea keksia, koska siihen
sisdltyy jokin oivallus, jonka saaminen on kaikkea muuta kuin itsestaan selvaa.
Tassa esitettavat kirjan tehtavien ratkaisuehdotukset on kirjoitettu lyhyesti,
eikd monestikaan ole voitu perustella syitd, miksi juuri tietylla tavalla on voitu
paasta perille. Ratkaisijan on hyva ratkaisuun tutustumisen jialkeen pohdis-
kella, miksi on ollut hyva tehd4 niin kuin tehtiin. — On itsestdén selvaa, etté
esitetyt ratkaisut eivat ole ainoita mahdollisia. Jos olet ratkaissut tehtavan
eri tavoin kuin tassa esitetaan, saatat hyvin olla oikeassa.

17. Ensimmaiset kaksi identiteettia todistuvat tietysti suoralla laskulla. Kol-
mas on tunnettu identiteetti, kun n = 2 ja sama kuin toinen, kun n = 3.
Yleisen tapauksen induktioaskel on ilmeinen. Jos kaava on tosi parametrin
arvolla n, niin

n+1 2 n 2 n 2 n
=1 =1 i=1

i=1
n+1 n n+1
2
= g a; +2 g a;a; + 2041 g a; = g +2 E a;a;.
i=1 1<i<j<n i=1 i=1 1<i<j<n+1

Neljas identiteetti on sama kuin ensimmaéinen, kun n = 2. Induktio-oletuksena
voidaan pitdd yhtilod a® — b" = (a — b)(a” "t +a" " 2b+ - +ab" 2 + b7 1),
Silloin @™t — bt = @" Tt — @"b + a"b — b"T = a"(a — b) + b(a™ — V") =
(a—b)(a™ +bla” t+a"2b+ - +ab" 2 +b""1)) = (a—b)(a” +a""1b+
<+ ab™ 1 +b"), joten induktioaskel voidaan ottaa ja identiteetti pitee kai-
killa n > 2. Koska a?**1 4 p2n+l = g2ntl — (—p)2n+l] viides identiteetti
palautuu neljanteen. Kuudennen identiteetin yksinkertaisin todistus perus-
suoralla laskulla eli "raa’alla voimalla” voisi menni néin: a3+ b3+ ¢® — 3abc =
(a+b+c)(a?+b*+c? —bc— ca—ab) = (a+b)(a® — ab+ b?) + ¢(c* — 3ab) =
(a+b+c)(a®—ab+b?) —c(a® —ab+b? — c* 4+ 3ab) = (a+b+c)(a® —ab+b?) —
c((a+b)?—-c%) = (a+b+c)a®—ab+b?*) —c(la+b+c)a+b—2c) =
(@ + b+ c)a® — ab + b?> — ac — ba + ¢?). Viimeisen identiteetin todis-
tus on lasku sekin: (a? + b?)(c? + d?) = a?c? + a?d® + b2 + V*d? =
(a2c® — 2achd + b*d?) + (a%d? + 2adbc + b*c?) = (ac — bd)? + (ad + be)?.
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19. Kaava on selviasti tosi, kun n = 1. Jos se on tosi eksponentin arvolla n,
niin

ntl _ — (n kpn—k — (n kin—k
(a+ ) —az<k>a b +bz<k>a b
k=0 k=0
_ — (n k+lpn—Fk — (n kpn+l—k
—Z<k>a b —l—Z(k)a b .
k=0 k=0

Muutetaan ensimmaisessa summassa summausindeksiksi m = k£ -+ 1. Silloin &
on vaihdettava m — 1:ksi ja saadaan

n+1 n
(a + b)n—i—l _ Z <m7i 1) ambn+1—m + Z <Z> akbn—&-l—k.
k=0

m=1

Kun palautetaan summausindeksin nimeksi ensimmaéisessé summassa k ja yh-
distetddn molemmista summista samanlaiset termit, saadaan

n+1l _ in+l - n n kin+1—k n+1
(a+b)"tt = +;<<k_1>+<k>>ab +a™t

1
Tehtavan 18 perusteella summassa oleva sulkulauseke on (n Z > . Nain ollen

todellakin

n+1 n+1 . n+ 1 kin+1—k n+1 sy n+ 1 kin+1—k
(a+b)"T =" 4 Z L )a b +a""m = Z L e b ,
k=1 k=0

ja todistuksen viimeisteleva induktioaskel on otettu.

20. Identiteetit voidaan perustella monin tavoin. Téassé esitetddn jokaiselle
induktiotodistus. Kaikki identiteetit ovat selvéisti tosia pienimmalla mahdolli-
sella n:n arvolla, joten todetaan vain induktioaskelen ottamisen mahdollisuus.
Oletetaan siis itse kukin todistettavista identiteeteistd todeksi parametrin ar-
volla n ja osoitetaan, etta silloin se on tosi my0s arvolla n + 1. Ensimméinen:

n+1 n 2
1 3 2 1 2

k=1 k=1
Kolmas:

n+l 2 2 2

1
ZkS_%+(n+1)3_(n+1)2<%+n+1>
k=1

1 (2 ) 2 DA D
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Neljas:

n+1

> k(k+1) = ”(”“;(””) +(n+1)(n+2)

k=1

— (it 1)(n+2) (g +1) _ (n—i—l)(n;—2)(n+3)‘
Viides:
n+1
;k(m (k4 2) = Mt 1)(”4+ 203 s D+ 2)(n+3)
— (4 D)(n+2)(n+3) (% +1) _ (n+1)(n+2)4(n+3)(n+4).
Kuudes:
s 1 1 B (n+2)+1 1
Zkk+1 n+1+(n+1)(n+2)_ +(n+1)(n+2)_ 42
Seitsemas:
n+1
~ (n+1)(2a+bn) ~ (n+1)(2a+bn)+2a+2(n+1)b
kZ:O(a-i-bk) = 5 +a+(n+1)b = 5
_ (n+2)(2a)+ (n+1)(n+2)b _ (n+2)(2a+b(n+1))
2 2 '

Kahdeksas:
n+1 1 . q il a(l _ qn+1 + qn+1 —q- qn+1) _ a(l _ qn+2)
Zaq —q +aq+ = 1—¢q - 1—q

21. Olkoon z = z + iy ja w = u +iv. Silloin z+w = x+ 1wy +u-+1w =
r+u+tily+v) =z+y—ily+v) =(r—iy)+(u—iv) =Z+W ja zw =
xu —yv+i(zv +uy) = zu — yv —i(xv + uy) = xu — (—y)(—v) + i(z(—v) +
u(—y)) = (z—iy)(u—iv) = Z-w. Viimeinen véite seuraa siitd, etta reaaliluvulle
a patee @ = a.

1 1
22. Rez = 5(,2—}—2), Imz = 5(,2 —Z).

23. Jos z = x + iy, niin 27 = (z + iy)(x — iy) = 22 — (iy)? = 22 + y? = |2|%.
Siis |zw|? = (2w)(zW) = 27 - ww = |z|*|w]?. Yhtilo [2"| = |2|" todistetaan
positiivisen kokonaisluvun n tapauksessa induktiolla nojautuen edelliseen tu-

lon itseisarvoa koskevaan tulokseen; negatiivisiin kokonaislukueksponentteihin
Lot -1 Kol
mioepéyhtilon todistamiseksi todetaan, ettd |z + w]* = (2 + w)(Z + W) =
|22 + |w|? + 2w + zw = |z|> + |w|* + 2Re(2w). Nyt kompleksiluvun itsei-
sarvo on madritelménsa perusteella aina ainakin yhta suuri kuin luvun reaa-
liosa. Siis 2Re(zw) < 2|zw| = 2|z||w| = 2|z||w|. Mutta tdma merkitsee, ettéa
|z +w|? < |2)% + 2|z||w| + |w|? = (|2] + |w])?, ja viite on todistettu.

paastdan heti, koska yhtalosta 1| = seuraa |—
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24. Kaavat perustuvat siihen, ettd kompleksinen eksponenttifunktio kayttay-
tyy kertolaskussa samoin kuin reaalinenkin: kahden eksponenttifunktion arvo
saadaan eksponenttifunktiona, jonka eksponentti on tulon tekijéiden ekspo-
nenttien summa. Tama puolestaan perustuu trigonometrian yhteenlaskukaa-
voihin: € - e™ = (cos ¢ + isin ¢)(costp + isinp) = cos ¢ cos ) — sin psin 1 +
i(cos ¢sin v + sin ¢ cos 1) = cos(¢ + ) + sin(¢ + 1p) = e (9T¥),

25. Jos p(x) = anx™ +ap_12" 1+, q(x) = by ™ +byp_12™ 4+ jajos
n > m, niin p(z)+q(z) = a,z™+---; josn = m, p(x)+q(x) = (an+by)x"+- -,
ja an + by, voi olla = 0. Talloin deg(p+ ¢q) < max(deg(p), deg(q)). p(x)q(z) =
anbm @™t 4 ja anbm # 0, siis deg(pg) = deg(p) + deg(q).

26. Viite on valiton seuraus numeron 21 kolmannesta osasta.

27. Nelidksi tidydentdmisessi matkitaan binomin nelitd (z + k)2 = 22 +
2kx + k2. Siis 22 + 2kx = (v + k)? — k2. Yhtilon az? + bx + ¢ = 0 ratkaisut

c b
ovat samat kuin yhtilon 2 + —z + — = 0. Kun téssid merkitiin 2k = — ja
a

a a
kéytetddan edella johdettua relaatiota, saadaan ratkaistavaksi yhtaloksi

x—i—i Q—E-i-C*O
2a 4a2 -

Kun vasemman puolen kaksi viimeista termia siirretaan yhtalon oikealle puo-
lelle ja otetaan yhtalon molemmista puolista neliojuuri, saadaan toisen asteen
yhtalon ratkaisukaava.

29. a) Jakoyhtdlon perusteella u(z) = (z — a)g(x) + r(x), ja polynomin
r aste on alempi kuin polynomin x — a. Siis r(x) on nollatta astetta eli
vakio. Mutta r(a) = u(a) — (a — a)g(a) = 0. Siis u(z) = (x — a)q(x).
b) Jos u(a) = 0 ja u(b) = 0, a # b, niin u(z) = (r — a)q(z) ja 0 = u(b) =
(b—a)q(b). Sis q(b) = 0, joten q(x) = (r—b)ay () ja u(z) = (v—a)(@—b)qi ().
Jatkamalla tdt4 ndhdadn, etté jos w:lla on eri nollakohdat z1, o, ..., xg, niin
u on jaollinen k-asteisella polynomilla (x —z1)(x —x3) -+ (x — ). Jos k > n,
u olisi jaollinen polynomilla, jonka aste olisi korkeampi kuin ¢:n. Numeron
25 mukaan tadma ei ole mahdollista. ¢) Elleivéit polynomit olisi samat, niiden
erotus olisi enintdédn n:nnen asteen polynomi, mutta se tulisi saamaan arvon
0 aina, kun polynomien arvot ovat samat. Edellisen kohdan mukaan tama ei
ole mahdollista. d) Elleivét polynomien kertoimet olisi samat, niiden erotus
ei olisi nollapolynomi, mutta se saisi arvon nolla kaikilla reaaliluvuilla. c)-
kohdan mukaan taméa on mahdotonta.

30. Tulkitaan a3 + b® + ¢ — 3abe a:n polynomiksi u(a). Nyt u(—(b+c)) =
—(b+e)pP+®++30b+c)be = —(b+c)®+ (b+c)® = 0. Siis u(a) =
(a—(—=(b+0))g(a) = (a+ b+ c)q(a). Kun osaméaéré ¢(a) = u(a) : (a +b+c)
lasketaan jakokulmassa, saadaan q(a) = a? — (b + c)a + (b + ¢)?

a’? +b* + c? — ba — ca — be.

31. Olkoon v(z) = apa™+a, 12" 1+ +arz+ag, u(z) = 2™ +bpy_12m 1+
-+ + bix + by, missa kaikki a:t ja b:t ovat kokonaislukuja. Voidaan olettaa,
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etti n > m. Jos nyt ¢(z) = cpm@™ "+ Cpomo12% ™ L+ -+ 12+ ¢, niin

v(z) = q(@)u(z) = (ChemZ™™™ + Cpom_12* ™ L+ o i + o) (™ +
bm—lxm_l + o+ e + bO) = Cp-mx" + (Cn—mbm—l + Cn—m—l)xn_l +
(Cnmbm—2 + Cnm—1bm—_1 + Cpm_2)x" 2 + ---. Kun verrataan vn ja qu:mn

samanasteisten x:n potenssien kertoimia, saadaan ¢,,_,, = a,, = kokonaisluku,
Cn—m—1= Qp_1 — Cpn—mbm_1 = kokonaisluku jne.

32. Ratkaisu Eulerin kaavan perusteella: z = re!® (r > 0), 22 = r3e3?
1 = 2™ QOltava 72 = 1, 3¢ = 2nn. Eri ratkaisut saadaan, kun n = 0, 1, 2;

V3

ne ovat z; = 1, 2o = e@/3™ = ¢0s120° + isin120° = —5 tig ja
, 1 3
23 = /37T = 05240° 4 isin 240° = -3~ z% Algebrallinen ratkaisu:

2 —1=(-1DGE*+2+1) =0, kun z = 1 tai kun 2> + z + 1 = 0.
Jalkimmaéisen yhtalon ratkaisut saadaan toisen asteen yhtadlon ratkaisukaa-

vasta, ja ne ovat tietysti edelld saadut z, ja z3. Jalkimmaéinen yhtalé on

. . 5
Eulerin kaavan mukaan r3e3¢ = 8¢(7+27)1 josta r = 2 ja ¢ = g, , % Siis

21 = 2(cos60° 4 isin60°) = 1 +iv/3, 2o = —2, 23 = 1 —iy/3. — Alkuperii-

sen yhtélon kanssa yhtapitava yhtalo on (—%)3 = 1, joka palautuu tehtavin
z

ensimmaiseksi yhtéloksi, kun sijoitetaan w = —3 t

33. Koska 2® +az? +bx+x = (z —r)(x —re)(x —7r3) = 2% — (r1 + 12 +
r3)x? + (rirg + 1173 + r2r3)T — rirers, niin todellakin (numeron 29 d-kohdan
mukaan) a = —ry —ro — 13, b = 1r1r9 + 1173 + ror3 ja ¢ = —rirors.

35. Olkoon z luku, joka toteuttaa molemmat yhtéalot. Selvésti x # 0. Rat-
kaistaan molemmista yhtéloista b:

_ —3891 — 198822  —1988 — 889122

T X

b

Siis 22 = 1 ja joko = 1 tai z = —1. Edellisti zmn arvoa vastaa b = —10879,
jalkimmaista b = 10879.

36. Yhtaloiden vasemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtaloryhmalld voi
olla vain ei-negatiivisia ratkaisuja. Jos toinen yhtalo vahennetadn ensimmai-
sestd, saadaan 22 —2? = —6(z—2) eli (x—2)(x+2+6) = 0. Koska z+2+6 > 0,
on oltava x = z. Kun kolmas yhtalo vahennetdén toisesta, saadaan samoin,
ettd x = y. Kaikissa yhtaloryhméan ratkaisuissa on siis z = y = 2z, joten
riittdd, kun ratkaistaan yhtilo 222 = 6z; sen ratkaisut ovat z = 0 ja = = 3.
Yhtéaloryhmén ratkaisut ovat siis (z, y, z) = (0, 0, 0) ja (z, y, z) = (3, 3, 3).
37. Muodostetaan polynomi ¢(z) = p(z) — x. ¢ on kuudennen asteen po-
lynomi, jolla on kuusi eri nollakohtaa 1, 2...,6. Siis g(z) = (z — 1)(z —
2)--+(x—=6), q(7) = 6! =720 ja p(7) = q(7)+ 7 = T27.

38. Vietan kaavojen perusteella z14+x5 = a+d ja x12x2 = ad—be. Siis :c‘;’+:c§ =
(v1+22)3=3z122(21+22) = (a+d)3—3(ad—bc)(a+d) = a®+d3+3abe+3bed ja
r3x3 = (ad—bc)3. Siis (y—23)(y—23) = y*—(a+d3+3abc+3bed) y+(ad—bce)3,
ja vaite on todistettu.
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39. Olkoot a, b, ¢, d polynomin z* + 23 — 1 nollakohdat. Merkitésin vield
ab=p,cd=¢q,a+b=rjac+d=s. Nyt Vietan kaavat voidaan kirjoittaa
yhtaloina, joissa tuntemattomia ovat viimeksi nimetyt nelja suuretta:

a+b+c+d=r+s=-1
ab+ac+ad+bc+bd+cd=p+rs+q=0
abc + abd + acd 4+ bed = ps +rqg =10
abed = pqg = —1.

Koska on kysymys yhtalosté, jonka toteuttaa ab = p, eliminoidaan edellisista
yvhtaloista ¢, r ja s. Kun ensimmaisesta yhtalosté ratkaistaan s ja viimeisesta
q, ja ndma sijoitetaan kahteen keskimmaiseen yhtaloon, saadaan

1
p—r(r+1)——-=0,

p

r
—p(r+1)—-=0.

(r+1) -2

Kun jalkimmaisesta yhtélosté ratkaistaan

ja sijoitetaan edelliseen yht#loon, saadaan pb + p* — p? — 1 4 p3 = 0, eli juuri
se yhtalo, jonka luvun p = ab pitikin toteuttaa.

42. Koska /Ty < Tt y’ niin
2 2zy 2\/xy
p— = < .
T T vy oty SV
Yy
51. Olkoot zi, 9, ..., x, positiivisia lukuja ja olkoon y; = Inz;, ¢ =

1,2,...,n. Olkoon f(z) = e*. Koska f”’(z) = e > 0, f on konveksi.

Valitaan numeron 50 kaavassa (1) a; = a2 = ... = a, = Numeron 50

n
perusteella
em (tyatFun) < l(eyl e o en),
n
Mutta taman epayhtalon vasen puoli on

(6y1+y2+---+yn) % — (eyle?JQ .. eyn) .

Koska e"¥ = z;, saadaan heti aritmeettis—geometrinen epayhtilo.
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52. Jos r > 1, niin potenssifunktio z — " on konveksi positiivisten reaalilu-
kujen joukossa. Jos yi:t ovat positiivisia ja painojen p; summa on 1, Jensenin
epayhtalosta seuraa heti

n p n
(ZPk%) < Zpk:y/z-
k=1 k=1

Tehtavan epayhtalo seuraa tasta heti, kun asetetaan y, = 2§ jar = —.
S

53. Kun harmonis—geometrinen ja aritmeettis—geometrinen epayhtélo yhdis-
tetdan, saadaan kaikilla positiivisilla luvuilla x ja y voimassa oleva epayhtélo

1 1 4
—+ -2 .
T Yy Tty
Sovelletaan tata tehtédvassd annettuun lausekkeeseen kolmesti perakkain:
1 1 4 16 4 4 16 16 16 64
-+ -+ -F+—=2= + -+ >

= >
b ¢ d " a+b ¢ d " a+b+ec d " a+b+c+d

b
54. Merkitdan z = g, y = —. Todistettavaksi epayhtédloksi tulee ,/xy >
c c

vVr—1++yy—1. Tama on yhtapitiva epayhtilon zy > o —1+y — 1 +
2/(z — 1)(y — 1) ja edelleen epéyhtélon (z—1)(y—1) > 2/(z —1)(y — 1)—1
kanssa. Merkitsemélld ¢ = /(x — 1)(y — 1) huomataan, ettd epayhtilo on
yhtipitivi toden epiyhtilon t2 — 2t +1 = (¢ — 1)2 > 0 kanssa.

55. a) Koska x ja y ovat ei-negatiivisia, tehtévén lauseke saa varmasti suu-
rimman arvonsa, kun z —y > 0. Koska z > 1, niin tilldin x%y — y2? =

1 1
zy(z —y) <yl —y). Mutta \y(l-y) < S(y+ (1 -y) = 5. Tehtd

1 1 1
véin lauseke on siis aina < 1 Koska se on tasan 7 kuin x =1 jay = 2
1
lausekkeen maksimiarvo on 1 b) Nyt 22y + y?2 + 222 — 222 — y?x — 2%y =

22y + y?z + 22x + wyzr — 2%z —yPr — 22y —ayz = (v —y)(y — 2)(z — 2).
Lauseke on ei-negatiivinen, jos tulon kaikki tekijat ovat ei-negatiivisia tai ta-
san yksi on ei-negatiivinen. Jos kaikki tekijat ovat ei-negatiivisia, tulo on aina

< (x — y)zy. a-kohdan perusteella tdmé lauseke on enintéén i Jos teki-

joista kaksi, esimerkiksi x — y ja y — z ovat negatiivisia, tulo on sama kuin
1
(y —z)(z —y)(z — x). Tama tulo on < yz(z — y) ja samoin kuin edelld < 1
1 1
Lauseke saa arvon e kun luvuista x, y, z yksi on 0, toinen 1 ja kolmas 5

56. Suoritetaan toiseen potenssiin korotukset. Koska Y0, y? = >0 | 22,
todistettavaksi epayhtéloksi jaa

n n
E z;m; < E Yii-
i=1 i—1
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Mutta tdma epéayhtéld on juuri suuruusjarjestysepayhtélo, numero 47, ja siis
tosi.

57. Kaytetadn aritmeettis—geometrista yhtalod useamman kerran. Koska
2a3 + b3 B a® +ad + b3

= > Va3a3h? = a?b,
3 3

saadaan 2a> + b3 > 3a?b ja vastaavasti 20% + ¢3 > 3b%c, 2¢3 4 a® > 3c%a. Kun
kolme edellisté epiyhtildi lasketaan puolittain yhteen, saadaan a3 +b3 +¢3 >
a?b+b%c+ c*a. (Sama epiyhtilo saadaan myds suuruusjirjestysepiayhtialosti,
numero 47.) Samalla tavalla johdetaan epiyhtild 2a2b+b%c = a?b+a?b+b%c >
3V a*b*c = 3abV/abc > 3ab (viimeinen epéyhtildisti perustuu tehtéivin ehtoon
abc > 1). Samoin 2b%c + c?a > 3bc ja 2c%a + a?b > 3ca. Kun viimeiset
epayhtalot lasketaan puolittain yhteen ja jaetaan kolmella, saadaan tehtavan
epayhtalo.

60. Sijoitetaan tehtévin yhtéloon x = 0, y = 1. Saadaan f(—f(1)) = 0.
Sijoitetaan yhtéloon seuraavaksi y = —f(1). Saadaan f(z) = 1+ f(1) — .
Merkitédan lyhyyden vuoksi 1+ f(1) = a, Silloin 1 —x —y = f(x — f(y)) =

a—z+ flyy =a—x+a—y=2a—x—y. Siisa:?jatehtéivéinainoa

1
mahdollinen ratkaisu on f(z) = = —z. Kun tdma funktio sijoitetaan tehtavan
yhtaloon, nahdaéan, etta se todella on ratkaisu.

61. Kun ehtoon (ii) sijoitetaan z = y, saadaan 2f(z) = 1+ f(2x). Merkitdan
2z = wu. Silloin (i)-ehdon perusteella

1 2 ,/u 2 1 2

~(1 == (—): S)=o2f (=) —1=2Fw) -1

sas ) =25 (5) = (2) =2 (1) -1=2sw)

Nyt voidaan ratkaista f(u) = 14u. Ainoa mahdollinen ehdon téyttava funktio
on siis f(z) =1+ z. Se myds toteuttaa molemmat ehdot (i) ja (ii).

62. Havaitaan, ettii f(0, 0) = f(2-0, 2-0) = 28 £(0, 0). Koska k > 0, on oltava
2% £ 1 ja f(0,0) = 0. Jos 0 < = < y, niin f(z, y) = y*f <§, 1> = gyh— L.

Vastaavasti, jos 0 < y <z, f(z,y) = 27 1y. Olkoonnyt 0 <z <y <z <1

ja olkoon z niin pieni, ettd yry*~! < z ja x < 2F7ly. Nyt zyF—1zF-1 =
Fayh= 2) = f(f(@,y). 2) = fla, fly, 2) = flz, y22) = @ (y1)
Yhtalo on voimassa kaikilla z vain, jos z:n eksponentti yhtalon molemmilla
puolilla on sama. On siis k — 1 = (k — 1)2. Vain km arvot 1 ja 2 ovat
mahdollisia. Jos k =1, f(z, y) =z, kun z < y ja f(x, y) =y, kuny < x. Jos
taas k = 2, f(x, y) = xy. Rutiinitarkastelu osoittaa, ettd molemmat funktiot
toteuttavat tehtavan ehdon.

63. Kun tehtivin yhtaloon sijoitetaan x = 1, nahdaan, etta
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Jos f(y1) = f(y2), niin y; = yo, eli f on injektio. Sijoittamalla edelleen y = 1
saadaan f(f(1)) = f(1), joten injektiivisyyden perusteella f(1) = 1. Siis

fF(F) =~ (1)

kaikilla y. Téasté ja tehtdvan yhtalosta seuraa f(1/y) = 1/f(y). Kun alkupe-
riiseen yhtaloon sijoitetaan y = f(1/t), saadaan

fxt) = f(x)f (). (2)

Heti ndhdaén, ettd ehdot (1) ja (2) toteuttava funktio f toteuttaa tehtdvan
yhtéalon.

Ehdon (2) toteuttava funktio voidaan méaéritelld mielivaltaisesti alkuluvuille
p; ja laajentaa se positiivisten kokonaislukujen joukkoon kaavalla

f1py? - pp®) = f(p)™ fp2)™ - ... fpw)™. (3)

(n;:t kokonaislukuja). (2)m perusteella funktio voidaan edelleen jatkaa posi-
tiivisten rationaalilukujen joukkoon asettamalla

; <g> )

q) [fla)
Téllainen funktio toteuttaa ehdon (1) jos ja vain jos se toteuttaa ehdon (1)
kaikilla alkuluvuilla. Olkoon p; j:s alkuluku. Maééritelldén f(p2;) = p2j—1
ja f(p2j—1) = 1/p2j. Suora lasku osoittaa, ettd f(f(p)) = 1/p kaikilla al-

kuluvuilla. Tehtdvan ehdot toteuttava funktio saadaan, kun tdméa funktio
laajennetaan positiivisten rationaalilukujen joukkoon kaavoilla (3) ja (2).

66. Lasketaan yhteen joukon A 0-, 1-, 2-; ..., n-alkioisten osajoukkojen
lukuméarat; tulokseksi saadaan A:n kaikkien osajoukkojen lukuméaéra 2.

67. Olkoot A ja B erillisia joukkoja, A:ssa m alkiota ja B:ssé n alkiota. Jou-
kossa C' on m + n alkiota ja sen p-alkioiset osajoukot muodostuvat joukoista,
joissa on k alkiota A:sta ja p — k alkiota B:sta, k=0,1,2, ..., p.

69. Olkoon s suurimman sellaisen joukon koko, joka ei sisilla yhtdan muodos-
tetuista kolmen oppilaan ryhmista. Tehdaan vastaoletus s < 9 ja olkoon X
s-alkioinen joukko, joka ei sisalld yhtaan ryhmistd. Olkoon a oppilas, joka ei
kuulu joukkoon X. Jos a ei kuulu mihinkdan ryhmé&an, joukkoa X voitaisiin
suurentaa liittdmalla a siithen. Siis a kuuluu johonkin ryhméén {a, b, c}. Nyt
{b, ¢} C X, koska muuten X:44 voitaisiin suurentaa. Joukolla X on

(5)=() =

kaksialkioista osajoukkoa. Koska s < 9, X:n ulkopuolella on ainakin 46 —9 =
37 oppilasta. Naista ainakin jonkin olisi jaatava kaikkien ryhmien ulkopuo-
lelle. Tullaan ristiriitaan, joka osoittaa vastaoletuksen vaaréksi.
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70. Olkoon ny ., erilaisten tapojen maara muodostaa m joukkuetta k:sta ja-
senestd (m < k). Tehtévissd kysytddn lukuja nr 4 ja ng4. On selvdd, ettd
ng1 = 1 jang, = 1 kaikilla k. Tarkastellaan tilannetta, joissa jasenia on k ja
joukkueita m, ja yhtad mahdollista joukkueen jasenta, olkoon han vaikka kaa-
pi6 Ujo. Sellaisia joukkueisiin jakoja, joissa Ujo muodostaa yksindan yhden
joukkueen, on nj_1,,—1 ja sellaisia, joissa Ujo kuuluu johonkin joukkuee-
seen, jossa on ainakin kaksi jasenta, on m - ng_i ,, silla joukkueita ilman
Ujoa on ny_1,, kappaletta ja Ujolla on m vaihtoehtoa valita joukkue. Siis
Nkym = Nk—1,m—1 T MNi_1,m. Kiytetdan nyt tata palautuskaavaa toistuvasti.
Saadaan Ng2 = 1, n32 = 14+2-1= 3, Ng2 = 14+2-3= 7, N5 2 = 142.7= 15,
nega=1+2-15=31,n72=14+2-31=63,n33=1,n4,3=3+3-1=6,
n5 3 = 7T+3-6 =25, ng3 = 154+3-25 =90, nr3 = 3143-90 = 301, Ng 4 = 1,
nsa=6+4-1=10,n64 =25+4-10 =65 ja nys =90+ 4-65 = 350. Nain
monta joukkuetta saadaan kéapiodistd ilman Lumikkia. Kun Lumikki tulee
mukaan, lukumaariksi saadaan ng 4 = 301 44 - 350 = 1701.

71. Joukkoja By N ByN...N By, on 2* kappaletta ja jokaiset kaksi ovat erillisié,
(toisessa on jokin A; ja toisessa S\ 4;).

72. Olkoon joukko A = {aj, ag, ..., an}. Sen alkioiden geometrinen kes-
kiarvo on (ajas - --a,)"/™. Joukolla A on 2" — 1 epityhjii osajoukkoa. Tar-

kastellaan yhtd A:mn alkiota a;. Se on mukana A:mn k-alkioisessa

n —
k—1
osajoukossa. Jokaisen téllaisen joukon alkioiden geometrisen keskiarvon tulo-
muotoisessa lausekkeessa a;:n eksponentti on % Osajoukkojen geometristen
keskiarvojen geometrisessa keskiarvossa a;:n eksponentti on
1 = (n—-1\1
2n—1z<k—1>E‘

k=1

(Z: 1)% ~ —(S!an)—! Nk (Z)

a;:n eksponentti onkin

Mutta

S

koska N
n
=2".
> (1)
k=0
76. Kirjoitetaan luvut taulukoksi

1 5 9 ... 1993 1997
2 6 10 ... 1994
3 7 11 ... 1995
4 8 12 ... 1996
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1001:sté luvusta 251 on jollain rivilla. Riveilla on 499 tai 500 lukua, joten pe-
rakkaisten lukujen pareja on enintaan 250. Kahden valitun luvun on satuttava
samaan pariin; tallaisten erotus on 4.

77. Numeroidaan istumapaikat 1:sta 50:een. Joko paritonnumeroisilla tai pa-
rillisnumeroisilla paikoilla istuu ainakin 13 tytt6a. Voidaan olettaa, ettd naméa
paikat ovat paritonnumeroisia. Jos ne numeroidaan uudestaan 1:std 25:een,
on joillakin kahdella perdkkaisella paikalla oltava molemmilla tytto (perdkkai-
sid ovat myos 1 ja 25). Néiden paritonnumeroisten paikkojen vilissd olevalla
parillisnumeroisella paikalla istuvalla on tytt6 kummallakin puolellaan.

78. Viite patee jo pienemmaéssikin, 3 x 7-ruudukossa. Jokaisessa kolmen
ruudun sarakkeessa on enemmén valkoisia tai enemméan mustia ruutuja. Kut-
summe edellisid sarakkeita valkeiksi ja jalkimmaisia mustiksi. Seitsemén sa-
rakkeen joukossa on ainakin nelja jompaakumpaa lajia, sanokaamme valkeita.
Naissé sarakkeissa on kussakin enintdan yksi musta ruutu. Musta ruutu voi
olla kolmessa asemassa, ylimpané, keskimmaisené tai alimpana. Jos joka sa-
rakkeessa on musta ruutu, se on kahdessa sarakkeessa samassa asemassa.
Naissa sarakkeissa myos valkoiset ruudut ovat samassa asemassa ja kelpaa-
vat siis suorakaiteen karjiksi. Jos sarakkeiden joukossa on pelkisté valkoisista
ruuduista muodostuvia, suorakaiteita 10ytyy helposti useampiakin.

79. Laatikossa, jossa on eniten palloja, on enintddn 19 palloa enemmén kuin
laatikossa, jossa on véhiten palloja. Koska 6 - 16 = 95 + 1, voidaan 6 palloa
sijoittaa laatikoihin 16 kertaa niin, etta kaikkiin laatikkoihin tulee yksi pallo ja
yhteen lisaksi toinen. Tallainen kierros on toistettava enintaan 94 - 19 kertaa,
jotta "kaikki kuopat saataisiin taytetyiksi”.

84. Maassa voi selvisti olla nelja kaupunkia: A:n ja B:n valilla kulkee juna,
C'n ja D:n lentokone ja muiden véalid bussi. Osoitetaan, etté viisi kaupunkia
ei ole mahdollista. Osoitetaan ensin, ettd mikdan kaupunki ei liity kolmeen
muuhun samalla vélineella. Jos nimittédin esimerkiksi A liittyisi B:hen, C:hen
ja D:hen junalla, B:n, C'n ja D:n viliset yhteydet ovat bussi ja lentokone.
Kaikki ndma yhteydet eivat saa olla samaan kulkutapaan perustuvia. Mutta
silloin jokin kaupungeista B, C, D, esimerkiksi B, liittyisi A:han junalla ja
toiseen C':sté ja D:sté lentokoneella ja toiseen bussilla. Tama ei ole sallittua.
Kaupunki A voi néin ollen liittyé enintdén neljddn muuhun kaupunkiin (kaksi
kulkutapaa ja kaksi kaupunkia/kulkutapa), eli kaupunkeja on enintdén viisi.
Osoitetaan vield, etta kaupunkeja ei voi olla viittd. Tehdaén vastaoletus, jonka
mukaan kaupunkeja on viisi; A liittyy B:hen ja C:hen tavalla T} ja D:hen ja
E:hen tavalla T;. Nyt C liittyy kahteen kaupunkiin tavalla T7; toinen naista
on A; voidaan olettaa, ettd toinen on D. Siten B ja C' liittyvit tavalla T5.
Nyt D ei voi liittya E:hen tavalla T3 eikd myoskaan tavalla Ty, Néin ollen D
liittyy E:hen tavalla T} ja C' E:hen tavalla T5. Mutta ndin jokaisen kaupungin
liittymismuodot ovat T; ja Th; muotoa T3 ei kdytetd ollenkaan. Taméa on
vastoin oletusta. Vastaoletus on siis vaara.
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85. Osoitetaan, ettd mahdolliset arvot ovat
vain n = 8 ja n = 9. Oheiset verkot osoitta-
vat erdat mahdollisuudet, kun n =8 jan = 9.
On viela osoitettava, ettd vieraiden lukuméaé-
rat n > 10 eivat ole mahdollisia. Olkoon siis
n > 10. Jos tehtavassa kuvailtu jarjestely
toteutuisi, P;:l1a olisi nelja tuttavaa ja Ps:lla
viisi, ja P,, P,_1 ja P,_o tuntisivat kaikki
muut. Siten Pj:lla on yksi ja Ps:lla kaksi tut-
tavaa joukon T' = {P,,_o, P,_1, P,} ulkopuo-
lella. Tarkastellaan sitten joukkoa S = {P,_s,

86. Valitaan ng = 9 ja mg > 4 - 2%. Nyt tytoistd voidaan muodostaa 29 eri
osajoukkoa. Koska poikia on niin paljon kuin on, jotkin 5 poikaa tuntevat
tasan saman joukon tyttoja. Jos tassa joukossa on ainakin 5 tyttoa, kysytyt
joukot loytyvat. Jos joukossa on enintdan 4 tyttoa, joukon komplementin
tytot ovat tuntemattomia naille viidelle pojalle.

87. Todistetaan vaite induktiolla daamien lukumé&aran n suhteen. On oltava
n > 2, koska muutoin olisi herra, joka on tanssinut kaikkien daamien kanssa.
Jos n = 2, on herra Hp, joka on tanssinut daamin D; kanssa. Koska D,
ei ole tanssinut kaikkien herrojen kanssa, on herra Hs, joka ei ole tanssinut
D1:n kanssa. Koska Hy on tanssinut jonkin daamin kanssa, Hs on tanssinut
Dy:n kanssa. {Dq, Do}, {H1, Ho} kelpaavat tehtévéssa vaadituiksi pareiksi.
Oletetaan sitten, ettd viite patee, kun daameja on n kappaletta. Oletetaan,
ettd tanssiaisissa on n + 1 daamia. Katsotaan eri mahdollisuuksia. Voi olla,
ettd kaikki herrat ovat tanssineet ainakin kahden, mutta enintdén (n — 1)
daamin kanssa. Jos otetaan mitka hyvansa n daamia, niin kaikki herrat ovat
tanssineet naistd ainakin yhden mutta ei kaikkien kanssa. Induktio-oletus
takaa, ettd tehtdvin mukaiset parit 10ytyvat. Oletetaan sitten, ettd jokin
herra, H, on tanssinut n:n daamin kanssa. On yksi daami D’, jonka kanssa han
ei ole tanssinut. D’ on kuitenkin tanssinut ainakin yhden herran, H’:n, kanssa.
H’ ei ole tanssinut kaikkien daamien kanssa, joten on daami D, jonka kanssa
hén ei ole tanssinut. Mutta H on tanssinut D:n kanssa, joten {D, D'} ja
{H, H'} ovat halutut parit. On vield jaljella mahdollisuus, etté jokin herra H
on tanssinut vain yhden daamin D kanssa. Koska D ei ole tanssinut kaikkien
herrojen kanssa, on olemassa herra H’, joka ei ole tanssinut D:n kanssa. H' on
kuitenkin tanssinut jonkin daamin D’ kanssa. {D, D'}, {H, H'} ovat nytkin
halutunlaiset parit.
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P,_4, P,_3}. Tahén joukkoon kuuluvilla on
vain yksi tuntematon muiden vieraiden jou-
kossa. Kukin heistd tuntee ainakin toisen vie-
raista P; ja P,. Koska Pp:n voi tuntea enin-
tdan yksi ja Po:n enintdan kaksi S:n jésenta,
tilanne on se, ettd Pp:n tuntee yksi ja Py:n
kaksi S:4an kuuluvaa vierasta. Vieraiden P;
ja Py kaikki tuttavat kuuluvat joukkoon T'U S.
Koska n > 10, vieras P, _g tuntee kahta lu-
kuun ottamatta kaikki vieraat. Nama kaksi ovat valttaméatta P, ja P,. Siis
P,,_g tuntee vieraan P3. Mutta nyt vieras P; tuntee vieraat P,_g, ..., Py,
kaikkiaan seitseméan. Tamé on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, jonka mu-
kaan Ps:lla on tasan kuusi tuttavaa.

90. Jos pelaajalla on edessaén 3, 2 tai 1 merkkid, han voittaa. Jos vastus-
tajalla on edessdén 4 pelimerkkia, niin hanen siirtonsa jalkeen laudalla on 1,
2 tai 3 merkkia jne. — Pelaaja, joka voi pakottaa vastustajansa tilanteeseen,
jossa talla on edessaén neljélla jaollinen maara merkkeja, voittaa. Koska 2012
on 4:114 jaollinen, Olli voittaa.

91. Ensimmaéinen paimen keritsee joitakin lampaita toiselta puolelta. Toi-
nen paimen ei saa keritd juuri samoja lampaita, joten kolmannen paimenen
tullessa vuoroon osalla lampaista on toinen puoli kerittyné, ja ndma lampaat
eivét ole juuri ne lampaat, jotka toinen tai toinen edeltavistd paimenista ke-
ritsi. Kolmas paimen voi siis kerita kaikki ne lampaat, joiden toinen puoli jo
on keritty. Sama sykli jatkuu, jos kerimattomia lampaita vield on. Kolmannen
paimenen ei siis tarvitse lahted vieméédn laumaa laaksoon.

92. Jos piirissa olevien lasten mé&ara olisi 3", niin silloin, kun ensimmaisen
numeron sanoja olisi uudelleen vuorossa, miéri olisi 3"~!. Talldin ensim-
maisen numeron sanoja olisi voittaja. Nain ollen se lapsi, joka ensimmaisena
saa sanoa ”yksi”, kun jaljella olevien oppilaiden méaara on jokin 3:n potenssi,
voittaa. Nyt 3% = 729 < 1991 < 37 = 2187. Koska luku 1991 — 729 = 1262
on parillinen, silloin, kun jaljella on 729 oppilasta poistuneissa on yhta monta
"kahden” ja ”"kolmen” sanojaa, joten lapsi, joka péasee ddneen, kun 1262

muuta on poistunut, sanoo "yksi” ja voittaa. Voittajan vuoro tulee, kun

1262
3 - —— = 1893 oppilasta on sanonut numeronsa. Voittaja on siis lapsi nu-

mero 1894, jos aloittajan numero on 1 ja numerointi tehddan myGtapaivaan.

93. Toinen pelaaja, sanokaamme B, voittaa. Hénen pitdé vain siirtdd nap-
pula ruudusta, johon ensimméinen pelaaja A on sen siirtdnyt, keskipisteen
suhteen symmetriseen ruutuun. Jos nimittdin A:n siirto on johtanut ruutuun
jonka (keskipisteen) etdisyys laudan keskipisteestéd on d, B:n siirron pituus on
2d. Nappula on nyt ruudussa, jonka keskipisteen P etaisyys laudan keskipis-
teestd on edelleen d. A:n siirron on tapahduttava ruutuun, jonka keskipiste
on P-keskisen 2d-séteisen ympyran ulkopuolella. Jos pisteen, johon A siirtaa,
etaisyys keskipisteestd on dy, niin A:n siirron pituus on < d+d;. Koska siirron
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pituus on > 2d, dy > d ja 2dy > d+dy. B:n seuraava siirto on siten A:n siirtoa
pitempi; se on muutenkin mahdollinen, koska lauta on keskipisteensa suhteen
symmetrinen. Koska erilaisia siirtoja on vain aarellinen maéara, tullaan ennen
pitkaa tilanteesen, jossa A ei endd voi siirtaé.

97. Sovelletaan Eukleideen algoritmia: 9x + 5y = 4(2z + 3y) + x — Ty ja
20+ 3y = 2(x—Ty) +17y. Jos y # 0, luku 17y on tekijana luvuissa 9z + 5y ja
2z + 3y ja siten my0s luku 17. Tehtévén véite ei pidé paikkansa tapauksessa
y = 0: 0 on jaollinen 17:114, mutta 2z ja 9z eivit ole, jos 17 fz.

S
99. Kun yhtéloon p(z) = 0 sijoitetaan x = — ja lavennetaan ¢™:ll4, saadaan
q

AnS™ + ap_18" " g+ -+ ar1sq" " + apq™ = 0. Nyt s|agq™, mutta (s, ¢) = 1.
Siis s|ap. Samoin ndhdain, etté glay,.

106. Jos n ei ole nelidluku ja a on n:n tekiji, niin n % a ja mon myos

a a

n:n tekijd. Koska kaikki n:n tekijit voidaan télla tavalla jakaa pareiksi, N(n)
on parillinen luku. Jos sen sijaan n = k? on nelidluku, n:lli on naiden pa-
reiksi jakautuvien tekijoiden liséksi tekija k. Nyt N(n) on pariton. Koska
442 = 1936 < 1989 < 2025 = 452, lukujen 1, 2, ..., 1989 joukossa on 44 ne-

liclukua. Tehtavéassé kysytyssd summassa on siis parillinen méara parittomia
yvhteenlaskettavia, joten summa on parillinen.

107. Etsittavien z:n ja y:n tulee olla Diofantoksen yhtdlon 2xy = p(z + y)
ratkaisuja. Koska p on alkuluku ja > 2, sen on oltava z:n tai y:n tekija.
Oletetaan, ettd x = pa jollain kokonaisluvulla a. Silloin 2ay = pa+y ja (2a —
1)y = pa. Nyt (2a — 1, a) = 1, joten aly. Siis y = ab jollain kokonaisluvulla
b ja (2a — 1)b = p. Koska p on alkuluku, joko 2a — 1 = p tai b = p. Jos
b = p, niin y = ap = x. Koska x < y, tdma on mahdotonta. On siis oltava

1 1
b—1ja2a—1—p,jotenx—@jay—z%. Selvasti « > y.

Vaihtoehto y = pa olisi johtanut muuten samaan tulokseen, mutta olisi ollut
y > x. Saatu ratkaisu on siis ainoa mahdollinen. On helppo todeta, etté se

2 1 1
myo0s on ratkaisu eli toteuttaa ehdon — = — 4 —.
p Ty
108. Luvut eivét voi kaikki olla samoja, koska [a, a, a] = a < a + a + a.

Voidaan olettaa, ettd a < b < ¢. Silloin a+b < 2¢ ja edelleen ¢ < a+b+c < 3c.
Koska a + b+ ¢ on ¢:n monikerta, on oltava a + b+ ¢ = 2c ja a + b = ¢. Nyt
blla, b, c] eli b](2(a + b). Siis b|(2a) ja koska b > a, on oltava joko b = a tai
b =2a. Jos olisi b = a, niin olisi c = a+b = 2a ja [a, b, ¢] = [a, a, 2a] = 2a =
a + b+ ¢ = 4a. Ristiriita osoittaa, ettd on oltava b = 2a ja ¢ = a + b = 3a.
Kolmikko a, 2a, 3a ja jokainen sen permutaatio on todellakin ratkaisu, silla
[a, 2a, 3a] = 6a = a + 2a + 3a.

109. Osoitetaan, etta seké a ettéa b ovat jaollisia n:11a. Tehtévan vaite seuraa
heti téstd. Koska 2ab = (a+b)% — (a? +b?), n?|(2ab). Olkoon p mielivaltainen
n:n alkutekijd, ja olkoon « p:n eksponentti n:n alkutekijihajotelmassa. p:n
eksponentti 2ab:n alkutekijahajotelmassa on ainakin 2« ja ainakin 2a — 1
luvun ab alkutekijahajotelmassa. Ainakin toinen luvuista a ja b on jaollinen
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luvulla p®. Koska n|(a+0b) ja siis p*|(a+b), on toinenkin luvuista a, b jaollinen
p*:lla. Mutta tdmé merkitsee, ettd molemmat luvuista a ja b ovat jaollisia
n:lla.

110. Oletuksen mukaan a = b+km ja ¢ = d+Ilm. Silloin a+c = (b+d)+(k+
l)m ja ac = bd+ (bl + kd+ klm)m; ndmé osoittavat kaksi ensimmaista vaitettéa
oikeiksi. Potenssia koskeva viite seuraa kertolaskua koskevasta vaitteesta.

111. Olkoon ac = be + km eli (a — b)c = km. Koska (a — b)c on jaollinen
m:lla ja (¢, m) =1, on a — b jaollinen m:1l& (numero 98) eli a = b mod m.
112. Luvun n kymmenjarjestelméesitys arar_1 ... aiag on itseasiassa lyhen-
nysmerkinti polynomille n = p(10) = ax10* + ap_110*~1 + ... + a110" + ao.
Koska on voimassa 10 = 1 mod 3 ja mod 9, niin

apl0F + ap_110F "1+ ...+ a 10" 4+ag=a+ap—1+ - +a +amod3

ja mod 9. Tasta seuraa erityisesti, etta luku on jaollinen kolmella tai yhdek-
salla silloin ja vain silloin, kun sen kymmenjarjestelmaesityksen numeroiden
summa on jaollinen 3:lla tai 9:114.

Koska 10 = —1 mod 11, paatelldadn samoin, ettd luku n on jaollinen 11:114
jos ja vain jos luku, joka saadaan kun n:n kymmenjarjestelméaesityksen en-
simmaisestad numerosta vahennetaan toinen, lisdtadn kolmas jne., on jaollinen
11:114.

113. Tehtéivin 112 mukaan B = A = 4444%*** mod 9. Lisiksi 4444 = 16 =
7mod 9. Nyt 72 =49 = 4 mod 9 ja 7> = 28 = 1 mod 9. Lisiiksi 4444 =
16 = 1 mod 3. Siis 4444 = 3p + 1 ja 44444444 = 74444 — 7. (73)P = 7T mod 9.
Luvun B numeroiden summa on siis = 7 mod 9. Arvioidaan viela luvun
suuruutta. Koska 4444 < 10% ja 4444 < 5000, 4444*444 < 105990 Luvussa
4444%*444 on siis alle 20000 numeroa, joten sen numeroiden summa eli A on
alle 9 - 20000 = 180000. A:n numeroiden summa eli B puolestaan on alle
1+5-9 =46, joten B:n numeroiden summa on enintaén 3 +9 = 12. Ainoa
positiivinen luku, joka on < 13 ja =7 mod 9 on 7.

114. Jos x = 0 mod 3, niin 22 = 0 mod 3. Jos £ = 1 mod 3, niin 22 =

12 =1 mod 3. Jos x = 2 mod 3, niin 22 = 22 = 4 = 1 mod 3. Samoin,
jos = 0 mod 4, niin 22 = 0 mod 4. Jos x = 1 mod 4, 22 = 1 mod 4. Jos
x = 2 mod 4, niin 22 = 22 = 4 = 0 mod 4. Viimein, jos * = 3 mod 4, niin
2?2 =3%2=9=1mod 4.

115. Tarkastellaan yhtélod modulo 4. Osoitetaan ensin, etta ratkaisussa a, b
ja c ovat valttamatta parillisia. Jos nimittain kaikki kolme olisivat parittomia,
yhtéalon vasen puoli olisi = 3 mod 4 ja oikea = 1 mod 4; jos luvuista kaksi
olisi parittomia, vasen puoli olisi = 2 mod 4 ja oikea puoli joko = 1 mod 4
(jos @ ja b ovat molemmat parittomia) tai = 0 mod 4 (jos ainakin toinen
luvuista a ja b on parillinen). Jos viimein tasan yksi luvuista olisi pariton,
vasen puoli olisi = 1 mod 4, mutta a?b? olisi neljilla jaollinen. On siis oltava
a=2ay, b=2by, c=2c; jaal + b3+ ¢} = 4atb?. Tistd seuraa heti, etti
a? 4+ b? + ¢ = 0 mod 4. Tami ei ole mahdollista, jos yksikin luvuista a, b1,
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c1 on pariton. Siis a1 = 2aq, by = 2bs, ¢ = 2¢5 ja a% + b% + c% = lﬁagbg.
Samoin kuin edelld, ndhdain, ettd as = 2as, by = 2bs, co = 2c3. Prosessia
voidaan jatkaa rajatta, joten tullaan lopputulokseen, jonka mukaan a, b ja
c ovat jaollisia milld hyvansd kahden potenssilla. Mutta ainoa luku, jolle
tallainen on mahdollista, on 0. Siis @ = b = ¢ = 0 on yhtélon ainoa ratkaisu.

123. Huomataan, etta

1 1 7 1
2+ -t + —x=—(2° —2) +

3 _
5 3 15 5 (7 —x) + x.

Wl

Fermat'n pienen lauseen perusteella 2° — 2z = x(z* — 1) on jaollinen viidelld
ja 3 — x = z(2? — 1) on jaollinen 3:lla, olipa x miki kokonaisluku tahansa.

124. Tissd haetaan kongruenssiyhtilon n2%4° = 2541 mod 2549 pieninté,
positiivista ratkaisua. Selvéasti n ei ole jaollinen 2549:114. Hetken askartelun
jalkeen huomaa, etti 2549 on alkuluku. Fermat’n lauseen nojalla n?°48 =
1 mod 2549. Jos siis n on yhtélon ratkaisu, niin 2541n% = 1 mod 2549 eli
—8n? = (—2n)3 = 1 mod 2549. Mutta 2548 = 3 - 849 + 1, joten Fermat'n

pienen lauseen nojalla 1 = (—2n)?%18 = ((—2n)3)849 (—2n) = —2n mod 2549.
Tasta ratkaistaan n = 1274 mod 2549; n = 1274 on kysytty ratkaisu.

125. Olkoon v, = u, mod 1986 ja 0 < v, < 1986. Lukujonossa vi, vs, ...
on mahdollisia perikkiisten lukujen pareja v,, v,41 enintdin 19862, joten
ainakin jokin pari toistuu jonossa. Jollain p ja ¢ > p on siis v, = v, ja
Upt1 = Ug4+1. Olkoon erityisesti p pienin tallainen luku. Jos p > 1, niin
Up_1 = vg — Upg1 = vg — Ug+1 = Up—1. Tama on ristiriidassa p:sta tehdyn
minimaalisuusoletuksen kanssa. Siis p = 1. Koska jono (v,,) jatkuu indeksisté
q eteenpéin samana kuin indeksisté 1, niin jokainen jonossa oleva perdkkaisten
lukujen pari esiintyy jonossa dérettomin monta kertaa. Nyt uz = u3 —u; =
452 — 39 = 1986. Jonossa on siten #direttomin monta 1986:1la jaollista lukua.

126. Katsotaan ensin tapaus y = 0. Yht&lo saa muodon 2* = (z — 1)(z + 1).
Perakkaiset nollasta eroavat luvut z — 1 ja z 4+ 1 ovat molemmat kahden
potensseja. Ainoa mahdollisuus on z = 3. Kolmikko (3, 0, 3) on erés ratkaisu.
Olkoon sitten y > 0 ja x pariton, x = 2k + 1. Nyt luku z? — 22**! on jaollinen
kolmella. Mutta 22 = 0 tai = 1 mod 3 ja 22*t1 =2.4F = 2. 1% = 2 mod 3,
joten 22 — 221 = 1 tai = 2 mod 3. Parittomilla x:n arvoilla ei siis 16ydy
ratkaisuja. Olkoon sitten x parillinen, x = 2k. Yhtalo voidaan kirjoittaa
3Y = (z—2F)(2+2%), joten 2 —2* ja z+2* ovat molemmat kolmen potensseja.
Jos p on lukujen z — 2% ja z+2* suurin yhteinen tekiji, z on lukujen erotuksen
2k+1 tekiji. Koska p on myos 3Y:n tekiji, on oltava p = 1. Niin ollen z—2% =1
ja z + 2% = 3Y. Naistd ratkaistaan 3Y = 281 + 1. Kun k& = 0, saadaan
ratkaisu (0, 1, 2). Jos taas k > 1, niin 2**! = 0 mod 4. Nyt 3 = —1 mod 4,
joten 3Y = —1 mod 4, kun y on pariton ja 3¥ = 1 mod 4, kun y on parillinen.
Ratkaisuja voi olla vain, kun y on parillinen, y = 2m. Ratkaistavaksi yhtaloksi
tulee 2¥+1 = (3™ — 1)(3™ 4 1). Lukujen 3™ — 1 ja 3™ + 1 on oltava kahden
potensseja ja koska niiden erotus on 2, on oltava 3™ —1=2elim=1,y =2
jak+1=3, k=2, z =4. Saadaan kolmas ratkaisu (4, 2, 5).
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131. Olkoon ABC' kolmio ja AB > AC.
Valitaan sivun AB piste D niin, ettd AD =
AC. Silloin ADC on tasakylkinen kol-
mio, joten ZLBCA > ZDCA = ZADC >
ZABC. Viimeinen epayhtalo saadaan, kun nu-
meron 129tulosta sovelletaan kolmioon BC'D.
Lauseen kaanteisen puolen todistus on epé- ¢
suora.

132. Valitaan kolmion ABC sivun BA jat-
keelta piste D niin, ettd AD = AC, jollin
BD = AB + AD. Kolmio ACD on tasa-
kylkinen. Siis /BDC = ZACD < /BCD.
Kun numeron 131 tulosta sovelletaan kolmioon
DC B, nahdéan, ettda BC' < BD. Kolmio-
epayhtalon toinen osa seuraa heti ensimmai-
sesta.

133. 7ksk”: Erotetaan puolisuoralta ED jana ED’ = BA. Silloin kolmiot
ABC ja D'EF ovat yhtenevia (sks). Siis ZEFD = /BCA = ZEFD’. Tami
on mahdollista vain, jos D’ = D.

"kks”: Erotetaan puolisuoralta EF jana EF’ = BC. Nyt kolmiot ABC ja
DEF' ovat yhtenevia (sks), joten ZDFR = ZACB = ZDF'E. Suorat FD
ja F'D ovat yhdensuuntaisia. Koska ne kulkevat saman pisteen D kautta, ne
ovat sama suora. Siis F' = F”.

”sss”: Piirretdaan puolisuora AC’ eri puolelle suoraa AB kuin piste C' niin,

ettdi LZBAC' = ZFDE. Valitaan viela C’ niin, etta AC' = DF = AC. Sil-
loin kolmiot ABC’ ja DFE ovat yhtenevia (sks). Siis BC' = FE = BC
ja ZAC'B = /DFE. Nyt AC'C ja BCC' ovat tasasivuisia kolmioita, jo-
ten LACC" = ZAC'C ja /BCC' = ZBC’'C. Nyt pisteen C sijainnista
riippuen ZACB on joko kulmien ZACC’ ja /BCC’ summa tai erotus ja
Z/AC'B samoin kulmien ZAC'C ja Z/BC’'C summa tai erotus. Joka tapauk-
sessa ZACB = ZAC'B = /DFE, ja kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevét
(sks).

134. Valitaan puolisuoralta EF piste F’ niin, ettd FF’ = BC. Nyt kolmiot
ABC ja DEF’ ovat yhtenevié (sks). Jos F' = F’, kolmiot ABC ja DEF ovat
yhtenevia. Jos F # F’, niin kolmiossa DFF’ on DF' = AC = DF, joten
kolmio on tasakylkinen. Siis /DFF' = /DF'F = /DF'E = ZACB, ja vaite
on todistettu.

135. a) Oletetaan, ettd ABC'D on suunnikas. Piirretdédn jana BD. Suunnik-
kaan maaritelmén mukaisista yhdensuuntaisuuksista seuraa ZABD = ZCDB
ja ZADB = ZCBD. Siis ABD = CDB (ksk) ja AB = DC, AD = BC.
Jos taas ABCD on nelikulmio, jossa AB = DC ja AD = BC, niin
ABD = CDB (sss), ja suunnikkaan méaritelmén mukaiset yhdensuuntai-
suudet seuraavat kulmayhtaloista LABD = ZCDB ja LZADB = ZCBD.
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b) Koska AB||DC, ZABD = ZCDB. Siis

ABD = CDB (sks). Siis ZADB = ZDBC D c
ja AD||BC. ABCD on siis suunnikas. c) Ol-

koon E AC:n ja BD:n leikkauspiste. Koska =

/FAB = /ECD, /EBA = ZEDC ja AB =

CD, kolmiot ABE ja CDE ovat yhtenevid * i
(ksk). Siis AE = EC ja BE = ED.

d) Jos suunnikas ABC'D on neljékés, niin AB = BC'. Kolmiot ABE ja CBE
ovat yhtenevid (sss). Siis ZAEB = ZCEB. Jos toisaalta suunnikkaassa
ABCD on AC L BD, niin kolmiot AEB ja CEB ovat yhtenevia (sks), joten
AB = BC, ja ABCD on neljaks.

137. "kk”: Olkoon kolmioissa ABC ja DEF /ABC = /DFEF ja /BCA =
/ZEFD. Kolmion kulmien summaa koskevan tuloksen perusteella on sil-
loin Z/CAB = ZFDE. Valitaan puolisuorilta BA ja BC pisteet D’ ja F’
niin, ettd BD' = ED ja BF' = EF. Kolmiot DEF ja D'BF’ ovat yh-
tenevid (sks). Siis ZBF'D'" = ZEFD = ZBCA, joten CA||F'D’. Siis
BA : BC = BD' : BF' = EC : EF. Muut sivujen pituussuhteiden yhta-
suuruudet saadaan samoin sijoittamalla kolmion DEF ”kopio” kolmion ABC
kahden muun kulman aukeamaan.

"sks”: Jos ZABC = /DEF, sijoitetaan taas kolmion DEF kopio D'BF’
kulman ABC aukeamaan. Jos AB : BC = DE : EF = D'B : BF’, niin
D'F’||AC, josta seuraa /BCA = /BF'D' = /ZEFD. Nyt voidaan soveltaa
yvhdenmmuotoisuuskriteeri kk:ta.

7sss”: Valitaan BA:lta ja BC:lta pisteet D’ ja F’ niin, ettd BD' = ED ja
BF’ = EF. Nyt kolmiot ABC ja D’'BF’ ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis
D'F' : AC = BD' : AB = DE : AB = DF : AC. Siis D'F' = DF,
joten D'BF' ja DEF ovat yhtenevia. Kolmioilla on samat kulmat, ja lopulta
kolmiot ABC ja DEF ovat yhdenmuotoisia (kk).

”ssk”: Palautetaan samoin vastaavaan yhtenevyyskriteeriin.

138. Leikatkoon kolmion ABC kulman
/CAB puolittaja sivun BC pisteessd D. Ol-
koot B’ ja C’ pisteiden B ja C' kohtisuorat pro-
jektiot suoralla AD. Kuvioon syntyy kaksi pa-
ria yhdenmuotoisia suorakulmaisia kolmioita:
BB'D ~ CC'D ja BB’A ~ CC'A. Sivupari
BB’, CC" on mukana molemmissa. Nyt

BD BB AB B

.

- - 0 C

DC ~— CC' T AC D
\Bv/
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140. Olkoot D, FE ja F kolmion ABC sivu-

jen BC, CA ja AB keskipisteet ja mediaa- A
nien leikkauspiste olkoon M. Valitaan puoli-

suoralta AD piste N niin, ettd ND = DM.

Silloin kolmiot BN D ja C'M D ovat yhtenevia

(sks), joten ZDBM = ZDCN, MD = DN ja

BM||NC. Koska ME||NC ja AE = EC, niin /’1\}

1 1
AM = MN. Siis MD = §MN = §AM, ja B

D
valte seuraa.

142. Olkoon kolmio ABC suorakulmainen, AB = ¢, BC = a, CA = b ja
olkoon CC’ korkeusjana ja AC' = xz, C'B = y. Kolmiot ABC, CBC’ ja
ACC' ovat yhdenmuotoisia (kk). Siis

a

. b
C

z
b ¢

Y
a

Yhtiloists saadaan ristiin kertomalla cy = a? ja cx = b%. Siis

A =(x+y)c=a®+ b

Oletetaan sitten, etti ABC on kolmio, jossa a? 4 b? = ¢2. Piirretiin kolmio
DEF, jossa ZEFD on suora ja EF = a, DF = b. Silloin edellisen perusteella
DE? = a2 + ¥ = ¢%, DE = ¢ ja kolmiot DEF, ABC ovat yhtenevii (sss).
Mutta silloin ZBCA = ZEF D, joten ZBC' A on suora kulma.

143. Koska MC on sivun BC puolikas, riittda, kun osoitetaan, ettd AD =

1
3 (AB+AC). Piirretadn C'n kautta M D:n suuntainen suora; se leikkaa AB:n

pisteessa F ja AL:n pisteessd F. Suorakulmaiset kolmiot AEF ja ACF ovat
yhtenevid (ksk), joten AE = AC. Kolmion EBC sivun EC suuntainen suora
M D puolittaa sivun BC, joten se puolittaa my6s sivun BE. Mutta koska
D nyt on EB:n keskipiste, AD on AF:n ja AB:mn eli myos AC:n ja AB:n
keskiarvo, ja vaite on todistettu.

144. Koska /CBR = ZABP, on /PBR =
ZABC (yhtd suuriin lisitdan sama tai yhta A

suurista véhennetdén sama). Tasakylkisten P

kolmioiden PAB ja RBC yhdenmuotoisuu- Q

desta seuraa, etta /‘
PB AB B c

BR  BC’

Mutta niistd seuraa yhdenmuotoisuus PBR ~ ABC' (sks). Téasmélleen sa-
moin osoitetaan, ettd QRC ~ ABC. Siis PBR ~ QRC. Mutta BR = RC.



95

Siis onkin jopa PBR = QRC. Siis AB = PB = RQ ja AQ = CQ = PR.
Nelikulmiossa AP R(Q) on kaksi paria yhta pitkia vastakkaisia sivuja, joten se
on suunnikas.

145. Olkoon C5 ¢:n ja suoran C'Cy leikkaus-
piste ja D £:n ja suoran BC leikkauspiste. Nyt
suora By kulkee myés pisteen D kautta jos
ja vain jos By D kulkee pisteen C'; kautta. Teh-
tavan vaitteen kanssa on siis yhtapitavaa se,
etta kolmion AC'D ceviaanit AB, CCs ja DBy
leikkaavat samassa pisteessé eli pisteessa C;.

D B C

Cevan lauseen mukaan tdmé on yhtapitdvaa sen kanssa, etta

DB CB; AC, _,
BC ByA C,D

Mutta koska ¢|| BBy,
DB AB

BC =~ BiC
Cevan yhtalon kolmesta tulon tekijasta kaksi ensimmaista supistuu pois, ja
jaljelle jaa ACy = CyD. Siis Cy on AD:n keskipiste. Mutta silloin H on
yvhdensuuntaisen janan BB, keskipiste.

146. Piirretddn toinen pari ¢} ja £, samalla

etaisyydella a toisistaan olevia ja £1:n suun- A b
taisia suoria niin, ettd ¢, kulkee A:n kautta. 4~ F

Silloin ¢ leikkaa C'B:n ja C'D:n pisteissda G" o
ja H'. Jos nyt AD:n suuntainen H’:n kautta & "
kulkeva suora leikkaa ¢5:n pisteessid H”, niin r (A
suorakulmaiset kolmiot EF A ja H'H"H ovat A "
yhtenevia. Niilla on siis sama piiri. Toisaalta B g c
H"G'GH on suunnikas, joten H'G' = HG ja G

G'G = H"H. Kolmion G'CH’ piiri on yhtéa

pitka kuin murtoviiva H' H' HGHH', joka

puolestaan on yhta pitka kuin kolmioiden AEF ja GHC piirien summa. On
viela osoitettava, ettd kolmion G'C'H’ piiri ei riipu suorien suunnasta. Tatéa
varten tarkastellaan sitd ¢5:n pistettd A’ jolle AA’1¢,. Koska AA" = a,
suorakulmaiset kolmiot ABG’ ja AA'G’ sekiac ADH' ja AA’ H' ovat yhtenevia.
Siis A'G’ = BG' ja A/H' = H'D. Tasta seuraa, ettd kolmion G'C H’ piiri on
nelion kahden sivun mittainen, siis 2a.

148. Kolmion kulmien ominaisuuden perusteella Z/BCA:n vieruskulma on
kulmien ZCAB ja ZABC summa. Olkoon O ympyran keskipiste. Silloin
kolmiot OAC ja OBC ovat tasakylkisia, joten ZACO = ZCAO ja ZOCB =
Z0BC. Mutta tdméa merkitsee, ettd myos kulma /BCA on kulmien /CAB
ja LABC summa. ZBCA on siis vieruskulmansa suuruinen ja suoran kulman
madritelman mukaan suora.
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150. Riippumatta siitd, onko P I':n sisd- tai ulkopuolella ja riippumatta
siitd missa jarjestyksessa pisteet ovat, saadaan kehdkulmalausetta sovelta-
malla PCB ~ PAD, ja tasta

PA  PD

PC ~ PB’

Viite seuraa, kun edellinen verranto kerrotaan ristiin.

152. Olkoon G AD: ja suoran BN leik-

kauspiste. Koska CELBG, /BCE = ZABG. G D
Kolmiot BCE ja ABG ovat yhtenevid (ksk).
Siis AG = AB = BF ja DG = CF. Nelikul-
mio CDGF on suorakaide, ja sen ympéri voi-
daan piirtdd ympyra, jonka halkaisijoita ovat N
molemmat suorakaiteen lavistdjat CG ja F'D.
Koska ZC'NG on suora, N sijaitsee ympyrélla. g
Koska DF on ympyrén halkaisija, ZDNF on F ¢

suora.
153. Olkoot tehtavan kolmella ympyralla y1, y2 ja y3 sama sade r ja keskipis-

teet O1, O3 ja O3, ja olkoon A yo:n ja y3:n, B y3:m ja yi:n sekd C' y1:n ja yo:n
yvhteinen piste. Kahden toisiaan leikkaavan ympyran keskipisteet yhdistava
suora on ympyroiden leikkauspisteita yhdistavan janan keskinormaali. Neli-

kulmioiden OgPOlC, 01POQB ja 03P02A la-
vistajat ovat siis kohtisuorassa toisiaan vas-
taan, joten kaikki nelikulmiot ovat neljak-
kéité; neljakkéiden kaikkien sivujen pituus on
r. Mutta nyt esimerkiksi OxA, PO3 ja O1B
ovat yhdensuuntaisia. Nelikulmio O, ABO; on
siis suunnikas ja O;0; = AB. Vastaavasti
nahdaan, etta 0302 = BC ja 0103 = CA.
Kolmiot ABC' ja 010303 ovat yhtenevia (sss).
Koska kolmion 010503 ympéri piirretyn ym-
pyran sidde on 7, on myos ABC:n ympéri piir-
retyn ympyran sade r.

154. Viitteen todistamiseksi riittaa, etta osoi-
tetaan ZLBN = ZLM N. Kehiakulmalauseen
perusteella /ZLBN = /LBC = ZLDC'. Koska
AC on nelién ympéri piirretyn ympyran hal-
kaisija, Thaleen lauseesta seuraa, ettd ZALC
on suora kulma. Koska myés ZM DC on suora, R
nelikulmio M DK L on jannenelikulmio. Mutta
kun kehdkulmalausetta sovelletaan tdmén ne-
likulmion ympaéri piirrettyyn ympyradn, nah-
déan, ettda LALMN = /LMK = /ZLDK =
ZLDC, joten todistus on valmis. A B




155. Kun lasketaan pisteen P potenssi ympy-
réiden C ja Cy suhteen, saadaan PA- PB =
PC-PD = PE - PF. Koska SP on koh-
tisuorassa jannettd CD vastaan, P:n on ol-
tava C'D:n keskipiste, joten PC' = PD. Sa-
moin saadaan PE = PF. Kaiken kaikkiaan
PC =PD = PE = PF =+PA-PB. Niin
ollen pisteet C, D, E ja F' ovat kaikki silla P-
keskisella ympyralla, jonka halkaisijoita ovat
CD ja EF. Thaleen lauseen perusteella kul-
mat LECF, ZCFD jne. ovat kaikki suoria.
CDEF on siis suorakaide.

156. Sinifunktion yhteenlaskukaavan peruste-
luista yksinkertaisimpia on seuraava Ptolemai-
oksen lauseen (numero 151) sovellus, joka toi-
mii, kun z ja y ovat suoraa kulmaa pienem-
pid. Olkoon ympyran halkaisija AB = 1 ja
C ja D sellaiset eri puolilla AB:ta olevat ke-
hén pisteet, ettd L/CAB = x ja ZBAD = y.
Thaleen lauseen nojalla ZAC'B ja Z/ADB ovat
suoria kulmia, joten AC = cosx, BC = sinz,
AD = cosy ja BD = siny. Koska kehékul-
maan liittyva janne on vain kulmasta, ei sen
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sijainnista riippuva suure, CD = sin(x + y). Ptolemaioksen lauseen mukaan
sin(x+y)=AB-CD = BC-AD + AC - BD = sinx cosy + cosxsiny.

Kosinin yhteenlaskukaava voidaan myos perus-
tella Ptolemaioksen lauseen avulla, kun = + y
on suoraa kulmaa pienempi. Jos ympyréan hal-
kaisija on AB =1 ja C ja D ovat sellaiset sa-
malla puolella AB:t& olevat kehén pisteet, etta
/BAC =z, /CAD = y, niin kulmat ZADB
ja ZAC B ovat suoria, BC' = sinz, CD = sin y,
AC = cosz, BD =sin(z+y) ja AD = cos(z+
y). Ptolemaioksen lauseen ja todistuksen edel-
lisen osan perusteella sin y 4 sin x cos(z + y) =
AB-CD+BC-AD = AC-BD = coszsin(z+y)

= sinxcosycosx + cos?

(cos?x — 1)siny = sinz(cosx cosy) — sin
saadaan, kun supistetaan luvulla sin x.

2

A

D C

\

N

B

xsiny. Siis sinzcos(x + y) = sinz(coszcosy) +
xsiny. Kosinin yhteenlaskukaava

159. Heronin kaavan johto voidaan tehdi algebrallisena pyérittelyni: 1672 =
(2bcsin )? = 4b?c?(1—cos? a) = 4b?c? —(2bccos a)? = 4b%c? —(b*+c?—a?)? =
(2bc + b* + 2 — a®)(2bc — b* — > + a®) = ((b+ ¢)?> — a®)(a® — (b—¢)?) =
(b+c+a)b+c—a))((a+b—c)(a—b+c))=2p-2(p—a)-2(p—c)-2(p—b) =
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16p(p —a)(p — b)(p — ¢). Heronin kaava tulee esiin, kun yhtaloketjun aaripast
jaetaan 16:1la ja otetaan nelijuuri.

160. Kaytetdan tangenttifunktiota. Merkitdan Z/CAB = o, ZCPB = (3,
1 1
ZCQB =~. Nyt tana = 3’ tan g = 3 jatana = 1. Mutta

| =

1
_ tana+tang §+
~ 1—tanatang

tan(a + )

=1 =tan~.

1—

w
[\

Siis a + B = 7, niin kuin véitettiin.

161. Olkoon F' se puolisuoran AD piste, jolle
BF 1 AD. Koska D on BC'n keskipiste, suora-
kulmaiset kolmiot BF D ja CED ovat yhtene-
vid (kks). Siis BF = CE. Koska ZACE = (3
javy=pB+ZECD = LZABD £+ ZDBF, niin
LABF = ~. Siis ccosy = BF = EC =
bcos 8. Mutta kosinilauseen perusteella

cospo CFE Y e
2ac ’ 2ab
Yhtalo
. A +a® -1 . a?+b%—¢?
2ac 2ab

sievenee muotoon b?(c? + a? — b?) = c?(a? + b? — c?) ja edelleen muotoon
(c® = b?)(c®* + b*> — a?) = 0. Jos ensimmaiinen tulon tekiji on nolla, kolmio
on tasakylkinen, jos toinen, kolmio on suorakulmainen Pythagoraan lauseen
nojalla.

162. Kolmion kulmat ovat teravia, jos niiden kosinit ovat positiivisia. Kosini-
lauseen nojalla cos A > 0 jos ja vain jos b? 4+ ¢? — a? > 0. Tehtdvin yhtiloista
saadaan b + ¢ — a® = vw + vu — V2 + wu + wv — W? — ww — uw + u? =
u? —v? —w? +2vw =u? - (v—w)? = (u—v+w)(u+v—w). Koska u, v, w
ovat kolmion sivuja, kumpikin tulon tekija on positiivinen, ja siis cos A > 0.
Samoin nahd&an, ettd ABC:n muiden kulmien kosinit ovat positiivisia. Edel-
leen kosinilauseen perusteella

¥+ —a® (u+w—2v)(u+v—w)
2bc C 2VVw+ u— oo u v —w

1 u? — 02 —w? 4+ 2vw 1 02 + w? — u? 1
= =—\/1—— = —+/1 —cosU.
V2 20w V2 20w V2

Kun yhtiloketjun déripiit korotetaan toiseen potenssiin, saadaan 2 cos? A —
1 = —cosU eli (koska A on terdvé kulma) cos(24) = — cos U = cos(180°—U).
Siis U = 180° — 2A. Vastaavasti V = 180° — 2B ja U = 180° — 2C.

cos A =
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163. Kolmion ABC kulmat ovat a, 3 ja . Olkoon ZADB = §. Kolmioista
ABD ja ABC saadaan sinilauseen nojalla yhtalot

.« .«
b sing w5 c sing v SMG

. ) B ) ) — . .
w  siny’ w  siny w sing’ w  sing

Néin ollen
.92 .2 &
be —up S0 0 + sin 5

w? sin (3 siny

Osoitetaan, etta edellisen yhtélon oikea puoli = 1. Kun kéytetaén hyvaksi
relaatiota 1 —2sin® = cos 2z ja cos(3— ) — cos(f+) = 2sin Bsin v, saadaan
edelleen

bc — uv cosa — cos 26

w2 cos(B—7) —cos(B+7)

Kolmiosta ADC saadaan § = v + %, joten 20 = 2v 4+ a = 180° — B + v ja

cos26 = —cos(B — ). Liséksi cosa = cos(180° — (8 + 7)) = —cos(8 + 7).
Edellisen murtolausekkeen osoittaja ja nimittaja ovat samat, joten lauseke on
1.

164. Piirretaan ympyralle tangentti; olkoon sivuamispiste P. Valitaan tan-
gentilta pisteet A’ ja B’ niin, ettd P on janan A’B’ keskipiste. Piirretdin
nelio A’B'C'D’. Suorat PC' ja PD' leikkaavat ympyrdn myos pisteissa C' ja
D. Homotetia, jonka keskus on P ja jossa C’ kuvautuu C':ksi muuntaa nelion
A'B’C'D’ nelicksi ABCD. Pisteet A ja B ovat ympyran tangentilla ja C' ja
D ympyrén kehélld, joten ABCD on haluttu nelio.

165. Olkoot ympyroiden keskipisteet O; ja
0> ja olkoon P Oy:n kuva peilauksessa yli pis-
teen O7. Osoitetaan, ettd tehtévéssa tarkoi-
tettu mediaanisuora kulkee P:n kautta. Koska
POy on ki:n halkaisija, ZPBQOy on suora, jo-
ten PB on ky:n tangentti. Kun kuvio peilataan
yli suoran 0105, niin tangentti PB kuvautuu
myo6s ko:n tangentiksi PA. Kolmiot AO;10-
ja BO50O; ovat tasasivuisia, joten ZBOsA =
2-60° = 120°. Siis ZAPB = 60°. Koska PA
= PB, kolmio PAB on tasasivuinen. Kaikki kehdkulmat, joita vastaa jokin
janteistd AB, PA, PB ovat 60°:een kulmia. Siis /PLB = ZACL, joten
KC||PL. Vastaavasti ZPKA = 120° ja ZPLC = 180° — 60° = 120°, joten
PK||LC. Siis PLCK on suunnikas; koska suunnikkaan lévistajit puolittavat
toisensa, C'P kulkee K L:n keskipisteen M kautta eli on tehtavassa tarkastel-
tava kolmion C'K L mediaanisuora.
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166. a) 60° kierto pisteen A ympéri vasta-
paivdin muuntaa C:n Eksi ja F:n B:ksi. Ja-
nojen BE ja FC vilinen kulma on siis 60°.
Olkoon S naiden janojen leikkauspiste. Koska
/BSF = /BAF, pisteet B, S, A, F ovat sa-
malla ympyralla. Samoin perustein myos pis-
teet A, S, C, E ovat samalla ympyralla. Ke-
héakulmalauseen perusteella ZFSA = 60° ja
/ZASE = 60°. Mutta téstd seuraa, ettd
/CSB = 360° — 4 -60° = 120°. Naéin ol-
len my6s pisteet B, D, C, S ovat samalla ym-
pyralla. Edelleen kehdkulmalauseen nojalla
4ZBSD = /ZBCD = 60°, joten LASD =
3 -60° = 180°. Mutta tdma merkitsee sité,
ettd piste S on janalla AD, eli AD, BE, CF
kulkevat kaikki pisteen S kautta.

b) 60° kierto F'n ympéri vie B:n A:ksi ja BS:m suoralle DA (joka on 60°
kulmassa suoraan BS nahden). Siis S kuvautuu suoran DA pisteeksi 7.
Nyt SF = ST = SA+ AT = SA + SB. Vastaavasti SD = SB + SC
ja SE = SA + SA. Vaite saadaan, kun edelliset kolme yhtdlod lasketaan
puolittain yhteen.

167. Osoitetaan, ettd ABCD voidaan kuvata
A’'B’C’'D’:ksi kierrosta ja homotetiasta yhdis-
tetylla kuvauksella niin, ettad kierrolla ja ho-
motetialla on sama keskus O. Piste O py-
syy kuvauksessa paikallaan, joten sen taytyy
liittyad molemmissa kartoissa samaan maaston-
kohtaan. Pisteen O 10ytdmiseksi haetaan ensin
suorien AB ja A’B’ leikkauspiste P ja piirre-
tddn ympyrat pisteiden A, A’, P ja B, B', P
kautta. Olkoon O naiden ympyroéiden leikkaus-
piste. Nyt kehdkulmalauseen perusteella
/A'B'O = /PB'O = /PBO = /ABO ja /B'AO = /PA'O = ZOAB.
Kolmiot A’OB’ ja AOB ovat yhdenmuotoisia. Kierto O:n ympéari kulman
ZAOA’ verran muuntaa kolmion AOB kolmioksi A”OB”, jonka sivut ovat
kolmion A’OB’ suuntaiset ja O-keskinen homotetia vie kolmion A”OB" kol-
mioksi A’OB’.

2 b\ 2
168. Tiydennetiin nelioksi: 22 +y% +ax+by+c = (CC + g) + <y + 5) +

24 p? b
@t . Ympyran keskipiste on siis (xg, yo) = <_2 ——) ja sade r =

27 2
1
3V a? + b2 — 4c. — Yhtilo esittdd ympyrid vain, kun a? + 0% — 4¢ > 0.
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169. Kun z( # x1 ja yo # y1, ympyrén keskipisteen ja pisteen (z1, y1) kautta
kulkevan suoran yhtélo on

Téta suoraa vastaan kohtisuoran, pisteen (z1, y1) kautta kulkevan suoran yh-
talo on

eli 0 = (v1—0)(z — 1) +(y1—y0) (Y —y1) = (¥1 —20) (v — w0+ 20 —21) + (Y1 —
yo)(Y—yo+yo—y1) = (21—20)(x—20)+(¥1-%0) (¥ —y0) — (¥1—20)* = (y1—¥0)*.
Tehtavan viite saadaan, kun otetaan huomioon, ettd (x1, y1) on tehtdvan
ympyrin piste ja toteuttaa siis ehdon (z1 — z0)? + (y1 — y0)? = 2.

170. Voidaan olettaa, ettd P on origo ja suorat m ja n suorat ¢ = a ja
x = b. Kaksi P:n kautta kulkevaa suoraa ovat y = px ja y = gx. Niiden ja
suorien m ja n leikkauspisteet ovat A; = (a, pa), As = (a, qa), By = (b, pb)
ja By = (b, gb). Suorien A; By ja A By yhtélot ovat

gb — pa
b—a

b—
b qa(x—a).

(x_a)7 Yy —qa = b_a

y—pa=

Kun yhtéaloisté eliminoidaan y, saadaan suorien leikkauspisteen z-koordinaatille
yhtalo

— — — 2
U (g —p)a(b—a) :a+a(b a): ab'
qb —pa — pb+ qa a+b a+b
Koska x-koordinaatti eo riipu p:sta ja gq:sta, paatelldan, etta kaikki leikkaus-
2ab

pisteet ovat suoralla z = ; tama suora on m:n suuntainen.

+b
171. Voidaan olettaa, ettd O on origo, suora AB on z-akseli ja ympyréan side
on 1. Silloin A = (-1, 0), B = (1,0), C = (0, 1). Olkoon P = (a, b); koska

piste on ympyrilld, a? 4+ b?> = 1. Suoran C'P yhtild on
_b—1

y_l z,

a

1-b

joten piste ) on <O, ) Janan QB pituus on ¢ 4=

1-0 1-b
Suoran AP yhtalo on
b

T a +1
ja pisteen R y-koordinaatti eli janan QR pituus

y (z+1),

b a+1-b bla+1)—b* bla+l)—1+a*> b+a-—1

a+1 1-b  (a+1)(1-0) (a+1)(1—=b) — 1-b

janat QB ja QR ovat siis yhta pitkat.
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b
172. Olkoon A origo ja C' = (1, 0), B = (a, b), a > 0. Silloin D = <a )

272
2 b 2 b
jaE=(a+=(1—-a), =)= i, . Suoran AFE kulmakerroin on
3 3 3 3
b
_ .3 __b
b=ty =
3
Suoran DC' kulmakerroin on
b
-3 b
ko = = .
2 1— 2 2—a
2

Koska /BAE = ZADC, suorat AE ja DC muodostavat z-akseliin ndhden
saman kulman, mutta toinen on nouseva, toinen laskeva. Siis ko = —kq.

Téama merkitsee yhtaloa
b b
a—2 a+2
Jos b # 0, niin —2 = 2. Siis b = 0. Piste B on siis y-akselilla, joten /BAC on
suora kulma.

173. Kun tarkastelee kuviota, ja koska alkeisgeometriassa tarkastellaan suoria
ja ympyroita, tulee ounastelleeksi, ettd kysytty kayra olisi ympyran kaari.
Siksi valitaan nelion kérkipisteiksi A = (1,2), B = (-1, 2), C = (-1, 0)
ja D = (1,0). Suoran BD yhtdl6 on y = 1 — z. Olkoon X = (¢, 1 —t),
—1 <t <1. Silloin E = (¢, 2) ja F'= (1, 1 —t). Edelleen suorien CF' ja ED

yhtéalot ovat
1—1t -2

Ratkaistaan suorien leikkauspiste. Taksi saadaan

(P H2t+3 40—t [4-(1-1> 4(1-¢)
(x’y)_<t2—2t+5’t2—2t+5>_<4+(1—t)2’4+(1—t)2>'

y:

On helppo laskea, etti 22 4+y? = 1. Piste Y on siis ympyrilld, jonka halkaisija
on CD. Kun —1 <t < 1, = saa kaikki arvot vélilta [0, 1] ja y > 0. Y kulkee
siis mainitun ympyrén neljanneksen pisteestda D janan BD keskipisteeseen.

174. Valitaan piste Q origoksi ja sovitaan, etté pisteiden R, S, T paikkavek-
torit eli vektorit QR QS ja QT ovat 27, 25 ja 2t. plstelden A B,C,D,E,F

paikkavektoreiksi tulevat nyt 7, § +t, §, 7 + ¢, ¢, ¥ + . Nahdaan jokseen-
kin valittomasti, ettd janojen AB, C'D ja EF keskipisteen paikkavektori on

3 (7 + 5+1). Janat leikkaavat toisensa keskipisteisséin.



175. Valitaan origo O ja vektorit @ = 0_147 b= ,
— 1 — 1 - = — —_— —— 1
OM = §(a+5), ON = §(b+d) ja MN = ON — OM = 3
Oikeaksi todistettavan yhtalon vasen puoli on

AB?> 4+ BC?+CD?>+DA*=|b—a>+|é—b)* + |d — &@? + |d — @

— — —

=2(]@P + >+ e+ |d]>) —2@-b+b-c+&-d+d-a).

Yhtalon oikea puoli on

AC*+ BD? +4- MN? = 0= @+ |d— I + |(@+) - 5+ P
= (|l + [b]* + |&1* + |dI* — 26 - &= 2b-d) + [b+ d* + |a+ &> — 2(b+d) - (d+¢€)
= |a@” +[b]* + e +|d]* —26-&—2 5 d) + (1@ + B2 + |2 +|d]2 + 25~ d +2a - &)
*+

—2(@-b+b-+-d+d-@) = 2(|a* + b* +|@? +|d[*) = 2(@-b+b-é+ & d+d-a).

Yhtalo on siis tosi.
—_— = —_— - —_— =
176. Osoitetaan ensin, ettd AB - CD + BC - AD + AC - DB = 0. Néin on,
—_— = —_— —— —_— = — — — —_— ——

sillda AB-CD + BC - AD + AC - DB = AB - (—BC + BD) + BC - (AB +
— —s —— —_— s = = —— —— —_— = — ——
BD)+ AC-DB = (AB+ BC)-BD+ AC-DB = AC-BD — AC - BD = 0.
Jos vastakkaisten sarmien valinen kulma on «, niin pistetulon maaritelméan
perusteella (:AB-CD + BC - AD + AC - DB) cosa = 0. Ellei ole cosa = 0,
edelld sulkeissa olevista kolmesta tulosta jokin on yhtd suuri kuin kahden
muun summa. Olkoon esimerkiksi AB-CD = BC - AD + AC - DB. Silloin —

Ptolemaioksen lauseen mukaan — tetraedrin sarmat voitaisiin kaikki sijoittaa
tasoon niin, ettd ACBD olisi jannenelikulmio. Tédma4 ei ole mahdollista. Siis

.y
cosa = 0 ja a = 90°. Olkoon nyt D’ sellainen piste, etti AD’ = BD. Silloin

DD’ — 4AB. Nyt kolmiot ACD’ ja D'DC ovat suorakulmaisia. Pythagoraan
lauseen nojalla AC? + BD? = AC? + AD"? = OD"? = CD? + DD"”? =
AB? + CD?. Koska AC = BD ja AB = CD, on AB = AC. Vastaavasti
naytetadn, ettd AB = AD. Tetraedrin kaikki sdrmét ovat yhta pitkia, joten
tetraedri on sdannollinen.

177. Vektorit kolmion ABC karkiin origosta O eli pisteiden A, B, C' paik-
kavektorit olkoot 2d, 25 2¢. Kolmion sivujen kesklplstelden paikkavektorit
ovat s11101n a-+ b b + cjac+d. Kolmion keskljanat ovat mC =G+b— 2¢,
ma = b+c—2aJa my = c+a—2b Selvasti Mg + My + Me = 0. Vektorit
m,, My, m. muodostavat perikkiin sijoitettuna kolmion. Sijoitetaan tAmi

kolmio kolmioksi OP@ niin, ettd OP = ni, ja OQ = —ni.. Kolmion OPQ

sivujen keskipisteet ovat 57{6“ (m

Mg — M) ja —57{6. Sen keskijanat ovat

2
1 1
§(Wa —Me), —Ma—(—M.) ja —577_7?0 — T . Kun niihin sijoitetaan m ,:n ja
a
3 - 3 3 -
m .:n lausekkeet, saadaan keskijanoiksi Q(b —0), 5(6’— a) ja 5(&' —b). Mutta
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— —.

koska kolmion ABC sivut ovat 2(b—¢), 2(¢—a), 2(@—b), keskijanat ovat kukin

) alkuperéisen kolmion sivuista. Kolmiot ovat siis yhdenmuotoiset (sss).

179. Olkoon A =0, B =1 ja C' = z. Pisteesté C piirretty keskijana yhdistda
1 1
pisteet z ja —, joten sen keskipiste on D = 5% + 1 Puolisuoran AD ja suoran

BC leikkauspisteen ehto on

t<g+i> =1+u(z—-1),

missa t ja u ovat reaalilukuja. Yhtalo voidaan kirjoittaa muotoon
(2z+ 1)t —4(z—1)u =4.

Koska t ja u ovat reaalisia, toteutuu myo6s yhtalo
2z+ 1)t -4z - 1)u=4.

Kun yhtéloista eliminoidaan ¢, saadaan pienen algebrallisen pyorittelyn jal-
2

keen v = —. Taméi merkitsee sitéd, ettd tehtdvan leikkauspiste jakaa BC':n

suhteessa 2 : 1.

180. Sijoitetaan kolmion kompleksitasoon niin, ettd B =0, C = 2 ja A = 2z,
Imz > 0. Silloin N =1, sivujen AB ja AC keskipisteet z ja z + 1. Tasakylki-
sen suorakulmaisen kolmion korkeusjana on kannan puolikaan pituinen, joten
M=z+izjaP=z+1—i(z—1). Sis MN = z+iz—1ja PN =z —iz +i.
Mutta i(z — iz + i) = z + iz — 1. M N saadaan siis kiertdmalla PN:&4 90°,
joten PM N on tasakylkinen ja suorakulmainen kolmio.

181. Valitaan ympyrén siteeksi mukavuussyisti 2. Olkoon w = €*/3. Silloin
w3 =e™ = ~1jakoska w®+1=(w+1)(w? —w+1) =0, mutta w # —1,
niin w? = w — 1. Koska ympyrin siteen mittainen jinne vastaa 60° kaarta ja
w:lla kertominen 60° kiertoa, niin kuusikulmion kérjiksi voidaan valita A = 2,
B=2w, D=2z D =2wz, F=2wjaF =2ww. Sivujen BC, DFE ja FA
keskipisteet ovat P = w + 2z, Q = wz +w ja R = ww + 1. Kolmion PQR
sivuja QP ja QR vastaavat kompleksiluvut w42z —wz—w jaww+1—wz —w.
Mutta w(ww +1—wz —w) = (W? —wW)w+w—w?z = —w+ (1 —w)z+w. QP
saadaan siis QQ R:std 60° kierrolla. Tama osoittaa, ettd PQR on tasasivuinen
kolmio.

182. Sijoitetaan pisteet kompleksitasoon niin, ettd A =0, B=1, D = z ja
C =2 =z+a, missi Imz > 0jaa € R, a > 0. Olkoon w = €™/3. Sen
tasasivuisen kolmion, jonka kaksi karked ovat A ja D eli 0 ja z kolmas karki on
wz. Koska tamaé piste on sivulla BC, on z; = 1+t¢(wz—1) jollain reaaliluvulla
t. Mutta z — z; on reaalinen, joten z — 2y =Z —Z;. Siis 1 +t(wz — 1) — z =
1+ (t(wz—1)—Zeli

zZ—z

t= ——.
Wz — Wz
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Piste, joka on sen tasasivuisen kolmion kolmas karki, jonka kaksi karkea ovat
BjaCeliljazionl4w(z;—1)=1+tw(wz—1) =14tz —wt. Jotta tdma
piste olisi A:n ja D:n eli 0:n ja z:n kautta kulkevalla suoralla, sen on oltava
muotoa uz, missi u on reaalinen. Tama toteutuu, jos 1 — wt on z kerrottuna
reaaliluvulla. Mutta kun kaytetddn edella laskettua t:n lauseketta, saadaan
todella

WwZ —wz —wz+wz  2ilm(w)z

1—wt= = = liluku - 2.
w WZ — Wz 2iIm(w?) reaatiiiett - 2
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9 Kirjallisuutta

Matematiikkakilpailuihin suoraan johdattelevaa suomenkielista kirjallisuutta
ei juuri ole. Taméan kirjoittajan toimittamat tehtavakokoelmat Koululaisten
kansainvdliset matematiikkaolympialaiset (Kirjayhtyma 1974) ja Matematii-
kan olympiakirja (Weilin+Go66s 1995) siséltavat Kansainvélisten matematiik-
kaolympiadaisten ja Pohjoismaisen matematiikkakilpailun tehtavat ratkaisui-
neen vuoteen 1995 asti. Jalkimmaisesta 10ytyy myos suppea johdatus kilpai-
lumatematiikkaan.

Kilpailumatematiikkaa tukevaa teoriaa suomen kielelld 16ytyy kaikista vanhan
oppikoulun ajan geometrian oppikirjoista. Uudempi geometrian esitys on

Matti Lehtinen, Jorma Merikoski ja Timo Tossavainen: Johdatus ta-
sogeometriaan. WSOY 2007, ISBN 978-951-0-31232-2, 163 s.

Perustietoa logiikasta, joukoista, funktioista, induktiotodistuksesta ja kombi-
natoriikasta antaa

Jorma Merikoski, Ari Virtanen ja Pertti Koivisto: Johdatus diskreettiin
matematitkkaan. WSOY 2004, ISBN 951-0-29569-8, 188 s.

Lukuteorian tietoja lukion lukuteorian ja logiikan kurssia laajemmin ja varsin
luettavasti loytyy teoksesta

K. Vaisala Lukuteorian ja korkeamman algebran alkeet. Otava 1961, 232 s.

Internetista 10ytyy luonnollisesti erittain paljon kilpailumatematiikkaa ja teh-
tavanratkaisufoorumeita. Suomen matemaattisen yhdistyksen Valmennus-
jaoston verkkosivuilla

http://www.solmu.math.helsinki.fi/olympia
on runsaasti tata opasta taydentavaa suomenkielista aineistoa.

Englanninkielisté kilpailuvalmennuskirjallisuutta on runsaasti, seka tehtava-
kokoelmia ettéd varsinaisia kilpailumatematiikan oppaita. Naita julkaisevat
seka kaupalliset kustantajat etté aatteellisemmalta pohjalta lahtevat yhteisot
kuten Mathematical Association of America ja Australian Mathematics Trust.
Seuraavassa luettelossa on muutama hyva teos.

G. Polya: How to Solve It. Princeton University Press, 2. painos 1974. ISBN
0-691-02356-5. 253 s. Ongelmanratkaisukirjallisuuden klassikko. Esittelee
heuristisia tehtavanratkaisustrategioita.

Alexander Zawaira ja Gavin Hitchcock: A Primer for Mathematics Com-
petitions. Oxford University Press 2009. 344 s. ISBN 978-0-19-953988-8. Kil-
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pailumatematiikan oppikirjaksi kirjoitettu, melko alkeista lahteva teos. Kah-
deksan aihealoittain eriteltyé lukua. Harjoitusesimerkkeina paljon monivalin-
takilpailujen tehtavia. Tehtaviin on ratkaisut.

Paul Zeitz: The Art and Craft of Problem Solving. John Wiley & Sons,
2. painos 2007. ISBN 978-0-471-78901-7. 366 s. Ongelmanratkaisun strate-
giaa ja taktiikkaa, sitten aiheittain. Geometrian luku on otsikoitu Geometriaa
amerikkalaisille! Runsaasti tehtévid, mutta ilman ratkaisuja. Kirjoittaja kil-
paili ensimmaisessa Yhdysvaltain Kansainvalisiin matematiikkaolympialaisiin
osallistuneessa joukkueessa 1974 ja hén on osallistunut USA:n joukkueen val-
mentamiseen.

Arthur Engel: Problem-Solving Strategies. Springer 1997. ISBN 0-387-
98219-1. 403 s. Saksan matematiikkaolympiavalmennuksen yhteydessa synty-
nyt sangen kattava kilpailumatematiikan oppikirja. Tehtavanratkaisua aihea-
loittain ja strategioittain, esityksen yksityiskohtaisuus vaihtelee jonkin verran.
14 luvussa esitetadn 165 tehtavanratkaisuesimerkkia. Lisaksi yli 1100 tehta-
vad, ja (melkein) kaikkiin lyhyt ratkaisuviite.

Titu Andreescu ja Razvan Gelca: Mathematical Olympiad Challenges.
Birkh&user, 2. painos 2009. ISBN 978-0-8176-4528-1. 283 s. Kolme péaa-
lukua (geometria ja trigonometria, algebra ja analyysi, lukuteoria ja kom-
binatoriikka) jakautuvat kukin kymmeneen alalukuun, joissa esitelldén jokin
tehtavé- ja ratkaisuteema esimerkein ja harjoitustehtévin, joihin kaikkiin on
myos ratkaisut.

Steven G. Krantz: Techniques of Problem Solving. American Mathematical
Society 1997. ISBN 978-0-8218-0619-7. 465 s. Ei juuri pohjatietoja vaativa
kirja. Suuntautuu ns. ajanvietetehtaviin, mutta esittelee paljon kilpailutyyp-
pisidkin tehtévia. Amerikkalaisten oppikirjojen tapaan ratkaisut esitetdan
vain niille tehtaville, joiden jarjestysnumero on pariton.

Loren C. Larson: Problem-Solving through Problems. Springer 1983. ISBN
0-387-96171-2. 332 s. Ensimmaisessd luvussa esitelladan 12 heuristista peri-
aatetta, toisessa induktio ja laatikkoperiaate. Muut kuusi lukua perustuvat
eri aihealueisiin. Asian késittely perustuu ratkaistuihin esimerkkitehtaviin,
mutta kirjassa on runsaasti myo6s tehtavia, joiden ratkaiseminen jatetaan lu-
kijalle.

Razvan Gelca ja Titu Andreescu: Putnam and Beyond. Springer 2007.
ISBN 978-0-387-25765. 798 s. Vaikka teos liittyy ennen muuta yliopistojen
matematiikkakilpailuihin, vain lineaarialgebraa, abstraktia algebraa ja ana-
lyysia kasittelevat osiot menevat yli koululaiskilpailujen aihealueen. 935 rat-
kaistua harjoitustehtavaa.

Terence Tao: Solving Mathematical Problems. A Personal Perspective. Ox-
ford University Press 2006. ISBN 978-0-920561-5. 103 s. Nuorena matema-
tiikkaolympialaisissa menestyneen ja sittemmin matematiikan arvostetuim-
malla huomionosoituksella Fieldsin mitalilla palkitun matemaatikon nuoruu-
denteos. Ratkaisustrategioita ja esimerkkitehtavien ratkaisuja.
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Andy Liu: Hungarian Problem Book III. Mathematical Association of
America 2001. ISBN 0-88385-644-1. 142 s. Kirjan runkona ovat Unkarin
kuuluisan E6tvos—Kiurschak-matematiikkakilpailun tehtavéat vuosilta 192943,
mutta niita kasitellaan aihealoittain ja kuhunkin teemaan liittyy jakso seik-
kaperiista tehtavanratkaisuoppia.



