Lukuteoria-aiheisia kilpailuhenkisia tehtavia

1. Tutkimusretkelld 11 suomalaista ja n ruotsalaista tutkijaa poimivat eksootti-
sia sienif. Yhteens# he poimivat n? 4 9n — 2 sienti, ja he kaikki poimivat saman
verran sienid. Oliko tutkimusretkelld enemmén suomalaisia vai ruotsalaisia?

2. Olkoot n € Z, kappaletta kokonaislukuja sellaisia, ettd kun mitkd tahansa
n — 1 niistad kerrotaan keskendan, saadun tulon ja jiljelle jadvan luvun erotus on
jaollinen luvulla n. Osoita, ettd lukujen nelididen summa on jaollinen luvulla n.

3. Olkoot a, b, ¢ ja d kokonaislukuja, joille ad — bc > 1. Osoita, ettd ainakin
yksi luvuista a, b, ¢ ja d ei ole jaollinen luvulla ad — bc.

4. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luvut 12n 4+ 5 ja 9n + 4 ovat yhteisteki-
jattomia.
5. Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja, ja olkoon m pariton. Osoita, etté

luvut 2™ — 1 ja 2™ 4 1 ovat yhteistekijattomia.

6. Olkoot m, n ja k positiivisia kokonaislukuja siten, ettd lukujen m + k ja m
pienin yhteinen jaettava on yhtéa suuri kuin lukujen n + k£ ja n pienin yhteinen
jaettava. Osoita, ettd on oltava m = n.

7. Osoita, ettd on olemassa dérettoman monta paritonta lukua m, joille luku
8™ + 9m? on yhdistetty luku.

8. Olkoot a, b, ¢ ja d kokonaislukuja, joillea > b >c>d >0 ja
a’?+ac—c® =b>+bd — d°.
Osoita, ettd luku ab + cd ei voi olle alkuluku.

9. Olkoot positiivisten kokonaislukujen a, b ja ¢ suurin yhteinen tekija 1, ja

oletetaan, ettd a # b ja
ab

a—>

=c.
Osoita, ettd a — b on nelidluku.

10. Todista, ettei neljan perédkkiisen posiitivisen kokonaisluvun tulo voi olla
neliéluku.

11. Etsi kaikki kokonaisluvut, jotka voi esittdd kahden nelicluvun erotuksena.

12. Etsi kaikki yhtéloparin

rT+y+z=3,
a3yt 42 =3,
kokonaislukuratkaisut.

13. Olkoot m ja mn yhteistekijattomia positiivisia kokonaislukuja. Osoita, etté
m jakaa binomikertoimen (m+:_1).

14. Osoita, ettd positiivinen kokonaisluku n > 1 voidaan kirjoittaa (vihintdén
kahden) perakkiisten positiivisten kokonaislukujen summana jos ja vain jos n
ei ole luvun kaksi potenssi.



15. Osoita, ettd jokainen positiivinen kokonaisluku n voidaan kirjoittaa muo-
dossa a — b, missd a ja b ovat sellaisia positiivisia kokonaislukuja, ettd niilla
kummallakin on yhta suuri mééra erilaisia alkulukutekijoita.

16. Osoita, ettd yhtdlolla x! - y! = 2! on ddrettémén monta ratkaisua, missé x,
y ja z ovat positiivisia kokonaislukuja ja z < y < z.

17. Osoita, ettéd jokaisella kokonaisluvulla n > 2 on olemassa n eri positiivista
kokonaislukua ai, ag, ..., a, joille (a;—a;) | (a;+a;) kaikilla i, j € {1,2,...,n},
joilla 4 £ 7.

18. Etsi kaikki posiitiviset kokonaisluvut n, joille mikad tahansa n-numeroinen
luku, jossa 1 esiintyy n — 1 kertaa ja 7 yhden kerran, on alkuluku.

19. Olkoot a, m ja p kokonaislukuja siten, ettd a > 2, m > 1 ja, ettd p on
alkuluku. Oletetaan, etté sekii a™ = 1 (mod p) ettd a?~! =1 (mod p?). Osoita,
ettd a™ =1 (mod p?).

20. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd Fibonaccin lukujen jonos-
sal,1,2,3,5,8,... ensimmiisten m? luvun joukossa jokin on jaollinen luvulla
m.

21. Olkoon p pariton alkuluku ja p > 3, ja olkoon n = (227 —1)/3. Osoita, etti
2=l =1 (mod n).

22. Olkoon z positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd on olemassa = perakkiista
kokonaislukua, joista mikaan ei ole alkuluvun potenssi.

23. Olkoon k ei-negatiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd luvun 22" 41 jokainen
tekiji on = 1 (mod 2F*1).

24. Osoita, ettd milld tahansa positiivisella kokonaisluvulla k 16ytyy positiivinen
kokonaisluku n, jolle 2% | (3" + 5).

25. Osoita, ettei Diofantoksen yht&alolla

x? 4 3xy — 2y = 122
ole kokonaislukuratkaisuita.
26. Etsi kaikki posiitiviset kokonaisluvut m ja n, joille [12™ — 5| = 7.
27. Etsi kaikki alkuluvut p, joille 2P 4+ 3P on kokonaisluvun potenssi.
28. Osoita, ettd Diofantoksen yht&lon

5 —3Y =2

ainoa kokonaislukuratkaisu on x =y = 1.

29. Olkoon a kokonaisluku, jolle a > 3. Todista, ettd on olemassa dérettomén
monta posiitivista kokonaislukua n, joille ¢ =1 (mod n).

30. Olkoot nq, ..., nj positiivisia kokonaislukuja, joille
ny | (2" —=1), no| (2™ —=1), ..., ni|(2™-1).
Osoita, ettd ny =ng = ... =np = 1.

31. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joille a?b | (a® + b%). Osoita, etti a = b.



Vihjeita lukuteoria-aiheisiin kilpailuhenkisiin tehtéviin

Vihje 1. Sienestdjien lukumaéérs jakaa keréttyjen sienien lukumé&arén. Toisaalta, mo-
lemmat lukumaérat ovat polynomeja, ja kun suoritetaan polynomien jakolasku, sie-
nestéjien lukuméaran on jaettava jakojadnnos.

Vihje 2. Téssd on hyvd tarkastella lukuja modulo n, jolloin osoittautuu, etté kaikki
neliot ovat keskendén kongruentteja.

Vihje 3. Mita tapahtuu, jos tekee vastaoletuksen, ettd D = ad — bc jakaa jokaisen
luvuista a, b, ¢ ja d, ja sitten tarkastelee lausekkeen ad — bc jaollisuutta luvulla D?

Vihje 4. Kokonaisluvut a ja b ovat varmasti yhteistekijattémié, jos ar + by = 1
joillakin kokonaisluvuilla z ja y.

Vihje 5. Oleta, ettd luvuilla on jokin yhteinen alkulukutekija p. Mita kyseiset luvun
2 potenssit ovat silloin modulo p? Mité voit silloin péételld niiden eksponenteista?

Vihje 6. Téssd on hyodyllistd muistaa, ettd (a,b)[a,b] = ab. Mitd tapahtuisi, jos
tietdisit, ettd (m,k) = (n,k)? Oleta sitten vaikkapa, ettad jollakin alkuluvulla p ja
jollakin @ € Z4 pétee p® | (m, k) mutta p® 1 (n, k). Nyt voit yrittdd esim. paitelld,
ettd yhteistekijattomilla luvuilla (m + k)/(m, k) ja m/(m, k) olisi yhteinen tekija p.

Vihje 7. Voitko valita luvun m &éarettomén monella eri tavalla niin, ettd lausekkeen
8™ + 9m? molemmat termit ovat kuutiolukuja?

Vihje 8. Oleta, ettd p = ab + cd on alkuluku, ja eliminoi sitten luvun p avulla a
tehtdvanannon yhtélostéd, jolloin jiljelle pitéisi jaada

p(p—2cd +be) = (b° + %) (b* + bd — d?)

ja nyt luvun p on jaettava ainakin toinen oikean puolen tekijoistd. Molempien vaih-
toehtojen pitéisi johtaa jotenkin ristiriitaan.

Vihje 9. Osoittautuu, ettd a —b = (a,b)?. Kirjoita a = A - (a,b) ja b= B (a,b). Nyt
yht#losti seuraa toisaalta, ettd (a,b)? | (a — b) ja toisaalta, ettd (A — B) | (a,b).

Vihje 10. Voit vaikkapa verrata neljan perédkkiisen positiivisen kokonaisluvun tuloa
n(n +1)(n 4+ 2)(n + 3) neliéén (n? + 3n + 1)2.

Vihje 11. Tarkastele lukujen esitystd muodossa (a+b)(a—b), ja tarkastele eri tilanteita
sen mukaan, mitd luku on modulo 4.

Vihje 12. Eliminoi z jalkimmaisestd yhtélosté. Silloin jéljelle jaa yhtélo, jonka pitéisi
sieventyd muotoon

(3—2)(3x+3y —zy —y°) =8.
Erityisesti, luku 3 — = on luvun 8 tekija.

Vihje 13. Tunnetusti (mt:”*l) = ("”L”) — ("”L"*l), Mita téasta seuraa, kun binomi-

n n—1
kertoimet kirjoittaa kertomien avulla?

Vihje 14. Oleta, etta luku n voidaan kirjoittaa muodossa m+ (m+1)+...+(m+k).
Totea, ettd silloin myds 2n = (2m+k)(k+1), ja paattele tasté, ettd luvulla n on oltava
pariton alkulukutekija. Kirjoita sitten n = 2%(2t 4 1), ja kéisittele erikseen tapaukset
t>2%jat < 2%

Vihje 15. Kaésittele erikseen tapaukset, missd n on parillinen ja missd n on pari-
ton. Edellinen osoittautuu helpommaksi. Jalkimmaisessa tarkastele pienintd paritonta
alkulukua p, joka ei jaa lukua n, ja kirjoita n = pn — (p — 1)n.



Vihje 16. Loydatko yhtélolle ratkaisun, jos vaikkapa z = n! jollakin n € Z47

Vihje 17. Luvut voi konstruoida induktiolla. Tapaus n = 2 on helppo. Jos taas ai, ...,
an ovat halutunlaiset luvut jossakin tapauksessa, ota lukujen a; ja erotusten a; — aj;,
missd ¢ ja j kdyvét 1api kaikki luvut 1, ..., n ja i # j, pienin yhteinen jaettava L.
Millainen on silloin lukujoukko L, a1 + L, ..., a, + L?

Vihje 18. Halutunlaiset luvut ovat n = 1 ja n = 2. Kaisittele tapaus 3 | n erik-
seen. Oleta sitten, ettd 3 { n. Tarkastele eri tapauksia n modulo 6, ja tarkastele itse
alkulukuja modulo 7. Naistd tarkasteluista voi paatella, ettd on oltava n < 5.

Vihje 19. Totea, etta aP~m =1 (mod ]72)7 ja totea esim. binomikaavalla, ettd myGs
a®™ =1 (mod p?).

Vihje 20. Tarkastele jonoa modulo m, totea, etté kaksi perdkkiisté arvoa madradvit
kaikki seuraavat arvot, ja ettd jonon téaytyy olla jaksollinen modulo m. Kuinka pitka
jakso voisi olla?

Vihje 21. Totea, ettd 227 = 1 (mod n), jolloin riitté#4 osoittaa, ettd 2p | (n — 1).

Vihje 22. Olkoot p1 < p2 < ... < p2, alkulukuja. Kiinalaisella jadnnoslauseella voi
konstruoida luvun n, jolla luvulla n 4+ 1 on ainakin jotkin tietyt alkulukutekijat p; ja
p2, luvulla n 42 on ainakin tietyt alkulukutekijit ps ja pa, ja niin edelleen aina lukuun
n + z saakka.

Vihje 23. Riittid todistaa viite alkulukutekijéille p | (22 +1). Totea, ettd 22° = —1
(mod p), ja etta 92" = (mod p), ja paittele tistd, ettd pienimmén a € Z4, jolle
2% = 1 (mod p), taytyy olla luvun kaksi potenssi, ja edelleen, etta itse asiassa on
oltava a = 281,

Vihje 24. Viitteen voi todistaa induktiolla eksponentin k suhteen. Tapaukset k €
{1,2, 3} ovat helppoja. Kun k > 3, voi olettaa, etté jollakin n pitee 3" +5 = 2F A, missd
A € Z4. Kasittele ensin parillisen luvun A tapaus. Oleta sitten, ettd A on pariton,
ja tarkastele lukua 3"T® + 5 modulo 2¥*!. Osoittautuu, etti tehtivi palautuu siihen,
16ytyyko eksponenttia a € Z, jolle patee 3% = 28 + 1 (mod 2*+1).

Vihje 25. Jos yhtélon kertoo puolittain luvulla nelja, niin siitd voi erottaa nelion
(2 + 3y)?. Nyt yhtlos voi esimerkiksi tarkastella modulo 17.

Vihje 26. Tarkastele yhtdlod ensin modulo 4, ja totea, ettd 12™ — 5" # —7. Siirry
sitten tarkastelemaan yhtédléa 12™ — 5" = 7, ja totea, etti m = n = 1 on ratkaisu.
Oleta sitten, ettd m > 1, tarkastele yhtdl6d modulo 3, ja totea, ettd n on pariton, ja
tarkastele yht&loa lopuksi modulo 8.

Vihje 27. Tapaukset, missd p < 5 on helppo kiyda lapi. Oletetaan siis, ettd p > 5.
Osoita, ettd 2P + 37 on jaollinen luvulla 5, mutta ei luvulla 5% esim. kirjoittamalla
3=5-2.

Vihje 28. Oleta, ettd y > 1. Tarkastele yhtdl6d modulo 4, ja totea, ettd luvun y
on oltava pariton. Tarkastele yhtialod sitten modulo 9, ja totea, ettd z = 5 (mod 6).
Lopuksi, tarkastele yhtal6d modulo 7.

Vihje 29. Tarkastele jotakin luvun a — 1 alkulukutekijaa p, jolloin o = a = 1
2 3
(mod p). Mité voit nyt sanoa potensseista a* , a? , ... 7

Vihje 30. Olkoon D lukujen ni, ..., ni pienin yhteinen jaettava. Padttele, ettd
2P =1 (mod n;) kaikilla i € {1,...,k}, jolloin myds 2” = 1 (mod D). Osoita lo-
puksi, ettd téstd seuraa, ettd D = 1 (esim. tarkastelemalla luvun D jotakin paritonta
alkulukutekijia p).

Vihje 31. Todista, ettd = a/b ratkaisee yhtalon 2% —ma?+1 =0 jollakin m € Z,,
ja tarkastele sitten tdméan yhtalon rationaalisia juuria.



