Tehtévid epayhtiloista

Tehtavia nelididen ei-negatiivisuudesta

1. Olkoon a € R. Osoita, etté 402 > 4a — 1.

Ratkaisu. 402 > 4a — 1 <= (2a)? —2-2a-1+ 12> 0 < (2a — 1)? > 0.
2. Olkoot a,b, c € R. Osoita, ettd a® 4+ b? + ¢ > ab + bc + ca.

Ratkaisu. Kerrotaan molemmat puolet kahdella:

a2+ +c >ab+bc+ca
=202 + 20 + 2¢2 > 2ab + 2bc + 2ca
—=a® —2ab+ V> +b* —2bc+c* 4+ —2ca+a* >0
= (a—-b2+b-c)+(c—a)*=0.

3. Osoita, etti kaikilla z € R on cos? z + sin* z > %

DN =

1 1 1
Ratkaisu. cos* z +sin*z = 3 ((0052 x + sin® x)2 + (cos2 x — sin® x)Q) = 3 + 5 cos? 2z >

4. Olkoot a, b, ¢ ja d reaalilukuja. Osoita, etti

ab4cd < Va2 +c2\Vb? + d2.

Milloin t#ssi epéayhtilossé vallitsee yhtdsuuruus?

Ratkaisu. Jos ab + c¢d < 0, niin triviaalisti ab + cd < Va2 + c2v/b? + d2. Oletetaan siis, ettd
ab+ cd > 0. Télloin voidaan padtella:

ab+cd < Va2 +c2\V/b? +d?
<= (ab+ cd)* < (a* + ) (b? + d*)
a2 + A2d? + 2abed < a?V? + a?d® + A + Ad?
«=2abed < a?d? + Ab?
<=0 < (ad — be)?.

Haluttu epdyhtélo on todistettu oikeaksi. Yhtasuuruus pétee tdsmélleen silloin kun ab+cd > 0 ja
ad = be.

5. Olkoot a, b, ¢ ja d reaalilukuja. Osoita, ettéd pienin luvuista
a—b%,b—c?,c—d? ja d—a®

1

on pienempi tai yhtd suuri kuin

Ratkaisu. Tehdédin se vastaoletus, ettd kyseiset luvut olisivat kaikki suurempia kuin i. Télloin
olisi R
_ b2 b— 2 _ d2 d— 2 - - - -
a +bo—c +c + a>4+4+4+4,
eli

1 1 1 1
0>a>—a+-+b—b+-+c—c+-+d*—d+-
>a a+4+ +4+c c+4+ +4

) ) ) )

mik& on ristiriita, silld reaalilukujen nelididen summa ei koskaan voi olla negatiivinen.



6. Etsi kaikki ne reaalilukuviisikot (z,y,u, v, w), joille

v +u+0?+w? =4 -1,
22+ ul 0P+ w? =4y —1,
22+ y? + o2 +w? =4u—1,
2?2 +y? +u +w? =40 -1,
224+ +ul+ o =4dw—1.

Ratkaisu. Laskemalla puolittain yhteen ndmé yhtélot ndhddén, ettd halutunlaiset reaalilukuvii-
sikot toteuttavat yhtalon

4 4 4y? + 4P 40P+ dw? = do Ay FAutdvHdw—1-1-1-1-1,
eli on oltava
4a? — 4z 41+ 4y° —dy+1 + 4u® —du+1 + 40® —4v+1 + dw? —4w+1 = 0,

tai yhtépitivisti (22—1)24(2y—1)2+(2u—1)2+(2v—1)?+(2w—1)?>=0, eli

v — 1

=y=us=v=w=g.

Tamé reaalilukuviisikko on siis ainoa mahdollinen ratkaisu. Toisaalta se selvésti on ratkaisu, silla
4-(%)2=1=4-%—1.

7. Madritd yhtilon 28 —27+225 —22° +32* — 323 +42% — 42 + % = 0 reaalisten juurien lukumééra.

Ratkaisu. Kun z > 1 tai z < 0, on varmasti

28— 2" 4225 — 2254 32 —32° +42® — 4 + g >0+0+0+0+ g >0,

eli mahdolliset ratkaisut 16ytyvit vililtd )0, 1[. Olkoon x € 0, 1[. Tilloin varmasti 2 + 224 + 322 +
4<10ja0>a? —z>—1, eli
1

28— 274228 —20° + 321 —32% + 422 — 4o = (254221 + 327 +4) (2® —x) > 10- (—4) =-3
eli ratkaisuita ei 16ydy myoskéén vililtéd |0, 1]. Siis tarkasteltavalla yhtélsllé ei ole reaalisia ratkai-
suita.
Tehtivia aritmeettis-geometrisesta epiayhtialosta
8. Olkoon a € R,. Osoita, ettd a? + a% > 2. Milloin t#ssi epéyhtilossé vallitsee yhtdsuuruus?

Ratkaisu. Aritmeettis-geometrisen epiyhtilon nojalla

1 a’+ % 1
2 a?
a+7a272' 5 >2- a2.7a272’

2

missd yhtdsuuruus péatee tdsmaélleen silloin, kun a* = eli kun a = 1.

?7
9. Olkoot a ja b ei-negatiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd a + 4b > 4V ab.

Ratkaisu. Aritmeettis-geometrisen epdyhtdlon nojalla

a-+4b>2-Va-4b = 4Vab.

1 1
10. Olkoot a,b € Ry. Osoita, ettd (a + b) ( + b) > 4.
a



Ratkaisu. Kayttamélla aritmeettis-geometrista epayhtalod kumpaankin multiplikandiin erikseen,

saadaan m+w< ) 2¢b2¢

11. Osoita, ettd jos « on terdvé kulma, niin
tana + cot a > 2.
Ratkaisu. Aritmeettis-geometrinen epdyhtilo antaa suoraan

sin o CcoS (v sina  cos
> 2 .

COS sSin o« CoOsx S

tana + cot a =

12. Osoita, etté jos a,b,c € R4, niin
(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Ratkaisu. Kéayttdmalld aritmeettis-geometrista epdyhtalod jokaiseen todistettavan epayhtélon va-
semman puolen multiplikandiin erikseen saadaan

(a+b)(b+¢)(c+a) = 2Vab - 2Vbe - 2v/ca = 8abe.
13. Osoita, etté jokaisella kokonaisluvulla n > 1 on
1-3-5-...-2n—1) <n®

Ratkaisu. Suoraan aritmeettis-geometrisen epéayhtélon nojalla

B n 2\ "
1'3.5.'”'(%1)<<1+:>>+5+...4(2n1)) <n> .
n n

Tésséd yhtdsuuruus ei voi pated, silld ei voiollal=3=5=...=2n—1.
3

14. Olkoot z,y,z € Ry. Osoita, ettd yryz > +——7
Tyt

Ratkaisu. Aritmeettis-geometrisen epdyhtilon nojalla

syt T 111
3 "V oy 2z Yryz

Haluttu tulos saadaan korottamalla tédssé epayhtédlon molemmat puolet potenssiin —1.

15. Olkoot a, b, c € Ry. Osoita, ettd

ab—l—l;c—i—ca > abe.

Ratkaisu. Aritmeettis-geometrisen epiyhtilon nojalla

Hab—kbc—&—ca Vab - be - ca = Vabe.

16. Olkoot a,b € R, jan € Z, . Osoita, etti "Vab" < aﬂ*—flb.

Ratkaisu. Aritmeettis-geometrisen epiyhtdlon nojalla

a—i—nb: a+b+b++b> n+mz H+W.
n+1 n+1




17. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, ettéd

9 < 1 n 1 n 1
2a+b+c) “a+b b+c c+a

Ratkaisu. Suoraan aritmeettis-harmonisen epédyhtélon nojalla

1 1 1 9 9

> .
a+b+b+c+c+a (a+b)+(b+c)+(c+a) 2(a+b+c)

18. Pisteet M ja N sijaitsevat kolmion AABC sivulla BC siten, etté BAM = CAN. Osoita, ettd

MB  NB _ _AB
= ety
MC T NC T TAC

Ratkaisu. Kéytetdan aluksi aritmeettis-geometrista ja sitten erilaisia geometrisia identiteetteja:
MB_’_NB>2 |MB NB_2 | NAMB| | A ANB|
MC = NC~ "V MC NC “\[|AAMC| |AANC|

L. AM - AB-sin BAM -} - AN - AB -sin (BAM + MAN)

:2 — — —
L+ AM - AC -sin (MAN + CAN) -} - AN - AC -sin CAN

_ g, jAB2 _,AB

~*ViAer T fac

missi | A XY Z| tarkoittaa kolmion AXY Z pinta-alaa.

19. a) Etsi rationaalilukukertoiminen kolmen muuttujan z, y ja z polynomi Q(z,y, z), jolle
By 428 =By = (x+y+ 2)Q(x,y, 2).
b) Osoita, ettd jos a, b ja ¢ ovat positiivisia reaalilukuja, niin

a+b+c> 3

> Vabe.
3

Milloin téssd epayhtilossa vallitsee yhtdsuuruus?
Ratkaisu. a) Polynomi Q(z,y,2) = 2?+y?+22 —azy—yz—z2z = 1 ((z—y)*+(y—2)*+(2—2)?)
kelpaa:

(x4yt2) (2 +y° + 22—y —yz—z22) = 2> +ay® +a2® — 2’y —ayz —a’ 2+ 2y +y°

+y22—ny—yQ,z—xyz—i—xQz—i—yzz—i—zs—myz—yzg—xZQ =23+ y3 + 23— 3xyz.

b) Koska a > 0, b > 0jac >0, on ¢a > 0, Vb > 0 ja ¢/c > 0. Siispi sijoittamalla a)-kohdassa
saatuun yht#loon z = a, y = Vb ja z = {/c, saadaan:

. 1
a+b+c—3Vabe = 2343 4+2° —3xyz = (x+y+2) - 3 (z—y)*+(y—2)>+(z—2)%) > 0.

Koska z+y+2z > 0, esiintyy yhtdsuuruus tdsmélleen silloin kun lukujen x—vy, y—z ja z—x nelict
hividvit, eli kun x = y = 2. Siis
a+b+c
a0t Yabe,
3
missd yhtdsuuruus esiintyy vain kun a = b = c.

20. Olkoot a,b € Ry sellaisia, ettd a + b = 1. Osoita, etté

1\? 1\?_ 25
- b+ - ) > 22,
<a+a>+<+b> 5



Ratkaisu. Koska mielivaltaisille positiivisille reaaliluvuille = ja y on z? + y? > 2xy, on oltava
myos 2(z? +42) = 2% + y? + 22y = (v +y)?, eli

(z+y)*

2 2
=
oty 5

Sijoittamalla tahanx:a+%jay:b+%,Saadaan
R RO S R N ST NS N AN
“ a b 2 “ a b) 2 a b
2

2
b> L B+2? %

WV

1 a
2(1+1+1++

b a 2 2"

21. a) Olkoot a,b,c € Ry sellaisia, ettd a + b+ ¢ > 3. Onko tilloin valttdmatta

1 1 1

-+ -+ -<37

a b ¢
b) Olkoot a, b, c € Ry sellaisia, ettd a + b+ ¢ < 3. Onko tdlloin valttaméatta

1 1 1

-+ —-+-2=237

a b ¢

Ratkaisu. a) Ei. Nimittédin jos vaikkapa a = b = 2 ja ¢ =
kuitenkin%+%+%=%+%+3=4>3.
b) Kylla on. Nimittédin aritmeettis-harmonisesta epayhtédlosta seuraa, ettéd

L1l 9 9
a b ¢  a+b+ec” 3

22. Olkoot a, b ja c reaalilukuja, joille @ > b > ¢ > 0. Osoita, ettd

%, niin a+b+c:4% > 3, mutta

c a—c+§>5
a—-b b—c ¢~ 7

Ratkaisu. Pilkotaan todistettavan epdyhtéalon vasemman puolen kaksi jalkimmaéista termié osiin
ja kaytetdan sopivasti aritmeettis-geometrista epayhtaloa:

c +a—c+b_ c +a—b+b—c+b—c+c
a—b b—c¢c ¢ a—b b—c b-—ec c c
-b b-— ) —-b b-—
=_¢ 4272, C+2>3</ € AT 2 9_342=5.
a—b b-—c c a—b b—c c
23. Olkoon n > 2 kokonaisluku ja olkoot ai,as,...,a, ei-negatiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd
a ar+ax+...+ap—1 n—1< ar+ax+...+ay "
" n—1 = n ’

Ratkaisu. Koska aritmeettis-geometrisen epéayhtélon nojalla jokaisella b € Ry on oltava

W<an+(n—l)b

n
on oltava myos

n—1
an<a1+a2+...+an_1> <
n—1

n n

(an-i-(n—l)'alﬂm:'iﬂln_l)n_ (al —|—a2+...+an>n

24. Olkoot z, y ja z sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd xyz = 32. Miké tdlloin on lausekkeen
2% 4 4xy + 4y? + 22?2 pienin mahdollinen arvo?

Ratkaisu. Kayttamaélla aritmeettis-geometrista epdyhtdlod saadaan alaraja

2% 4 day + 424222 = 2 + 2wy + 2xy 4+ 4y + 22 4 2% > 6922 2zy  2xy - dy? - 22 - 22
= 6¢/16(xyz)* = 6V/16 - 324 = 6vV/224 = 6 - 2* = 96.

Téssd alaraja voidaan saavuttaa vain silloin kun 22 = 2zy = 2zy = 4y? = 22 = 22, eli kun
xr = 2y = z. Lisdehdon zyz = 32 nojalla kyseinen alaraja saavutetaan siis tdsmélleen silloin kun
r=z=4jay=2.




Tehtivid suuruusjirjestysepiayhtilosta

25. Olkoot a, b, c € Ry. Osoita, etté:
a) a® —|—b3+c a’b + b%c + c*a.
b) a* +b* + ¢* >a2bc+b26a+c ab.
a+b+c 1 1 1
c) —— <

<5 +5+3
abe a? b 2
Ratkaisu. a) Olkoot luvut a,b,c missi tahansa suuruusjérjestyksessd. Talloin varmasti luvut
a?,b?,c? ovat myds samassa suuruusjirjestyksessi. Siispd suuruusjirjestysepayhtdlon nojalla
a?b+bc+Pa<a® a+b? b+ -c=a®+ b+ 8.

b) Misséd tahansa buuruusjéirjestyksesséi luvut a,b,c ikind ovatkaan, ovat luvut a2,b?,c? ja toi-
saalta luvut a2,b%, ¢3 samassa suuruusjirjestyksessd, ja luvut be, ca, ab taas vastakkaisessa suu-
ruusjéirjestyksessa. Nyt voidaan kayttda suuruusjirjestysepayhtaloa kahdesti, jolloin saadaan

a?be + bica+cPab<a?-ab+b -be+c?-ca=a® b+b-c+cS-a
<ada+bPb+Ec=at+ b+

¢) Suoraan suuruusjirjestysepiyhtilon nojalla

a-‘rb—l—c_l 1 1_1 1+1 1+1 1

abe T ab "bc'ca a b b c ¢ a
<1 1+1 1+1 1_1+1+1
“a a b b ¢ a? b2 2

26. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, etté:

a’ + b + ¢ S a+b+c < ab+ bc+ ca

2+2+” 3\ 3 ‘
Ratkaisu. Suuruusjirjestysepayhtélon nojalla a?b+b%c+c2a ja ac+b%a+ c?b ovat aina enintisin
yhti suuria kuin a® + b + ¢. Siispi

(a+b+c)(a® +b* + ) = (a® + 0> + ) + (a®b + bPc + c?a) + (a®c + b*a + c*b)
< (@40 + )+ (a® + 62+ )+ (a® +b° + ) = 3(a® + b* + &3).
Haluttu tulos seuraa tésti jakamalla puolittain luvuilla a® 4+ b% + ¢? ja 3.
Suuruusjirjestysepayhtalon nojalla a? + b2 4 ¢ > ab + be + ca. Siispé
(a+b4c)? =a* +b*+c* +2(ab + be + ca) > 3(ab + be + ca).
Haluttu tulos saadaan téstd ottamalla puolittain neliGjuuret ja jakamalla puolittain luvulla 3.

27. Olkoot a, b, c € R,. Osoita, ettéd

Ratkalsu Luvut a3, 0%, ¢® ja &, L, & ovat aina samassa suuruusjérjestyksessi. Toisaalta luvut

bc’ ca’ ab
a’,b?,c%ja 17 117, L ovat aina vastakkaisissa suuruusjirjestyksissi. Kayttamilld suuruusjirjestysepayhtalod

kahdebtl baadaan etti

a v S a® b P a® b 2 a? b A2
+—-t=2=+——F—=—=+—+—2= f—i-——i-——a—i—b—i-c
bc ca ab” ab bc  ca b c a b

28. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, ettd

a®+ 4+ 1 1 1
a3h3e3 T a b ¢



1 1 1
b3c3’ c3a3’ adbd
383 ovat aina vastakkaisissa suuruusjérjestyksissd, voidaan kayttas

c
suuruusjirjestysepiyhtilod kahdesti:

Ratkaisu. Koska luvut a°,b%, ¢ ja

1
,02 ja 3

ovat aina samassa suuruusjirjestyksessé, ja

koska luvut a2, b?

A+ o1 B 1 1
adb3cd @ b3e3 o cda3 T a3b3

29. Olkoot ai,as,as,... pareittain erisuuria positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettid jokaisella

n € Zy4 on
n n 1
Z% 225-
=1 =1

Ratkaisu. Olkoot by, bs, ..., b, luvut ay,as, ..., a, jirjestettyné kasvavaan jarjestykseen, eli siten,
ettd by < by < ... < by,. Koska luvut bq,bs,...,b, ovat positiivisia kokonaislukuja, on varmasti
b1 2 1,bs 22, ..., b, 2 n. Nyt suuruusjérjestysepayhtalon nojalla

30. Aritmeettis-geometrisen epdayhtilon todistaminen suurvusjirjestysepdyhtdilolld.

a) Olkoot 21, 29, ..., 2z, € Ry. Osoita, etti ¢) Olkoot g, x1,%2,...,2, € Ry. Osoita:
c c c c $+Q$ +ox3+...+p0xn 2N
242424+ GiTimg o, | O¥2 T om0ty > .
Cp, C1 Co Cn—1

d) Osoita lopuksi, etté

b) Olkoot y1, Y, . . ., yn € Ry. Osoita, etti
) oot Y1, Yo Yn +. Osoita, ettéd oyt Tot ...+

= Yrix9 Ty

n
Y1
—— + Y tys+... .ty 2 n.
Yiy2--Yn
Ratkaisu. a) Kun luvut ¢q,ca,. .., ¢, ovat jossakin suuruusjirjestyksessi, ovat luvut é, é, e

Ci varmasti vastakkaisessa suuruusjarjestyksessa. Téten suuruusjirjestysepayhtélon nojalla

c1 Co Cn 1 1 1 1 1 1
—+—+...+ =c-—+Cc-—+...+cy : . =
Cn C1 Cn—1 Cn C1 Cp—1 C1 C2 Cn

b) Viite seuraa a)-kohdan epéyhtilosti sijoituksilla
€1 =Y1,C2 = Y1Y2,C3 = Y1Y2Y3,- .-, Cn = Y1Y2 """ Yn.
¢) Viite seuraa b)-kohdan epéyhtilosti sijoituksilla
Y1 = 0%1,Y2 = 022,---,Yn = O0Tn.
d) Sijoittamalla ¢)-kohdan epéyhtidlson

1
Q = —mmme—e
n/x1x2 Xy
saadaan " . "
1 2 n
+ 4.+ —" >n,
‘il/xll‘2...xn {1/1‘1‘1:2-.-%‘” n xle.-.xn
eli




Tehtavia Cauchyn—Schwarzin epédyhtilosta

31. Olkoot ay,as,...,a, € R;. a) Osoita, etti

(3e) () >+

b) Osoita, ettaa1+a2+...+ané\/ﬁ\/a%—l—a%—&—...—i—a%.

Ratkaisu. a) Kiytetdin Cauchyn—Schwarzin epéyhtilod:

£)(52) (B2 -5

b) Kiytetiiin jilleen Cauchyn—Schwarzin epayhtiloa:
ai+as+...+a,=1-a1+1-as+...4+1-a,

g\/12+12+...+12\/a§+a§+...+a%:\/ﬁ\/a%+a§+...+a%.

32. Olkoot ai,as, ..., a, € R. Osoita, etti jos a; +as +...+a, = n, niin af + a3 +... +al >n.

Ratkaisu. Kiyttamélld kahdesti Cauchyn—Schwarzin epéiyhtilod kuten b)-kohdassa saadaan, etté

(a1+as+...4a,)? 2 2 2
(a%+a%+---+ai)2>(—l ) (5) e

=
n n n n

4 4 4
a;t+tay+...+a, = =n.

33. Olkoot ay,as,...,a, € R. Osoita, etté

ai+as+...+a, < \/f’/a%—i— vai+..+ \S/a%\/f/a‘ll—f— vas+ ...+ ak.

Ratkaisu. Riittdd kiyttad Cauchyn—Schwarzin epdyhtilod vain kerran:
ai+as+...+a, = Yar - y/a? + Yaz - \[di+ ...+ Jan - /a2

< \/\S/a% + /a3 + ...+ \S/a%\/f’/a‘ll—i— vas+ ...+ Vak.

34. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, etti

a? b> 2 b
+ L&y etote
b+c c+a a+b 2

Ratkaisu. Cauchyn—Schwarzin epéyht&lén nojalla

2
a / b / c
a? b2 c? (\/T +c b+c+7x/c+u c—l—a—i—\/? -w\/m)

brc cta axb” (b+c)+ (c+a)+ (a+0)
_(a+b+c)? a+b+ec
2(a+b+c) 2

35. Polynomin P kertoimet ovat positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd kaikilla positiivisilla reaa-
liluvuilla @ ja b pitee \/P(a)P(b) > P(Vab).

Ratkaisu. Timéi seuraa suoraan Cauchyn—Schwarzin epiyhtélosti. Nimittéin, jos P(x) = Y, cox?,
missé ¢y, ca,...,c, € Ry, niin




36. Olkoot a1, asg,...,an,b1,b2,...,b, € R, misséd n € Z, ja oletetaan, ettd a1 +as+ ...+ an =
a1b1 + asbs + ... + a,b,. Osoita, ettd talloin

a a
ag+as+...4+a, < —+——+...+

Ratkaisu. Kiytetdan Cauchyn—Schwarzin epayhtiloa:

a1 as an (a1 +az + ...+ a,)? >(a1+a2+...+an)2
bl b2 bn/a1b1+a2b2—|—...+anbn/ a; +as+...+an
=a;+as+...+ay.

37. Olkoot a,b,c,d € R,. Osoita, ettd vab + ved < y/(a + d)(b+ c).

Ratkaisu. Viite seuraa Cauchyn—Schwarzin epayhtalosta:

Vab+ed = va-Vb+ Vi ve <\ (va) + (V) (VB) + (Vo) = vVa T dvhTe.
38. Olkoot a,b,c € Ry. Osoita, ettd 9a2b%c® < (a2b + b%c + 2a) (ab? + be? + ca?).
Ratkaisu. Cauchyn-Schwarzin epéyhtilén nojalla
9a2b%¢> = (3abc)? = (avb - Ve + by/e - Vea+ eva - Jab)
< ((@vB)* + (0v0) + (eva)*) ((VBe)* + (Vo) + (Vab)?)
= (a®b+ b’c+ c*a) (bc® + ca® + ab®) .

39. Olkoot ay, ag, ..., an, b1, ba, ..., by (n € Z;) reaalilukuja. Osoita, etti

\/(a1+b1)2+...+(an+bn)2<\/a%+...+a%+\/b%+...+b3,

Ratkaisu. Nelidimilld molemmat puolet todistettava epidyhtilo (nimeltdén Minkowskin epédyhtéls)
saa muodon:

(a1 + b))+ . A (an+b)* <al4... a2+ +...+b2+2 a§+...+a§\/b%+...+b%,

miké pienen sieventdmisen jélkeen muuttuu tuttuun muotoon

a1b1+...+anbn<\/a%+...+a%\/b§+...+bg;

tdméhin on Cauchyn—Schwarzin epayhtalo.

40. Olkoot aj,as,...,an,b1,ba,...,b, € Ry, n € Z,. a) Osoita, ettd

\/a§+b%+\/a§+b§+...+\/a%+b%>\/(al+a2+...+an)2+(b1+b2+...+bn)2.

Ratkaisu. Osoitetaan véite induktiolla parametrin n € Z suhteen. Tapauksessa n = 1 viitetyssé
epayhtélossa vallitsee varmasti yhtdsuuruus ja asia on selvé. Oletetaan siis, etté viite pétee jollakin
n € Z. Olkoot ay,asg,...,ant1,01,b2,...,0,11 € Ry jotkin 2(n + 1) lukua. Tehdystéd induktio-
oletuksesta ja Minkowskyn epédyhtédlostéd seuraa, etta

\/a§+b§+ a3 +b3+...+ a2 +02 +\Jai  +02
>V(a+as+ ...+ an)2+ (b +ba+ ...+ by)2 4 /a2 g + b2,

>V(a1+as+ ...+ an+ani1)2+ 01 +ba+... by +byp1)2




41. Olkoot z, y ja z ei-negatiivisia reaalilukuja. a) Osoita, etti

(z+y+2)V2< V22 + 2 + VY2 + 22 + V22 +a

b) Oletetaan lisdksi, ettd xyz # 0. Osoita, ettd

1 1 1
2V3 < Va2 + 2+ 2% + Zteta
¢) Oletetaan lisdksi, ettd 0 <z <y<z. Osoita, ettd

ViE+ 22 <av2+/(y—2)2 + (2 - 2)%

Ratkaisu. Namé epéayhtalot seuraavat suoraan Minkowskyn epayhtalostés:

a) VaZ+y2+y2 422+ \/z2+x2>\/(x+y+2)2+(y+2+33)2

V2@ +y+2)2=(x+y+2)V2

/1 1\? 1\?
b) Var+y?+22+ —+— 2/\/ o:+ (y+y> +(z+z>
> /22 4+ 22 422 = 2V/3.

) VA= Ery Pt a P < VP P+ =P+ 2P
=2V2+/(y—2)? + (2 —2)

Sekalaisia epayhtilotehtavia

42. Olkoot a > b > 0. Osoita, ettd lukujen a + b ja a — b kdénteislukujen keskiarvo on suurempi
kuin luvun a k#énteisluku.

Ratkaisu. Lukujen a + b ja a — b kéénteislukujen keskiarvo on

1 1 n 1 1 a-bt+a+b  a 58
a+b a—-b) 2 (a+b)a—b) a2-b2" a2 a

2

43. Kumpi luvuista
1020()6+1 ) 1020()7+1

102007 11 % 702008 1 |

on suurempi?
Ratkaisu. Arvioidaan niiden lukujen erotusta:

102006+1 102007+1 _ 102006+2008+102008+102006+1_102007+2007_2 A 102007_1
10200741 10200841 (102007 1) (102008 4 1)
1020081102006 _9. 102007 12006, (10041 —20) 81102006

= = > 0.
(1020071 1) (102008 + 1) (102007 1) (102008 +1) ~ (102007 +1) (102008 4 1)

Siis ensimméinen luku on suurempi.

44. Olkoot a, b ja c sellaisia reaalilukuja, ettd abc = 1. Osoita, ettd enintdéin kaksi luvuista
1 1 1
2a——,2b—— ja 2¢——
b c a

voivat olla suurempia kuin yksi.



Ratkaisu. Tehd&dén se vastaoletus, ettéd kaikki kolme lukua olisivat suurempia kuin yksi. T&lloin

olisi:
(ga 1) <2b 1) <2cl> -1
b c a

1 1 1
<:>8abc—4(a+b+c)+2(a+b+c> —abc > 1

1 1 1
—2(a+b+c)— 54—5"‘1‘2 < 3.

Toisaalta olisi my6s

11 1 1 1 1
2(a+b+c)— Sty :2a—5+2b——+2c——>1+1+1:3,
a c c a

miké on ristiriidassa aiemman epéyhtélon kanssa.
45. a) Olkoot a > b > 1. Osoita, ettéd

SO

b a b
b) Olkoot a,b € R,. Osoita, etti a® + b3 > a?b + ab?.
¢) Olkoot 0 < a < b. Osoita, ettd

3a+b S +3b

Va Vb

Ratkaisu. a) Koska luvut ab ja a — 1 ovat positiivisia, saa niilld kertoa ja jakaa epéyhtilsita
puolittain. Téaten:

g+1>1+1<:>a2+b>a+ab
b a b ab ab

—=a—a>ab—-b<=ala—1)>bla—1)<=a>b.

—a’+b>a+ab

b) Symmetrian vuoksi voidaan olettaa, etti a > b. Koska tapauksessa a = b todistettavan
epiayhtilon molemmat puolet ovat yhtdsuuret, riittdéd todistaa véite vain tapauksessa a > b. Téssé
tapauksessa a — b > 0 ja voidaan padtella:

a® +b* > a’b+ ab® <= a® — a®b > ab® — b® <= a*(a —b) > (a — b)b* = a*® > V?,

misséd viimeinen epayhtélo tietenkin pétee.
c¢) Koska luku vab on positiivinen, voi silld kertoa epayhtilsitd puolittain. Tehddédn niin:

3a+b>a+3b Sa\fb+b\fb>a\/a+3b\/§

va T T Vab Vab
e (VB) ~3(VB) va+3vh(va)’ - (va)' > 0= (Vb va) >0

< 3avb+ bVb > ava + 3bv/a

Téssé viimeinen epéyhtélo péatee koska Vb > Va.

46. Etsi ne reaaliluvut x # 1, joille >1+z.

11—z
Ratkaisu. Tutkitaan ensin, 16ytyyko ratkaisuita x, joille x > 1. Kun = > 1, voidaan péétella:

Sltre=l<(l4+2)(l-2)<=1<1-2? <= 2%<0,

1—=2

ja selvistikdén tarkasteltava epayhtélo el voi ratketa. Halutuille ratkaisuille pétee siis, ettd = < 1.
T&lloin voidaan padtella:

1
1—>1+:c<:>1>(1+a:)(1—x)<:>1>1—x2<:>x2>0.
—x
Téassé viimeisin epayhtilo toteutuu tésmiilleen silloin kun x # 0. Siis ratkaisuiksi saadaan ne
reaaliluvut z, joille x # 0 ja x < 1, tai yhtépitévisti: € |—oo,0[U]0, 1].



47. Olkoot x > —1 reaaliluku ja n € Z,. Osoita, ettd 1 +nz < (1 + x)™.

Ratkaisu. Olkoon annettu kiinted x € [—1, oo[. Todistetaan viite induktiolla parametrin n € Z,
suhteen. Tapauksessa n = 1 viite yksinkertaistuu muotoon 1+ x < 1+ x, missé itse asiassa pétee
aina yhtdsuuruus, ja asia on selvé. Oletetaan, ettd 1 + nx < (1 + )™ jollakin n € Z,. Télloin

Q42" =Q4+2)"1+2)>Q+n2)14+2) =14+ 0+ Dz +nz* > 1+ (n+ 1)z,

ja nyt véite seuraa induktioperiaatteesta.

11 _3
+=+

48. Olkoot = > 1 reaaliluku. Osoita, ettd > —.
x—1 2z z+4+1 =

Ratkaisu. Viite seuraa suoraan havainnosta

1 1 r+1+x—1 2z 2x 2

m—1+33—|—1 (x—1D(z+1) 22-1" 22 =z

49. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, ettd

w

a n b n c S
b+c¢ c¢c+a a+b” 2

Ratkaisu. Kdyttamalld aritmeettisharmonista epayhtalod saadaan

a b c a+b+c a+b+c a+b+c
+ + = + -3
b+c c+a a—+b b+c c+a a+b
1 1 9

= b —-3> b -3

(a+ +C)<b+c+c+a+a+b) (a+ +C)b+c+c+a+a+b

9 9 3

= b — — —3==--3=-.

(a+b+ o) 2 2

50. Olkoot a, b, ¢ ja d sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd a + b+ ¢+ d = 4. Osoita, etti tialloin

Va+b+c+vVat+b+d+vVat+c+d+vVb+c+d>6.

Ratkaisu. Koska viilin |0, 1] reaaliluvuille = pétee aina v/x > x, voidaan arvioida:

Va+b+c+Va+b+d+vVat+c+d+Vb+c+d

_g \/a+b+c+\/a+b+d+\/a+c+d+\/b+c+d
- 4 4 4 4

s \/ a+b+c +\/ a+b+d +\/ a+c+d +\/ b+c+d
N a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

22( a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d >

a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+cH+d

'a+b+c+a+b+d+a+c+d+b+c+d72.3(a+b+c+d)
a+b+c+d a+b+c+d

=92 = 6.




