Tehtavia epayhtaloista

Tehtavia nelididen ei-negatiivisuudesta

1. Olkoon a € R. Osoita, etté 402 > 4a — 1.

2. Olkoot a,b,c € R. Osoita, ettd a® + b2 + c? > ab + bc + ca.
3. Osoita, etti kaikilla z € R on cos? z + sin* z > %

4. Olkoot a, b, ¢ ja d reaalilukuja. Osoita, etti

ab+4cd < Va2 +c2\Vb? + d2.

Milloin t#ssi epayhtilossé vallitsee yhtdsuuruus?
5. Olkoot a, b, ¢ ja d reaalilukuja. Osoita, ettéi pienin luvuista
a—b%,b—c?,c—d* ja d—a®

1

on pienempi tai yhtd suuri kuin 7

6. Etsi kaikki ne reaalilukuviisikot (x,y, u, v, w), joille

2 +ul+ol+w? =4 -1,
2w+t w?=4y—1,
22+ + 0?2 +w?=4u—1,
224+ el +w?=4v-1,
224+ +ul+ 0 =4w -1

7. Masrita yhtilon o8 —27 4225 — 2254+ 32* — 323 +42% — 42 + % = 0 reaalisten juurien lukuméaéra.

Tehtédvia aritmeettis-geometrisesta epayhtilosta

8. Olkoon a € R,. Osoita, ettd a? + a% > 2. Milloin tésséd epéyhtélossd vallitsee yhtédsuuruus?

9. Olkoot a ja b ei-negatiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd a + 4b > 4v/ab.

1 1
10. Olkoot a,b € Ry. Osoita, ettd (a + b) (a + b) > 4.

11. Osoita, etté jos o on terdvi kulma, niin
tan o + cot a > 2.
12. Osoita, etté jos a, b, c € Ry, niin
(a+b)(b+ c)(c+ a) > 8abe.

13. Osoita, etté jokaisella kokonaisluvulla n > 1 on

1-3-5-...-(2n—1) < n™
14. Olkoot x,y, 2 € Ry. Osoita, ettd {/ryz > +———7-
Ty Tz

15. Olkoot a, b, c € Ry. Osoita, ettd

ab+b30+ca > abe.

16. Olkoot a,b € R, jan € Z, . Osoita, etti "Vab™ < aﬂ*—flb.



17. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, ettéd

9 < 1 n 1 n 1
2@+b+c) a+b btc ct+a

18. Pisteet M ja N sijaitsevat kolmion AABC sivulla BC siten, etté BAM = CAN. Osoita, ettd

MB NB _ _AB
RS )
MC NC AC

19. a) Etsi rationaalilukukertoiminen kolmen muuttujan x, y ja z polynomi Q(z,y, z), jolle
2?4+ y° + 2% = Bayz = (x+y +2)Q(x,y, 2).
b) Osoita, etti jos a, b ja ¢ ovat positiivisia reaalilukuja, niin

a+b+c 5

3 > Vabe.

Milloin téssé epéiyhtélossa vallitsee yhtdsuuruus?

20. Olkoot a,b € Ry sellaisia, ettd a + b = 1. Osoita, ettéd

PRAR PR AN
LIPS b) T 27

21. a) Olkoot a,b,c € Ry sellaisia, ettd a + b+ ¢ > 3. Onko tilloin valttdmatta

—

1 1
—4+T+-<3?
a

(=)
o

b) Olkoot a, b, c € Ry sellaisia, ettd a + b+ ¢ < 3. Onko tilloin valttaméatta

22. Olkoot a, b ja c reaalilukuja, joille a > b > ¢ > 0. Osoita, ettd

c a—c n b S5
a—b b—c ¢~
23. Olkoon n > 2 kokonaisluku ja olkoot aq,as,...,a, ei-negatiivisia reaalilukuja. Osoita, etti
(a1+a2+...+an1>n1 (al—i—ag—f—...—l—an)n
A, < .
n—1 n

24. Olkoot z, y ja z sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd zyz = 32. Miké talloin on lausekkeen
2% 4 dzy + 4y? + 222 pienin mahdollinen arvo?

Tehtivid suuruusjirjestysepiayhtialosta

25. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, etti:
a) a® + b3 + 3 > a’b+ b%c + cta.
b) a* + b* + ¢* > abc + b3ca + c2ab.
a+b+c 1 1

1
LN g I
) abe aZ—i_bQ—i_c2

26. Olkoot a, b, c € R,. Osoita, etté:

a® + b+ 8 a+b+e ab + be + ca
= 2\/ .
a? + b2 + 2 3 3




27. Olkoot a, b, c € R,. Osoita, etté

a® A3
a+b+c< —+—+—.
bc  ca ab

28. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, ettd

a® + b + 8 1+1+1
a3h3e3 T a b ¢

29. Olkoot a1, as9,as,... pareittain erisuuria positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd jokaisella
n € Zy on
n n
ayp 1
2pzl
=1 =1

30. Aritmeettis-geometrisen epdayhtilon todistaminen suuruusjirjestysepdyhtdlolld.

a) Olkoot z1, 22,. .., 2, € R4. Osoita, ettd ¢) Olkoot g, x1,xa,...,x, € Ry. Osoita:
c c ¢ c e +or2+or3+...+ 0T 2N
22434 42 >n 0" T1Ty Ty 2 e ne
Cn, Cc1 C2 Cn—1

d) Osoita lopuksi, etté

b) Olkoot y1,¥2,...,yn € Ri. Osoita, ettd Tyt Tt .t

= Yx1To - Ty,

n
L+y2+y3+--~+yn = n.
Y1Yy2 - Yn
Tehtavia Cauchyn—Schwarzin epidyhtilosta
31. Olkoot aq,as,...,a, € R;. a) Osoita, etti
( ) ) ( »
>a) (La)s
k=1 =1
b) Osoita, etti a; +as + ... +a, < /ny/a3 +a3 + ... +a2.
32. Olkoot ai,as, ..., a, € R. Osoita, etti jos a; +as +...+a, = n, niin af +a3 +... +al >n.

33. Olkoot a1, aq,...,a, € R. Osoita, ettd

a1 +as+...+a, < \/\3/a§+ vaz+ ...+ Wa%\/f’/a‘llJr vas+ ...+ ak.

34. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, etta

2 2 2
a . b n c >a+b—|—c.
b+c c+a a+b 2

35. Polynomin P kertoimet ovat positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettid kaikilla positiivisilla reaa-

liluvuilla a ja b pétee \/P(a)P(b) > P(Vab).

36. Olkoot a1, as,...,a.bi,ba,...,b, € R, missd n € Z,, ja oletetaan, ettd a; +az + ... +a, >
a1b1 + a2b2 + ...+ anbn. Osoita, etti talloin

a
ag+ay+...4+a, < —+—+...+—.

37. Olkoot a,b,c,d € R,. Osoita, etti vab + ved < /(a+d)(b+ ¢).

38. Olkoot a,b,c € R,. Osoita, etti 9a%b?c? < (a2b +b%c+ c2a) (ab2 +bc? + ca2).



39. Olkoot ay, ag, ..., an, b1, ba, ..., by (n € Zy) reaalilukuja. Osoita, etti

\/(a1—|—b1)2—|—...+(an—|—bn)2§\/a%—k...—l—a%—i-\/b%—l-...—t—b%.

40. Olkoot a1, as,...,an,b1,ba,...,b, € Ry, n € Z,. a) Osoita, etti

\/a%+b%+\/a§+b§+...+\/a%+b%>\/(al+a2+...+an)2+(b1+b2+...+bn)2.

41. Olkoot z, y ja z ei-negatiivisia reaalilukuja. a) Osoita, etti

(z+y+2)V2Z< Va2 + 42 + VY2 + 22 + V22 +a

b) Oletetaan lisdksi, ettd xyz # 0. Osoita, ettd

T 1 1
2v3 < x2+y2+z2+,/ﬁ+ﬁ+z—2.

¢) Oletetaan lisdksi, ettd 0 <x <y<z. Osoita, ettd
V422 <av2 4+ (y —2)? + (2 — 2)2

Sekalaisia epdyhtélotehtivia

42. Olkoot a > b > 0. Osoita, ettd lukujen a + b ja a — b kddnteislukujen keskiarvo on suurempi
kuin luvun a kéanteisluku.

43. Kumpi luvuista
102006+1 ] 102007_,_1

102007 1 1 % 102008 1 |

on suurempi?

44. Olkoot a, b ja c sellaisia reaalilukuja, ettd abc = 1. Osoita, ettd enintdén kaksi luvuista

1 1. 1
2a——,2b—— ja 2¢——
b c a

voivat olla suurempia kuin yksi.
45. a) Olkoot a > b > 1. Osoita, ettd
a 1 _1
R
b) Olkoot a,b € R.. Osoita, etti a® + b > a?b + ab®. ¢) Olkoot 0 < a < b. Osoita, etti

3a+b a+3b
>

Vi T Vb

> 14z

1
46. Etsi ne reaaliluvut x # 1, joille T
—x

47. Olkoot x > —1 reaaliluku ja n € Z,. Osoita, ettd 1 +nz < (1 + )™

1 1 3
48. Olkoot x > 1 reaaliluku. Osoita, ettd + -+ > —.
z—1 =z x4+1 =
49. Olkoot a,b,c € R, . Osoita, etta
a b c o 3

brc c+a+ a+b” 2
50. Olkoot a, b, ¢ ja d sellaisia positiivisia reaalilukuja, ettd a + b+ ¢+ d = 4. Osoita, etta talloin

Va+b+ce+vVa+b+d+Va+c+d+vVb+c+d>6.



