Kansainvalisiin matematiikkaolympialaisiin ehdolla olleita teh-

tavia

Kansainvalisten matematiikkaolympialaisten tehtavat valitaan osallistujamaiden tekemien
ehdotusten joukosta. Kilpailun tuomaristo valitsee tehtavat ehdokkaista tehdyn esivalin-
nan kautta syntyneelta ”lyhyelta listalta”. Tassa tiedostossa on valikoima lyhyelle listalle
mutta ei kuitenkaan itse kilpailutehtaviin paatyneita ehdotuksia. Tehtavat on ryhmitelty
yleisesti kaytetyn jaon ”algebra — geometria — kombinatoriikka — lukuteoria” mukaisesti.
Ryhmittely on toisinaan aika mielivaltaista. Kunkin tehtavan jalkeinen sulkeissa oleva luku
ilmaisee vuoden, jonka olympialaisten ehdokkaisiin tehtava on kuulunut. Niihin muutamiin
tehtéviin, joiden numero on varustettu tahtoselld (*), 16ytyy ratkaisu eri tiedostosta.

IMQO-algebraa

1. Positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢ patee abc = 1. Todista, etta

ab n be n ca <1
a®+b4+ab O+ +be A+ad+ca

(96)
2. Reaalilukujono ag, ai, ao, ... maaritellaan rekursiivisesti asettamalla ag = —1 ja
" a
n—k
= 0,
P k+1

kun n > 1. Osoita, ettd a, > 0, kun n > 1. (06)

3. Madritad kaikki positiiviset kokonaisluvut k, joille seuraava viite patee: ”Jos F(x)
on kokonaislukukertoiminen polynomi, joka toteuttaa ehdon 0 < F(c¢) < k kaikilla
ce{0,1,..., k+1}, niin F(0)=F(1)=---=F(k+1).” (97)

4*. Reaaliluvuille a1 > as > - -+ > a,, patee
ay +ak+-+af >0

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k. Olkoon p = max{|a1], |az]|, ..., |an|}. Osoita, etté
p = ap ja etta
(r—a1)(x—az) - (x—a,) <z" —a?

kaikilla z > a;. (96)
5. Positiivisille reaaliluvuille a4, as, ..., a, patee a; + as + --- 4+ a, < 1. Osoita, etta

ajas---an (1= (a1 +ag+---+ap)) < 1
(ay+ag+ - +ap)(l—a))(1l—az) - (1—a,) ~ notl

(98)



6. Olkoot rq, r9, ..., r, reaalilukuja, kaikki > 1. Todista, etta

1 1 1
>

n
+ +- .
rm+1 ro+4+1 rm+1 7 Yrre-orp 41

(98)

7. Olkoon ag, ay, as, ... mielivaltainen jono positiivisia lukuja. Osoita, ettd aarettoman
monella positiivisella kokonaisluvulla n pitee 1 + a, > an_1 V2. (01)

8. Olkoon a > 2. Maéritelldan lukujono (a,) kaavoilla asettamalla

2
an
apg =1, a1 =a, an+1=(2 —2>an,n>1.
an—1
Osoita, etta kaikilla k € N pétee
1 1 1 1
St < <2+a— a2—4).
apg ai ar 2

(96)

9. Olkoot =, y ja z positiivisia reaalilukuja, joille patee xyz = 1. Osoita, etta

.7173 y3 23

+9(+2) Or2(+2)  G+n(ty)

>3
o
(98)

10. Olkoot a, b ja ¢ kolmion sivujen pituudet. Osoita, etta

vb+c—a n ve+a—b n va+b—c <3
Vb+ve—va Vet va-vbo Va+vVh— e

(06)
11. Olkoot 1, x2, ..., x, mielivaltaisia reaalilukuja. Osoita, etta
T1 Z2 Tn
e < .
1+x%+1+m%+w§+ +1+:c%+~-+:c% v
(01)

12. Todista, etta

a;a; n
< a;a;
;ja/i_}_aj 2(a1+a/2+...+an);j [Aed]

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla ay, ag, ..., a,. (06)
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13*. Olkoon P(z) reaalilukukertoiminen polynomi, jolle P(z) > 0 kaikilla = > 0. Todista,
ettd jollain positiivisella kokonaisluvulla n (14 )™ P(z) on polynomi, jonka kertoimet ovat
ei-negatiivisia. (97)

14*. Olkoot aq, a9, ..., a, ei-negatiivisia lukuja, eivat kaikki nollia.

(a) Osoita, ettd yhtalolla 2 — a;z™ ! — -+ — a,_12 — a,, = 0 on tasan yksi positiivinen
juuri.

(b) Olkoon A = >  a;, B = 37, ja; ja olkoon R (a)-kohdan yhtilon positiivinen

juuri. Osoita, ettd A4 < RB. (96)

15. Olkoon ay > as > -+ > a, > an+1 = 0, missa a;:t ovat reaalilukuja. Todista, etta

ap < YV (Var — i)
k=1
(97)

16*. Olkoon P reaalikertoiminen polynomi P(x) = ax® + bz? + cx + d. Osoita, etti jos
|P(z)| <1 kaikille ehdon |z| < 1 tayttaville luvuille z, niin

la| + |b] + |c| + |d| < 7.

(96)
17. Olkoon n > 2. Maéaritd summan ay + a; + --- + a, pienin arvo ehdot ay = 1,
a; < @41+ ajy2, @ =0, ..., n — 2, toteuttavien ei-negatiivisten lukujen ag, aq, ..., a,

joukossa. (97)

18. Olkoon n parillinen positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd on olemassa kokonaislu-
kukertoimiset polynomit f(x) ja g(x) seka positiivinen kokonaisluku k, siten, etta

k= f(x)(z+1)" +g(x)(z" +1).
Olkoon kg pienin ehdon téyttava k. Maaritd ko n:n funktiona. (96)
19. Midriti kaikki funktiot f: R — R, joille
fay)(f(z) = f(y) = (= —y) f(2) f(y).
(01)
20. Olkoot n > k > 0 kokonaislukuja. Maéritelladn luvut c(k, n) seuraavasti: c¢(n, 0) =

c(n, n) = 1 kaikilla n ja c¢(n + 1, k) = 2¥¢c(n, k) + c(n, k — 1) kaikilla n > k > 1. Todista,
ettd c(n, k) = c(n, n — k) kaikillan > k& > 0. (98)
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21. (a
9(f(x)

(b
9(f(z)
22. Olkoon f : R — R funktio, jolle |[f(x)| <1 ja

(o ) s (r4 D) s (o)

kaikilla € R. Osoita, ettd f on jaksollinen funktio. (96)

Onko olemassa funktioita f : R — R ja g : R — R, joille pitee f(g(z)) = 22 ja
2 kaikilla = € R?

nko olemassa funktioita f : R — R ja g : R — R, joille pitee f(g(z)) = 22 ja
r? kaikilla z € R? (97)

uon

)
)
)
)

23. Maarita kaikki funktiot f : R — R, joille
F(f@) +y) =22+ f(f(y) — ).
(02)
24. Maarita kaikki funktioiden f : R — R, g : R — R parit, joille
[z +9(y) ==f(y) —yf(x) + g()
kaikilla z € R. (00)

25. Mééritelladn jono a(n), n =1, 2, ... seuraavasti: a(1) =0 ja
= a([2]) + 0%
kun n > 1. (98)

(a) Mééritd a(n):m suurin ja pienin arvo, kun n < 1996, ja ma#ritd kaikki ne n:n arvot,
joilla namaé aariarvot saavutetaan.
(b) Kuinka moni a(n), n < 1996, on nolla? (96)

26. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, joka ei ole kuutioluku. Maéaritellaan reaaliluvut

a, b ja c yhtaloilla
1 1
= 3 bzi = .
T ]

Osoita, etta aarettoman monella tallaisella kokonaisluvulla n on se ominaisuus, etta ra +
sb + tc = 0 joillain kokonaisluvuilla 7, s ja t, jotka eivét kaikki ole nollia. (02)

27. Epatyhjaa reaalilukujoukkoa A kutsutaan Bs-joukoksi, jos ehdoista aq, as, as, a4, as,
ag € A ja a; + as + az = a4 + as + ag seuraa, ettd jonot (a1, asz, az) ja (a4, as, ag) ovat
permutaatiota vaille samat. Olkoot A = {ag =0 < a1 <az < -} jaB ={b =0 <
by < by < ---} padttyméttomia reaalilukujonoja, joille D(A) = D(B). Téssd D(X) on
erotusten joukko, D(X) = {|z —y| | =, y € X}. Osoita, ettd jos A on Bs-joukko, niin
A= B. (00)



28. Jonon ¢y, c1, ..., Cpn, ... madrittelevat yhtalot cg = 1, ¢ = 0 ja cpao = cpe1 +
cn, kun n > 0. Tarkastellaan joukkoa S, jonka alkiot ovat ne jérjestetyt parit (z, y)
joille on olemassa &érellinen joukko J positiivisia kokonaislukuja niin, ettd x = > e Cis
Yy = ZjeJ cj—1. Osoita, etta on olemassa reaaliluvut a, B, m ja M, joilla on seuraava
ominaisuus: jarjestetty kokonaislukupari (z, y) toteuttaa ehdon m < ax + By < M jos ja
vain jos (z, y) € S. (06)

29*. aq, ag, ... on aareton reaalilukujono ja 0 < a; < ¢ kaikilla 7. Jonon alkiot toteuttavat
ehdon
| | > .
a; — a;
R A

kaikilla ¢ # j. Todista, ettd ¢ > 1. (02)

30. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut aq, aso, ..., a,, joille
99 a a Ay —
272 _ %0, " I R L 1 ,
100 al a9 (7%
kun ag =1 ja (ag11 — ag—1 > ai(ar — 1), missi k=1, 2, ..., n—1. (01)

31. Olkoon P astetta 2000 oleva polynomi, jonka kaikki kertoimet ovat eri suuria reaali-
lukuja, ja olkoon M (P) kaikkien niiden polynomien joukko, jotka saadaan permutoimalla
P:n kertoimia. Polynomi P on n-riippumaton, jos P(n) = 0 ja jos jokaisesta polyno-
mista Q € M(P) saadaan ehdon @1(n) = 0 toteuttava polynomi (); vaihtamalla enin-
taan kaksi Q:n kerrointa keskenaan. Maarita kaikki kokonaisluvut n, joille on olemassa
n-riippumattomia polynomeja. (00)

32. P on kolmannen asteen polynomi P(x) = ax® + bx? + cx + d, missi a, b, ¢ ja d ovat
kokonaislukuja ja a # 0. Oletetaan, ettd xP(x) = yP(y) ddrettomén monella kokonaislu-
kuparilla (z, y), x # y. Osoita, ettd yhtalollda P(z) = 0 on kokonaislukujuuri. (02)

33. A on epatyhja joukko positiivisia kokonaislukuja. Oletetaan, ettd on olemassa positii-
viset kokonaisluvut by, bo, ..., b, ja c1, ca, ..., ¢, siten, etta

(i) kaikilla i joukko b;A + ¢; = {b;a +¢; | a € A} on A:n osajoukko,

(ii) joukot b;A + ¢; ja bjA + ¢; ovat yhteisalkiottomia, kun i # j.

Osoita, etta

(02)
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IMO-geometriaa

34. M on kolmion ABC siséapiste. Osoita, etta
min{MA, MB, MC} + MA+ MB+ MC < AB+ AC + BC.
(99)

35*. Olkoon A; sen terdviakulmaisen kolmion ABC' sisdén piirretyn nelion, jonka kaksi
karked ovat sivulla BC', keskipiste. Maaritellaan pisteet B; ja C; analogisesti. Osoita,
ettd suorat AA;, BBy ja CC; kulkevat saman pisteen kautta. (01)

36*. Tasossa on kaksi ympyraé, jotka leikkaavat toisensa pisteissa X ja Y. Osoita, etta
tasossa on nelja pistettd P, @), R ja S, joilla on seuraava ominaisuus: jos ympyré sivuaa
mainittuja kahta ympyraa pisteissa A ja B ja leikkaa suoran XY pisteissd C' ja D, niin
jokainen suorista AC, AD, BC' ja BD kulkee jonkin pisteistd P, @, R, S kautta. (00)

37*. Olkoon ABCD jannenelikulmio. Pisteet F ja F ovat sellaisia sivujen AB ja C'D
pisteita, ettd AE : EB = C'F : FD. Olkoon viela P se janan E'F piste, jolle PE : PF =
AB : CD. Osoita, ettd kolmioiden APD ja BPC' alojen suhde ei riipu pisteiden E ja F
valinnasta. (98)

38*. Sanomme, ettd ympyra erottaa viiden pisteen joukon, jos se kulkee pisteistd kolmen
kautta, yksi pisteistd on ympyran sisdpuolella ja yksi ulkopuolella. Osoita, ettéd jokaisella
sellaisella viiden pisteen joukolla, jonka mitkaan kolme pistetta eivat ole samalla suoralla
eivitkd mitkdén neljd pistettd samalla ympyralld, on tasan nelja erottajaa. (99)

39. Kolmion ABC painopiste on G. Maérita se tason ABC piste P, jolle AP- AG + BP -
BG 4+ CP - CG on pienin mahdollinen, ja lausu tamé minimiarvo kolmion ABC' sivujen
pituuksien funktiona. (01)

40. Teravakulmaisen kolmion ABC' ympari piirretyn ympyran keskipiste on O ja korkeus-
janojen leikkauspiste H. Osoita, etta sivuilla BC', CA ja AB on pisteet D, E ja F' niin,
etta OD+DH = OFE+FEH = OF + FH jasuorat AD, BE ja C'F kulkevat saman pisteen
kautta. (00)

41. Pisteet M ja N ovat sellaisia kolmion ABC' sisdpisteita, ettda ZMAB = ZNAC ja
/MBA = ZNBC. Osoita, etta

AM-AN  BM-BN CM-CN _
AB-AC = BA-BC CA-CB

(98)

42. Piste D on kolmion ABC sivun BC sisédpiste. Suora AD leikkaa kolmion ABC ympéri
piirretyn ympyran myos pisteessa X. P ja Q ovat X:sta suorille AB ja AC piirrettyjen
kohtisuorien ja kyseisten suorien leikkauspisteet. v on ympyra, jonka halkaisija on X D.
Osoita, ettd PQ sivuaa 7:aa, jos ja vain jos AB = AC. (97)
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43. M on kolmikon ABC sisdpiste. Olkoon A’ se BC':n piste, jolle M A’ | BC. Maéritellaan
sivujen C A ja AB pisteet B’ ja C’ smalla tavalla. Olkoon

(M)_MA’-MB’-MC’
PAY) = A MB - MO

Mééaritd M niin, ettd p(M) on maksimaalinen. Olkoon p(ABC) tama maksimiarvo. MAaa-
ritd ne kolmiot ABC, joille u(ABC') on maksimaalinen. (01)

44*. Kolmion ABC' ortokeskus on H, ympari piirretyn ympyran keskipiste O ja ympari
piirretyn ympyran side R. Olkoon D pisteen A peilikuva suoran BC' suhteen, E B:n
peilikuva C' A:n suhteen ja F' C:n peilikuva AB:n suhteen. Osoita, ettd D, E ja F ovat
samalla suoralla silloin ja vain silloin, kun OH = 2R. (98)

45. Kolmio ABC on teraviakulmainen. Olkoot DAC, EAB ja F BC tasakylkisid kolmion
ABC' ulkopuolelle piirrettyja kolmioita niin, etta DA = DC, EA= EB ja FB = FC ja

LADC =2/BAC, /BFEA=2/ABC, /ZCFB=2/ACB.

Suorat DB ja EF leikkaavat pisteessa D', suorat EC ja DF pisteessia E’ ja suorat F A ja
DE pisteessa F’. Maarita summa

DB n EC n FA
DD’  EE' FF"

(01)

46. Teravakulmaisessa kolmiossa ABC' janat AD ja BFE ovat korkeusjanoja ja janat AP
ja B@Q kulmanpuolittajia. Kolmion sisaan ja ympari piirrettyjen ympyroiden keskipisteet
ovat I ja O. Todista, ettd D, E ja I ovat samalla suoralla tdsmaélleen silloin, kun P, @) ja
O ovat samalla suoralla. (97)

47. A1 Ay ... A,, n > 4, on kupera monikulmio. Todista, ettd monikulmion ympéri voidaan
piirtda ympyré jos ja vain jos jokaiseen kérkeen A; voidaan liittaa kaksi reaalilukua b; ja
Cj niin, etta AZAJ = bjCz' — biCj, kun 1 <1< j <n. (OO)

48. Terdviakulmaisen kolmion ABC' ympéri piirretyn ympyran pisteisiin B ja C piirretyt
tangentit leikkaavat pisteeseen C piirretyn tangentin pisteissd T ja U. AT:n ja BC:n
leikkauspiste on P, Q on AP:n keskipiste, BU leikkaa C'A:n pisteessa R ja S on BR:n
keskipiste. Osoita, ettd ZABQ = /BAS. Méaarita sellaisten kolmioiden sivujen pituuksien
suhde, joille ZABQ on mahdollisimman suuri. (00)

49. Teravakulmaisen kolmion ABC janat AD, BE ja C'F ovat korkeusjanoja. D:n kautta
piirretty EF:n suuntainen suora leikkaa suorat AC' ja AB pisteissa @ ja R. Suora EF
leikkaa suoran BC' pisteessd P. Osoita, etta kolmion PQ R ympari piirretty ympyra kulkee
janan BC keskipisteen kautta. (97)
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50. Kuperassa kuusikulmiossa ABCDEF on AB = BC,CD = DF ja EF = FA. Osoita,

etta
BC DF FA>3

BE DA FC- 72
Mik4 on yhtédsuuruusehto? (97)

51. Kuperassa kuusikulmiossa ABCDEF on /B + /D + /ZF = 360° ja

AB CD EF_1

BC DE FA
Osoita, etta

BC AE FD .

CA EF DB

(98)

52. ABCD on sdannollinen tetraedri ja M ja N ovat kaksi eri pistettd tasoilla ABC' ja
ADC'. Osoita, ettd M N, BN ja M D ovat kolmion sivut. (97)

53. Kolmio A;A3A; ei ole tasakylkinen ja sen sisdén piirretyn ympyran keskipiste on I.
Olkoon I'; pienempi nisté kahdesta ympyrasta, jotka kulkevat I:n kautta ja jotka sivuavat
A;Aip1:t8 ja AjAjotta (1 =1, 2, 3; summa mod 3). I';11 ja I';1 o leikkaavat pisteessid B;.
Osoita, ettd ympyroiden A;B;I keskipisteet ovat samalla suoralla. (97)

54. P on piste kolmion ABC tasossa ja kolmion ulkopuolella. Suorat AP, BP ja CP

leikkaavat suorat BC, C'A ja AB pisteissa D, E ja F. Oletetaan viela, ettd kolmioilla

PBD, PCFE ja PAF on sama ala. Osoita, ettd tdmé ala on sama kuin kolmion ABC ala.

(01)

55. Kuperan nelikulmion ABCD lévistajien leikkauspiste on O. Osoita, etté jos
OAsin/ZA+ OCsin ZC = OBsin/ZB + ODsin ZD,

niin ABCD on jannenelikulmio. (97)

56. Kolmiossa ABC on ZACB = 2/ABC. D on se sivun BC piste, jolle 2- BD = CD.
Jatketaan janaa AD pisteeseen F niin, ettd AD = DE. Osoita, etté

/ECB+ 180° = 2/EBC.
(98)
57. Kolmion ABC' kulmanpuolittajajanat ovat AK, BL ja CM. Olkoon R jokin sivun

AB sisépiste. Méritellaan pisteet P ja @) seuraavin ehdoin: RP|AK, BP1BL; RQ| BL,
AQLAK. Osoita, ettéd suorat K P, LQ ja M R leikkaavat toisensa samassa pisteessi. (97)
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58. Kolmiossa ABC on ZA = 90° ja /B < ZC. Pisteeseen A piirretty kolmion ympéri
piirretyn ympyrén w tangentti leikkaa suoran BC' pisteessd D. Olkoon E pisteen A pei-
likuva suoran BC' suhteen, X pisteesta A BE:lle piirretyn kohtisuoran kantapiste ja Y
janan AX keskipiste. Leikatkoon suora BY w:n myos pisteessd Z. Todista, ettd BD on
kolmion ADZ ympéri piirretyn ympyréan tangentti. (98)

59. O on teravakulmaisen kolmion ABC' sisédpiste. Olkoot A;, By ja C; pisteen O koh-
tisuorat projektiot sivuilla BC, CA ja AB. Todista, ettd O on kolmion ABC ympari
piirretyn ympyran keskipiste jos ja vain jos kolmion A;B;C; piiri on ainakin yhtéd suuri
kuin miké hyvénsa kolmioiden AB;Cy, BC1 Ay ja C' A1 By piireista. (01)

AX 4
60. Valitaan kolmion T" = ABC sivulta AB piste X niin, etta X5~ & janalta C'X

piste Y niin, ettd CY = 2 Y X ja, mikéli mahdollista, sdteeltd C' A piste Z niin, etta
/CX7Z = 180° — LZABC. Olkoon nyt ¥ kaikkien sellaisten kolmioiden T joukko, joille
/XY Z = 45°. Osoita, etta kaikki joukkoon ¥ kuuluvat kolmiot ovat yhdenmuotoisia ja
méadritd kolmioiden pienimmén kulman suuruus. (99)

61. Olkoon ABC kolmio, €2 sen sisddn piirretty ympyra ja Q,, € ja €. kolme ympyraa,
jotka kaikki leikkaavat €2:n kohtisuorasti ja niin, etta €2, kulkee pisteiden B ja C kautta,
Q) pisteiden C' ja A kautta ja ). pisteiden A ja B kautta. Ympyrat €2, ja 2 leikkaavat
toisensa myos pisteessd C’. Samoin maaritellaan pisteet A’ ja B’. Osoita, ettd kolmion
A’'B’'C’ ympéri piirretyn ympyran siade on puolet Q:n sdteesta. (99)

62. Piste M on sellainen kuperan nelikulmion sisépiste, ettda MA = MC, ZAMB =
LMAD+ ZMCD ja ZCMD = ZMCB+ £ZM AB. Osoita, ettda AB-CM = BC - MD ja
BM -AD = MA-CD. (99)

63. Pisteet A, B ja C' jakavat kolmion ABC ympéri piirretyn ympyrén €2 kolmeksi kaareksi.
Olkoon X kaaren AB piste ja olkoot O ja O kolmioiden CAX ja C'BX sisddn piirrettyjen
ympyroiden keskipisteet. Osoita, etta kolmion X 0109 ymparipiirretylla ympyralla ja Q:1la
on leikkauspiste, joka ei riipu pisteen X valinnasta. (99)

64. ABCD on kupera nelikulmio. AB ja C'D eivit ole yhdensuuntaisia. X on sellainen
nelikulmion sisépiste, ettd ZADX = /BCX < 90° ja ZDAX = ZCBX < 90°. Y on
AB: ja C'D:n keskinormaalien leikkauspiste. Osoita, ettd LAY B =2/ADX. (00)

65*. Kymmenen gangsteria seisoo tasaisella kentalla, ja milladn kahdella ei ole samaa
keskinaista etaisyytta. Kun kirkonkello alkaa lyoda kahtatoista, jokainen gangsteri ampuu
itseddn lahinna olevaa gangsteria kuolettavasti. Kuinka moni gangsteri ainakin kuolee?
(00)

66. Olkoon ABC'D puolisuunnikas, jonka yhdensuuntaiset sivut ovat AB > CD. Pisteet
K ja L ovat sivujen AB ja CD pisteitd, ja niille pidtee AK/KB = DL/LC. Oletetaan,
ettd janalla KL on pisteet P ja @, joille patee LZAPB = /BCD ja /CQD = ZABC.
Osoita, ettd pisteet P, @, B ja C ovat samalla ympyrélla. (06)
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67. Kuperassa viisikulmiossa ABCDE on /BAC = ZCAD = /DAFE ja LZABC =
LACD = ZADE. Lavistijien BD ja C'E leikkauspiste on P. Osoita, ettd suora AP
puolittaa sivun C'D. (06)

68. Kolmiossa ABC on ZC < ZA < 90°. Sivulla AC on piste D niin, ettd BD = DA.
Kolmion ABC sisaén piirretty ympyra sivuaa AB:ta pisteessd K ja AC:té pisteessa L.

Kolmion BC'D sisaan piirretyn ympyréan keskipiste on J. Osoita, ettd K L puolittaa janan
AdJ. (06)

69. Kolmiossa ABC' J on sen sivuympyran, joka sivuaa BC':ta pisteessa A; ja sivujen AB
ja AC jatkeita pisteissd C ja By. Suora A;B; on kohdisuorassa AB:ta vastaan ja leikkaa
tamén pisteessd D. Pisteen C kohtisuora projektio DJ:11d on E. Maarita kulmat ZBFE A
ja ZAEB;. (06)

70. Ympyroiden wy ja we keskipisteet ovat O; ja Oy. Ympyrat sivuavat toisiaan ulko-
puolisesti pisteessa D. Lisdksi ympyrat sivuavat ympyraa w ulkopuolisesti pisteissa E ka
F'. wi:n ja wo:n yhteinen tangentti pisteessa D on t. Ympyran w t:ta vastaan kohtisuora
halkaisija on AB; A, E ja O; ovat samalla puolella suoraa t. Osoita, ettd suorat AOq,
BOy, EF ja t kulkevat saman pisteen kautta. (06)

IMO-kombinatoriikkaa

71. Olkoon A = (a1, ag, ..., aspo1) jono positiivisia kokonaislukuja. Olkoon m niiden A:n
kolmialkioisten osajonojen (a;, a;, ar) (1 <i < j < k < 2001) lukumaéara, joille a; = a;+1
ja ap = a; + 1. Mikd on m:m suurin mahdollinen arvo? (01)

72. (a) Osoita, etta jos 5 X n-suorakaide voi-
daan aukota peittaa oheisen kuvan mukai- —J L
silla alueilla, niin n on parillinen. (b) Osoita,
etta b x 2k-suorakaide voidaan aukotta peit-
tad useammalla kuin 2 - 3*~! tavalla

kéyttamalla 2k aluetta. (Symmetriset peitot lasketaan erikseen.) (99)

73. On annettuna suorakulmainen numeroruudukko. Joka rivin ja joka sarakkeen lukujen
summa on kokonaisluku. Osoita, ettd jokainen taulukon luku x voidaan muuttaa luvuksi
|x] tai [x] niin, ettd rivien ja sarakkeiden summat pysyvét samoina. (98)

74. Portaikon muotoinen kappale on koottu
kuvan mukaisesti 12 kuutiosta.  Maarita
kaikki kokonaisluvut n, joille on mahdollista
rakentaa n-sarmaéainen kuutio tallaisista por-
raskappaleista. (00)
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75. Olkoon n > 1 kokonaisluku. Polku pisteesté (0, 0) pisteeseen (n, n) on ketju perak-
kéisid yksikon mittaisia siirtymié joko oikealle (E) tai ylos (V). Kaikki siirtymét tehdddn
puolitasossa x > y. Askel on polkuun sisaltyva FN-muotoinen kahden perdkkaisen siirty-
méan yhdistelmé. Todista, ettd pisteestd (0, 0) pisteeseen (n, n) johtaa

1/n—-1 n
s\s—1/\s—1
sellaista polkua, johon siséltyy tasan s askelta (n > s > 1). (99)

76. Olkoon n pariton positiivinen kokonaisluku. Varitetadn n x n-Sakkilaudan ruudut
vuorotellen mustiksi ja valkoisiksi niin, ettd nelja kulmaruutua ovat mustia. 7Tromino
on L:n muotoinen kolmesta toisistaan kiinni olevasta yksikkoruudusta muodostuva kuvio.
Milla n:n arvoilla on mahdollista peittaa kaikki Sakkilaudan mustat ruudut trominoilla,
jotka eivét peitd toisiaan? (02)

77. Olkoon n > 2 kokonaisluku. Sanomme, ettd positiivinen kokonaisluku on saavutetta-
vissa, jos se on 1 tai jos se saadaan luvusta 1 seuraavin operaatioin:
(i) Ensimméinen operaatio on joko yhteenlasku tai kertolasku.
(ii) Seuraavat operaatiot ovat vuorotellen yhteen- ja kertolaskuja.
(iii) Joka yhteenlaskussa lukuun lisétédén joko 2 tai n.
(iv) Joka kertolaskussa luku kerrotaan joko 2:lla tai n:llA.

Positiivinen kokonaisluku, jota ei nédin voida muodostaa, on saavuttamaton.

(a) Osoita, ettéd jos n > 9, saavuttamattomia kokonaislukuja on &arettéméan paljon.

(b) Osoita, ettd jos n = 3, kaikki positiiviset kokonaisluvut lukuun ottamatta lukua 7
ovat saavutettavissa. (98)

n 2n
78. n ja k ovat positiivisia kokonaislukuja ja 5 <k < 5 Maarita pienin m jolle on
mahdollista sijoittaa m talonpoikaa n x n-Sakkilaudan ruuduille niin, ettd missaan vaaka-
tai pystyrivissa ei ole k:ta vierekkéaistd (péaéllekkaistd) tyhjéa ruutua. (00)

79. Maarita kaikki dérelliset jonot (xo, 1, ..., x,), joissa jokainen z;, 0 < j < n, on sama
kuin luvun j esiintymiskertojen lukumééra jonossa. (01)

80. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Sanomme, ettd n:mn (ei valttAméatta eri suuren)
positiivisen kokonaisluvun jono on tays:, jos se toteuttaa seuraavan ehdon: Jokaiselle po-
sitiiviselle kokonaisluvulle £ > 2 patee, etta jos k on jonon jasen, niin myos £ — 1 on
jonon jasen ja k — 1 esiintyy jonossa ensi kerran aikaisemmin kuin k. Maéarita (jokaisella
n) tdysien jonojen lukumééra. (02)

81. Yhdekséan korttia on numeroitu yhdesta yhdeksaan. Kortit on asetetu umpiméahkaiseen
jarjestykseen. On sallittua valita jokin perakkaisten nousevassa tai laskevassa numerojar-
jestyksessa olevien korttien ryhma ja vaihtaa sen jarjestys painvastaiseksi. Esimerkiksi
916532748 voidaan muuttaa jarjestykseksi 913562748. Osoita, ettd kortit voidaan enin-
taan 12:lla tallaisella muunnoksella saattaa nousevaan tai laskevaan suuruusjarjestykseen.

(98)
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82. Olkoon S aarellinen joukko tason pisteita, joista mitkadn kolme eivat ole samalla suo-
ralla. Jos P on kupera monikulmio, jonka kérjet ovat S:n pisteitd, niin merkitdén a(P):114
P:n kérkien lukuméérdd ja b(P):114 P:n ulkopuolelle jadvien S:n pisteiden lukuméaraé.
Todista, etta jokaiselle reaaliluvulle x patee

Zxa(P)u —z)"P) =1,
P

kun P kéy 1api kaikki kuperat monikulmiot, joiden kérjet ovat joukossa S. (Huom. Janaa,
pistetta ja tyhjd joukkoa pidedén kuperina monikulmioina, joilla on 2, 1 tai 0 kérke&.) (06)

83. Olkoon U = {1, 2, ..., n}, n > 3. Sanomme, ettd U:n permutaatio jakaa U:n osajou-
kon S, jos jokin S:dan kuulumaton luku on S:4an kuuluvien lukujen vélissa. Esimerkiksi
13542 jakaa joukon {1, 2, 3} mutta ei ja joukkoa {3, 4, 5}. Osoita, ettd jos valitaan mieli-
valtaiset n — 2 U:n osajoukkoa, joista jokaisessa on ainakin 2 mutta enintdan n — 1 lukua,
niin on olemassa U:n permutaatio, joka jakaa niistd jokaisen. (98)

84. Olkoon n > 4. Jos S = {Py, P, ..., P,} on tason pistejoukko, jonka mitkdan kolme
pistetta eivat ole samalla suoralla eivatka mitkaan nelja pistetta samalla ympyralla, niin ay,
1 <t < n on niiden ympyroiden P;P; P, lukumaara, jotka sisaltavat P;:n sisdpisteenaan.
Olkoon m(S) = a1 +az+---+a,. Osoita, ettd on olemassa vain nsta riippuva positiivinen
kokonaisluku f(n), jolla on seuraava ominaisuus: S:n pisteet ovat kuperan monikulmion
kérjet jos ja vain jos m(S) = f(n). (00)

85. Olkoon T kaikkien jarjestettyjen kolmikkojen (x, y, z), missd x, y ja z ovat kokonais-
lukuja, 0 < z, y, z < 9, joukko. A ja B leikkivit seuraavaa arvausleikkié: A valitsee jonkin
kolmikon (z, y, z). B pyrkii saamaan selville A:n valitseman kolmikon mahdollisimman
véhin siirroin. Siirto on seuraava: B esittdd A:lle kolmikon (a, b, ¢). A vastaa kertomalle
B:lle luvun [z 4+y—a—0b|+|y+2—b—c|+ |z +x — c— a|. Ma&rita pienin mééra siirtoja,
joiden jélkeen B varmasti tietd&d A:n valitseman kolmikon. (02)

86. n pikkukived on aseteltu yhdensuuntaisiin riveihin. Kivia voi siirtda seuraavan saan-
non mukaan: kiven siirto on sallittua, jos kivi on ylimpéna rivissé, jossa on ainakin kaksi
kived enemmén kuin vélittomasti oikealla olevassa rivissa. (Jos oikealla ei ole rivid, aja-
tellaan, etté siind on rivi, jossa on nolla kived). Siirrossa valitaan jokin siirtokelpoinen
kivi ja siirretaan se oikealla olevan rivin ylimmaiseksi. Jos sallittuja siirtoja ei ole, ki-
vet ovat lopullisessa asetelmassa. Osoita, etta kullakin n:n arvolla lopullinen asetelma on
yksikésitteinen. Kuvaile loppuasetelman riippuvuus n:sta. (01)

87. n > 2 lamppua Ly, ..., L, on vierekkain. Jokainen lammpu on jommassakummassa
kahdesta tilasta: se joko palaa tai on sammuksissa. Lamppujen tila vaihtuu joka sekunti
seuraavan saannon mukaan:

— jos lamppu L; ja sen viereiset lamput ovat samassa tilassa, niin L; sammuu;
— muussa tapauksessa L; syttyy.
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Alussa vain vasemmanpuoeisin lamppu palaa. Osoita, ettd on olemassa darettéméan monta
kokonaislukua n, joille kaikki lamput lopulta ovat sammuksissa. Osoita myo0s, ettd on
aarettoman monta kokonaislukua n, joille kaikki lamput eivat koskaan ole sammuksissa.
(06)

88. Yksinpelin lauta on m x n-ruudukko. Joka ruudulla on kortti, joka on toiselta puo-
lelta valkea ja toiselta musta. Aluksi kaikkien korttien valkea sivu on ylospain, lukuun
ottamatta yhta kulmaruutua, jossa kortti on musta puoli ylospain. Joka siirrolla laudalta
voi poistaa yhden sellaisen kortin, jonka musta puoli on ylospain. Samalla on kuitenkin
kaikilla sellaisilla ruuduilla, joilla on yhtenen sivu sen ruudun kansa, josta kortti poiste-
taan, olevat kortit kddnnettava ympéari. Madrita kaikki parit (m, n) joilla on mahdollista
poistaa kaikki kortit pelilaudalta. (98)

89. Biologi tarkkailee kameleonttia. Kameleontti pyydystaa karpasia ja lepaa aina pyy-

dystettyaan karpasen. Biologi tekee seuraavat havainnot:

(i) Kameleotti pyydystdéd ensimmaéisen kdrpdsen minuutin levon jélkeen.

(ii) (2m):nnen kérpésen pyydystémisté edeltdva lepoaika on yhtd pitkd kuin m:mnen kér-
pasen pyydystamistd edeltéva lepoaika ja minuuttia lyhempi kuin (2m + 1):sen kér-
pasen pyydystamista edeltava lepoaika.

(iii) Kameleontti pyydystéé kérpésen heti lepoajan péaétyttya.

a) Montako kdrpéstd kameleontti pyydystédd ennen ensimmaéistd 9 minuutin lepoaikaa?

)

)

NN

b) Monenko minuutin kuluttua alusta kameleontti pyydystaa 98:nnen karpasen?
c) Montako kérpéstd kameleontti on pyydystinyt 1999 minuutin kuluttua alusta? (99)

—

90. Tasossa on n suorakaidetta, joiden sivut ovat kahden kiintean suoran suuntaisia. Eri
suorakaiteiden sivut kuuluvat eri suoriin. Suorakaiteiden reunat jakavat tason yhtenéi-
siksi alueiksi. Sanomme, etta tallainen alue on sievd, jos ainakin yksi sen karki on karki
myos jossakin n:std suorakaiteesta. Osoita, etta sievien alueiden karkien kokonaismaara
on pienempi kuin 40n. (Alueiden joukossa voi olla ei-kuperia tai useamman reunakéyrin
rajoittamia.) (00)

91. Kolmen ei-negatiivisen luvun joukko {z, y, z} on historiallinen, jos {z —y, y —x} =
{1776, 2001}. Osoita, ettéd ei-negatiivisten kokonaislukujen joukko on erillisten historial-
listen joukojen yhdiste. (01; vuoden 2001 IMO oli Yhdysvalloissa)

92. Olkoon r > 2 positiivinen kokonaisluku ja olkoon F aareton joukko r-alkioisia joukkoja,
joista mitkadn kaksi eivét ole yhteisalkiottomia. Osoita, ettd on olemassa (r — 1)-alkioinen
joukko, jolla on yhteinen alkio jokaisen F:4&n kuuluvan joukon kanssa. (02)

93. Olkoot p ja q yhteistekijattomia positiivisia kokonaislukuja. Kutsumme joukon
{0, 1, 2, ...} osajoukkoa S ihanteelliseksi, jos 0 € S ja jos kaikillan € S myés n+p € S
jan 4+ q € S. Maaritd ihanteellisten joukkojen lukumaééré. (00)

94. Olkoon A N:n jasnnoksen mod N? joukko. Todista, ettd on olemassa sellainen N:n
jaannoksen mod N2 joukko, ettd joukkoon A+ B = {a+b|a € A, b € B} kuuluu ainakin
puolet kaikista jadnnoksistd mod N2. (99)
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95. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Sanomme nollista ja ykkosistda muodostettua jo-
noa tasapainoiseksi, jos siind on n nollaa ja n ykkosta. Sanomme kahta tasapainoista jonoa
naapuretksi, jos jono a voidaan muttaa jonoksi b siirtamalla yksi jonon 2n:sta luvusta jo-
nossa toiseen paikkaan. Esimerkiksi jos n = 4, niin 01101001 ja 00110101 ovat naapureita,
koska ensimmaéisen jonon viimeinen tai toiseksi viimeisen 0:n siirtdminen ensimmaiseksi tai
toiseksi muuttaa ensimmaisen jonon toiseksi. Osoita, ettd on olemassa sellainen enintaan
1
n+1
jono on joko S:n alkio tai jonkin S:n alkion naapuri. (01)

tasapainoisesta jonosta muodostuva joukko S, ettd jokainen tasapainoinen
n

96. (n—1) x (n—1)-neli6 on jaettu (n—1)?:ksi yksikkénelicksi tavalliseen tapaan. Jokainen
niiden nelididen n?:sta kirjesti on viritetty siniseksi tai punaiseksi. Midrita kaikkien
sellaisten véaritysten lukumaara, joissa jokaisella yksikkoneliolla on tasan kasi punaista
karked. (Kaksi véritystéd ovat eri vérityksid, jos niissd yhdenkin kérjen véri on erilaoinen.)

(96)

97. Tasosta on valittu 10 pistetta, joista mitkdan kolme eivét ole samalla suoralla. Jokaiset
kaksi pistetta on yhdistetty janalla. Jokainen jana on varitetty yhdella k:sta varista niin,
etta jos pisteista valitaan mitka tahansa k£ kappaletta, niin naita yhdistavissa janoissa on
k erivérista. Maarita kaikki luvut &, 1 < k < 10, joilla tdmé& on mahdollista. (98)

98. Oletamme, etté jokainen kokonaisluku on varustettu yhdelld véreistd punainen, sini-
nen, vihreé tai keltainen. Olkoot x ja y parittomia kokonaislukuja, joille |x| # |y|. Osoita,
ettd joidenkin kahden samanvérisen luvun erotus on jokin luvuista z, y,  +y, * —y. (99)

99. n on parillinen positiivinen kokonaisluku. Osoita ettd on olemassa jonon (1, 2, ..., n)
permutaation (z1, za, ..., T,) jolla on seuraava ominaisuus: Jokaisella i, 1 < i < n, luku
Z;+1 on jokin luvuista 2z;, 2z; — 1, 2x; — n, 22, —n — 1 (x4 = z1). (02)

100. Olkoon p > 3 alkuluku. Jos T on joukon {0, 1, 2, 3..., p — 1} epétyhja osajoukko,
niin £(T") on kaikkien sellaisten (p — 1)-jonojen (z1, x2, ..., p—1) joukko, joissa jokainen
z; € T jaxy +2x2+ -+ (p— 1)zp—1 on jaollinen p:lla. Olkoon |E(T)| joukon E(T)
alkioiden lukumaara. Todista, etta

[E({0, 1, 3})| = [E({0, 1, 2})|.

Osoita, ettd yhtdsuuruus valitsee vain, kun p = 5. (99)

101. k-klikki on sellainen k:n ihmisen joukko, jossa jokainen tuntee jokaisen muun. Erailla
kutsuilla jokaisessa kahdessa 3-klikissd on ainakin yksi yhteinen ihminen, eikd 5-klikkeja
ole ollenkaan. Osoita, ettd kutsuilla on yksi tai kaksi sellaista vierasta, joiden poistuttua
kutsuille ei jaa yhtdén 3-klikkia. (01)

102. Eraassa 120 henkilon joukossa jotkin parit ovat ystavia. Heikko nelikko on sellainen
neljan ihmisen joukko, jossa on tasan yksi ystavapari. Mika on heikkojen nelikkojen suurin
mahdollinen méaara? (02)
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IMO-lukuteoriaa

Naissa tehtavissa N tarkoittaa positiivisten kokonaislukujen joukkoa.

103. Osoita, ettd milladn n € N; ei luvun (n + k)! vasemmanpuoleisin numero (kymmen-
jarjestelméssd) ole k kaikilla k =1, 2, ..., 9. (01)

104. Maarita kaikki kokonaisluvut n > 2, jotka toteuttavat seuraavan ehdon: kaikilla
kokonaisluvuilla a, b, joilla s.y.t.(a, n) = s.y.t.(b, n) = 1, on a = b mod n jos ja vain jos
ab =1 mod n. (00)
105*. Mika on pienin ¢ jolla on olemassa kokonaisluvut x1, xo, ..., ¢, joille patee

o)+ xy 4 -+ a) = 200220927

(02)

a3+ b3

106*. Osoita, etta jokainen positiivinen rationaaliluku voidaan esittda muodossa pERpEE
c

missé a, b, ¢ ja d ovat positiivisia kokonaislukuja. (99)

107. Olkoon 7(n) positiivisen kokonaisluvun n positiivisten tekijoiden lukumééra. Todista,
etta on olemassa aarettoman monta sellaista positiivista kokonaislukua a, etta yhtalolla

T(an) =n
ei ole ratkaisua n (n positiivinen kokonaisluku). (04)

108. Olkoon d(n) luvun n € N positiivisten tekijoiden lukumadra. Madritd kaikki ne
positiiviset kokonaisluvut n, joille d(n)? = 4n. (00)

109*. Maéritd kaikki ne kolmikot (a, m, n) € N3 joille a™ + 1 on luvun (a + 1)" tekija.
(00)

110. Maéaritellddn ¢ : N — N (N on positiivisten kokonaislukujen joukko) asettamalla

P(n) = sy.t.(k, n).
k=1

(a) Todista, ettd ¢p(mn) = ¥ (m)y(n) kaikille yhteistekijattomille m, n € N.
(b) Todista, ettd yhtélolla ¢ (x) = ax on ratkaisu kaikilla a € N.
(c) Mé&arita ne a € N, joilla yhtélon ¢ (z) = ax ratkaisu on yksikésitteinen. (04)
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111. Tarkastellaan yhtaléryhméaa

rT+y==z+u,
2zy = zu.
Maarita suurin reaaliluku m, jolle m < E, kun (x, y, z, u) € N* on sellainen yht#léryhmin
Y

ratkaisu, jolle x > y. (01)

112. Onko olemassa lukua n € N, jolla olisi tasan 2000 alkutekijaa ja jolla 2™ + 1 olisi
jaollinen? (00)

113. Osoita, ettd on olemassa kaksi aidosti kasvavaa jonoa (a,) ja (b,) niin, ettd kaikilla
n b2 + 1 on jaollinen a,,(a, + 1):114. (99)

114. Olkoot p1, pa, ..., pn eri suuria alkulukuja > 3. Osoita, etta luvulla 2P1P2"Pn 1 on
ainakin 4™ tekijaa. (02)

115. Olkoon m > 1 kokonaisluku. Maaritellaan jono xg, x1, x2, ... asettamalla
2! kin0<i:<m-1
m
Li = Zwi—j’ kun ¢ > m.
j=1

Maaritd suurin k, jolla jonossa on k perdkkaistd m:lla jaollista termid. (03)

116. Kokonaislukuun a kohdistetaan seuraavat operaatiot, joiden tuloksena on luku d =
d(a):

(1) Siirretdén a:n ensimmaéinen numero viimeiseksi, jolloin saadaan luku b;

(2) korotetaan b nelioon, jolloin saadaan luku d;

(3) siirretdén c:n viimeinen numero ensimmaiseksi, ja tuloksena on luku d.

(Kaikki tehtévén luvut on kirjoitettu kymmenjarjestelméssi.) Esimerkiksi jos a = 2003,
niin b = 3200, ¢ = 10240000 ja d = 02400001 = 2400001 = d(a). Mé&arita kaikki ne luvut
a, joille d(a) = a®. (03)

117. Olkoot n, k € N, n ei jaollinen 3:lla ja £ > n. Osoita, ettd on olemassa positiivinen
kokonaisluku m, joka on jaollinen n:1la ja jonka numeroiden summa kymmenjarjestelmassa

on k. (99)

118. Olkoon b > 5 kokonaisluku. Tarkastellaan kaikilla n € N lukua

Tp=11...122...25
S———
n—1 n
kirjoitettuna b-jarjestelmasséa. Osoita, ettéd seuraava vaittama on tosi silloin ja vain silloin,

kun b = 10: On olemassa positiivinen kokonaisluku M siten, etta x,, on nelicluku kaikilla
n> M. (03)
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119. Onko olemassa positiivista kokonaislukua m siten, etta yhtalolla

11,11 m
a b ¢ abe a+b+c

on ddrettomin monta ratkaisua (a, b, ¢) € N3? (02)

120. Funktio f : N — N on sellainen, ettd (m?+mn)? on jaollinen (f(m))%+ f(n):114 kaikilla
m, n € N. Todista, ettd f(n) = n kaikilla n € N. (04)

121. Olkoon a; = 11, ay = 1212, a3 = 1313 ja
ap = |Gp—1 — Q2| + |an—2 —an—3|, n>4.
Maarlta A1414-

122. Olkoon k£ > 1 kokonaisluku ja olkoon m = 4k? — 5. Osoita, etti on olemassa
positiiviset kokonaisluvut a ja b siten, ettd m ja jokainen jonon (xy), missid zo = a, x1 = b
ja Tpio = Tpi1 +xn, n =0, 1, ..., jdsen ovat yhteistekijattomia. (04)

123. Sanomme, ettd kokonaisluku n on hyvd, jos |n| ei ole nelitluku. Maaritd kaikki
kokonaisluvut m, jotka voidaan esittaa aarettoméan monella eri tavalla kolmen sellaisen eri
hyvén kokonaisluvun summana, joiden tulo on parittoman kokonaisluvun neli. (03)

124. Olkoon n > 1 kokonaisluku. Olkoon P, kaikkien sellaisten positiivisten kokonais-
lukujen x < n tulo, joille n on (2% — 1):n tekiji. Maaritd P, mod n kaikilla n > 1.
(04)

125. Olkoon p > 5 alkuluku. Osoita, ettd on olemassa kokonaisluku a, 1 < a < p — 2,
siten, ettd kumpikaan luvuista a?~! — 1 ja (a + 1)~ — 1 ei ole jaollinen p*:lla. (01)

126. Maaritellaan jono ag, a1, ag, ... ehdoilla ag = 2, a4 = 2a% —1, k£ > 0. Osoita, etta
jos pariton alkuluku p on a,:n tekiji, niin 2”3 on p? — 1:n tekiji. (03)

127. Olkoot m, n > 2 kokonaislukuja ja olkoot ai, as, ..., a, sellaisia kokonaislu-
kuja, jotka eivit ole luvun m™ ! monikertoja. Osoita, ettd on olemassa kokonaisluvut
e1, €2, ..., en, eivat kaikki nollia, niin ettéd |e;| < m kaikilla ¢ ja eja; + esas + - - - + epan
on m™:m monikerta. (02)

128*. Onko olemassa 100 positiivista kokonaislukua, kukin enintdan 25 000, niin etté kaik-
kien néistd luvuista muodostettujen lukuparien summat ovat eri lukuja? (01)

129. Todista, etta on olemassa aarettoman monta lukua n € N siten, etta p = nr, missa
p ja r ovat piirin puolikas ja sisaan piirretyn ympyran sade kolmiossa, jonka kaikki sivut
ovat kokonaislukuja. (00)
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130. Olkoon p pariton alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku. Koordinaattitasossa on
kahdeksan eri pistetta, joilla kaikilla on kokonaislukukoordinaatit ja jotka kaikki ovat ym-
pyralla, jonka halkaisija on p™. Todista, etta on olemassa kolmio, jonka karjet ovat kolme
mainituista kahdeksasta pisteesti ja jonka sivujen pituudet ovat p™*1:114 jaollisia kokonais-
lukuja. (04)

131. Olkoon p alkuluku ja A seuraavat ehdot téyttava joukko positiivisia kokonaislukuja:
(i) A:n lukujen alkutekijoiden joukossa on p — 1 alkiota;
(ii) minkddn A:n epétyhjén osajoukon alkioiden tulo ei ole kokonaisluvun p:s potenssi.

Mik4 on A:n alkioiden suurin mahdollinen lukum&ara? (03)

132*. Osoita, ettd niiden positiivisten kokonaislukujen, joita ei voi esittda eri suurten
nelidlukujen summana, joukko on &darellinen. (00)

133. Onko olemassa kokonaislukuja m ja n, joille
5m?* — 6mn + 7n® = 19857
(85)

134. Miirita kaikki polynomit 22 + ax? 4 bz + ¢, joiden nollakohdat ovat rationaaliluvut
a, bjac. (85)

135. Todista, ettd a) on olemassa dérettéman monta positiivisten kokonaislukujen kolmik-
koa (m, n, p), joille 4mn—m—n = p?—1, ja b) ei ole olemassa positiivisten kokonaislukujen
kolmikkoa (m, n, p), jolle 4mn —m —n = p2. (84)

136. Maarita kaikki yhtalon
' —1

5
— -1

kokonaislukuratkaisut. (06)

137. Maarita kaikki ne positiivisten kokonaislukujen (a, b) parit, joille

2

a
2ab%? — b3 +1
on positiivinen kokonaisluku. (03)
138. (01) Tarkastellaan yhtéaloparia
r+u=z+u
2zy = zu.

Maarita suurin mahdollinen reaaliluku m, jolle m < d kaikilla yhtaloparin kokonaisluku-

ratkaisuilla (x, y, z, u), joissa = > y. (01)



