Ratkaisuja tehtavakokoelmaan ” Kansainvalisiin matematiik-
kaolympialaisiin ehdolla olleita tehtavia”

4. Reaaliluvuille a1 > as > - -+ > a, patee
af +ak+--+af >0 (1)

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k. Olkoon p = max{|ai|, |az|, ..., |an|}. Osoita, ettd
p = aj ja etta

(z—a1)(x—az) - (r—ap) <z" —al
kaikilla x > aq.

Ratkaisu. Oletuksesta seuraa heti, etta ellei ole p = a1, on oltava p = —a,,. Jos luvuissa
a; on m positiivista, niin niista suurin, a1, on < p. Silloin

k

a
a’f+'~'aﬁ<ma’f—pk:—pk <1—m—11€).
p

Tarpeeksi suurilla parittomilla k:n arvoilla viimeisen sulkulausekkeen jalkimmaéinen termi
on < 1, jolloin on tultu ristiriitaan oletuksen (1) kanssa.

Olkoon sitten x > a;. Nyt a1 > —ag — -+ — a,, joten
n n a
> a) = (n-1o =Y ay < 0= Dk = (-1 (a4 22
/rL_
Jj=2 j=2

Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisen epéayhtalon nojalla on siis

n—1

i(x—aj)g ! i(m—ai) §(m—|— o )n_l.

, n—1
2 7j=2
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kaikilla r, saadaan binomikaavasta heti

n—1
<:U—|— a11> <z" ldap"? 4 al
n JR—

joten

[[z—a) <(@-a)@ ' +aa" 2+ +af ) =2" —af =2 —p".
i=1
13. Olkoon P(z) reaalilukukertoiminen polynomi, jolle P(x) > 0 kaikilla > 0. Todista,

ettd jollain positiivisella kokonaisluvullan (14 x)" P(z) on polynomi, jonka kertoimet ovat
ei-negatiivisia.



Px)=a(x+z1)(z+x2) - (x +xk)(x2 —bix+ecy) - (xQ — bz +0),

missd jokainen z; > 0 ja jokainen 22 — b; + ¢; on toisen asteen polynomi, jolla ei ole nolla-
kohtia. Jos kahden polynomin kertoimet ovat positiivisia, ovat niiden tulonkin kertoimet
positiivisia. On siis vain tarpeen todistaa, etté jos 22 —bx +c on polynomi, jolla ei ole reaa-
lisia nollakohtia, eli jos b? < 4¢, niin (1+z)"(2? —bx +¢) on jollain n posiitiivikertoiminen.
Huomataan, etta ¢ > 0.

n
Nyt, jos sovelletaan konventiota ( ) =0, kun 5 <0 tai j > n, on
J

n

(14 z)"(2® — bz +¢) = Z (?)wi“ — bz (?)x”l + cZ:c”
i=0 i=1

=0

:;n+2 <<Z7_12) —b(iﬁ1> +c<?)) ::i:Aiwi’

missd Apyo =1, Aps1=—-b+n, Ay =—-b+cnjaAg=c jakun 2 <i<n,

1 b ¢
A= ((i—2)!(n+2—i)! TG Dk L) il 1)!)
n!
iy (

b+c+1)i® — ((b+2c)n +2b+ 3c+ 1)i+ c(n® +3n +2)).

Selvasti A,42, An+1, A1 ja A ovat positiivisia, kun n on tarpeeksi suuri. Kun 2 <i <mn,
A;:n merkki riippuu i:n toisen asteen polynomista, jonka diskriminantti on

D= ((b+2c)n+2b+3c+1)* —dc(b+ c+1)(n® + 3n + 2).

D on n:n toisen asteen polynomi, ja n?:n kerroin on (b + 2c¢)? —4e(b+c+1) = b? —4de <
0. Toisen asteen polynomi, jossa x2:n kerroin on negatiivinen, on kuvaajaltaan alaspiin
aukeava, ja sen arvot ovat siis negatiivisia kaikilla tarpeeksi suurilla n:n arvoilla. A; on
tarpeeksi suurilla n:n arvoilla joko kaikilla 7 negatiivinen tai kaikilla ¢ positiivinen. Mutta
koska b + ¢ + 1 on kaikkialla positiivisen polynomin z? — bz + ¢ arvo pisteessd x = —1, A;
on positiivinen kaikilla 2.

14. Olkoot aq, asg, ..., a, ei-negatiivisia lukuja, eivat kaikki nollia.

(a) Osoita, ettd yhtalolla 2™ — a;x™~ ! — .-+ —a,,_17 — a,, = 0 on tasan yksi positiivinen

juuri.

(b) Olkoon A = 3% a;, B = 377, jaj, ja olkoon R (a)-kohdan yhtélén positiivinen
juuri. Osoita, etta A4 < RB,

Ratkaisu. Tarkastellaan jatkuvaa funktiota

a a a
f(m):_1+_§+...+_n.

x T x"



Koska kaikki luvut a; ovat ei-negatiivisia, f on aidosti viheneva funktio, jolle

lim f(z) =0, limo f(x) = oc.
Bolzanon lauseesta seuraa, ettd tdsmaélleen yhdella positiivisella luvulla xg on f(zg) = 1.
Selvasti

n __ n—1

Ty — a1 cer— QAp_1To — ay = 0.

Tehtévén jalkimmaéisen osan vaite on yhtapitava epayhtilon Alog A < Blog R kanssa.

Mutta koska logaritmifunktio on ylospéin kupera, on

n

a; 1 « A 1 & A
0 =log f(R) = log ZR—J] = log Zzaj‘ﬁ Zzz%‘logﬁ~

j=1 j=1 j=1
Tasta seuraa, etta
Zaj (log A — jlog R) <0,
j=1
ja Alog A < BlogB.

16. Olkoon P reaalikertoiminen polynomi P(x) = axz® + bx? + cx + d. Osoita, ettéi jos
|P(z)| <1 kaikille ehdon |x| < 1 tdyttéville luvuille x, niin

la| + |b] + |c| + |d| < 7.

Ratkaisu. Jos b < 0, siirrytaan tarkastelemaan myos tehtavan ehdot tayttavaa polyno-
mia —P(x), ja jos vield a < 0, siirrytdén tarkastelemaan myos tehtédvan ehdot taytta-
vad polynomia P(—x). Néin voidaan olettaa, ettd a > 0 ja b > 0. Tutkittavaksi jaa
nelja tapausta sen mukaan, ovatko c¢ ja d positiivisia vai ei. Jos ¢ > 0 ja d > 0, niin
la| + b + ]|+ |d =a+b+c+d= P1) =|P1)] <1. Josc>0jad < 0, niin
la| + || + || +|d| =a+b+c—d=P(1) — 2P(0); |P(1) — 2P(0)| < |P(1)| +2|P(0)| < 3.
Tapauksia ¢ < 0, d > 0 ja ¢ < 0, d < 0 varten ei riita, ettd kaytetaan hyvaksi poly-
nomin arvoja valin [—1, 1] pdétepisteissd. Polynomin kertoimet méaraytyvat polynomin
arvoista neljdssé pisteessi. Toisen asteen polynomin kulkua (kuvaaja symmetrinen kaén-
nepisteen suhteen, joten aariarvokohdat ovat yhta etaalla paatepisteista; jos kadnnepiste
on 0, kuvaaja kulkee pisteiden (—1, —1) ja (1, 1) kautta ja polynomin &dériarvot ovat +1,

niin aariarvokohdat ovat i§> koskevat heuristiset tarkastelut johtavat valitsemaan pis-

teiksi £1 ja i%. Merkitaan P(1) = m, P (—%) =s, P (%) =1 ja P(—1) = n. Nyt
a, b, ¢, d toteuttavat yhtaloryhman
—a+b—c+d=n
a+b+c+d=m
—a+ 2b—4c+ 8d = 8s
a+ 2b+ 4c+ 8d = 8r.
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Ryhma jakaantuu helposti tuntemattomien a ja c¢ yhtéalopariksi ja tuntemattomien b ja d
yhtalopariksi. Ratkaisuksi saadaan

a:§m—§n—§r+§s
- 7 N 7 2 2
27T RT3 Ty
B EIE
c=—emtgntor—gs
1 1 2 2
d=——m——n-+ =r+ =s

Koska —1 <m, n,r, s <1, on

b—ctd=amotp 8, 8,4, 1 8 8 4
@ CTamgmm g =gl Tgd> g Ty 3T g™

ja

3 1 4 3 1 4
b—c—d=-m—-—-n—14 —s<—-—+—-+4+4+-=-=T.
a—+ c 2m 6n r+3s_2+6+ +3
29. aq, ao, ... on aareton reaalilukujono ja 0 < a; < c kaikilla i. Jonon alkiot toteuttavat
ehdon .
; — aj| >
|a’7« a’]| 2"—]

kaikilla 1 # j. Todista, etta ¢ > 1.

Ratkaisu. Olkoon n > 2. Jollakin lukujen 1, 2, ..., n permutaatiolla ki, ko, ..., k, on
Ak, < g, < ... < ag,- Nyt

c>ag, > ay, — ag, = |ag, =, _, | + |k, _, — ag, |+ -+ |ag, — a, |

1 1
> + b ———
ki 4+ ko ko + k3 kn—1+kn

Cauchyn—Schwarzin epayhtalon nojalla

n—1

2
V ki +k1+1) < Z » —|—k1+1 ;(kz‘ + kig1)-

n—l

(E ot
Sovelletaan téata edelld saatuun c:n alarajaan:

(n—1)>
Siy (ki + ki)

Mutta koska {k1, ko, ..., k,} = {1, 2, ...n}, niin

n—1

Z(k’i+k’i+1)=2Zj—k1—k’n:n(n+1)—k1—kn<n(n+1)—2.

i=1 j=1



> = = .
¢ n24+n—2 n+2 n+ 2

Siis
(n—1)2 _n—l_l 3

> ¢. Siis on oltava ¢ > 1.

Jos olisi ¢ < 1, niin tarpeeksi suurilla n:n arvoilla olisi 1 — 5
n

30. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut ay, asg, ..., a,, joille
99 ap aq Ap—1
Bt 1
100 + as o an (1)
kun ag =1 ja (ag+1 — 1)ag—1 > ai(ap — 1), missa k=1,2, ..., n— 1.

., a, toteuttavat tehtdvan ehdon, niin ax > axr_q kaikilla

Ratkaisu. Jos luvut aq, as, ..
k > 1 ja varmasti ar > 1 kaikilla £ > 1. Tehtavan epayhtalosta seuraa

ag ak+1 _ Ok4+1  Qk+1
ar+1 +1 — ak(ak—l ap — 1 ag
eli a ay a
—1 —1
< . 2
ag +ak+1—1_ak—1 <>
Lasketaan epayhtélot (2) arvoilla k =1+ 1,7+ 2, ..., n — 1 yhteen. Saadaan

Ay — a;
n—1 < % ,
an—l CL,;+1—1

a; Ai+1
=
Ai41 Ai42

. ) . an—1 (p—1
ja kun otetaan huomioon, etta < , saadaan
(7% Ap —

a; Ai+1
L < :
ip1 Q2 A, a;y1 — 1

Kun Otetaan huomioon yhtélo (1) ja epayhtéld (3), kun ¢ = 0, saadaan

Ainoa kokonaisluku, joka toteuttaa tdman epdyhtdlon, on a; = 2. Sovelletaan sitten (3):a

ja (1):t&, kun ¢ = 1. Saadaan

1<1 99 1\ 1/99 1<1
as — a; \100 ay/) 2\100 2 as —1°

Taman epayhtaloparin toteuttaa vain as = 5. Edelleen saadaan




Kun otetaan huomioon jo maaritetyt a; = 2 ja as = 5, nahdéaan, etta epayhtialon toteuttaa
vain ag = 56. Seuraavan epayhtalon

s =0, (4)

joten vastaavaa epayhtélod as:n méarittdmiseksi ei voi endd muodostaa. Yhtélo (4) osoit-
taa, ettd a1 = 2, as = 5, ag = 56, ay = 78400 on tehtavan ratkaisu, ja edellisista tarkaste-
luista seuraa, etta se on ainoa ratkaisu.

35. Olkoon A; sen terdviakulmaisen kolmion ABC' sisdan piirretyn nelion, jonka kaksi
karked ovat sivulla BC', keskipiste. Madritelladn pisteet By ja C7 analogisesti. Osoita,
ettd suorat AA,, BB, ja CCy kulkevat saman pisteen kautta.

Ratkaisu. Olkoon ST P(Q) se tehtavéssa maaritelty ne-
1io, jonka keskipiste on A;. Nelion sivu olkoon s. Lei-
katkoon AA; sivun BC pisteessd X. Olkoot vastaa-
vasti Y ja Z suorien BB; ja C'A seka suorien C'C ja S\
AB leikkauspisteet. Leikatkoon viela AA; nelion si-
vun PQ pisteessd X7 ja olkoon QX7 = u ja X7 P = v.

Symmetrian vuoksi silloin SX = v ja XT = u. Kay- B/ v N ¢
totiin hvviksi siti. ettd i a c .. a+c a s X T
etddn hyvaksi sita, etta jos — = —, niin = —.
Y e A S A
Koska
BX o
XC v’
niin

BX BX+u BT scotf+s cotf+1

XC XC+v CS scoty+s coty+l

Aivan samoin voidaan johtaa

CYy coty+1 |  AZ cosa+1
— a p— .
YA cotat1l ' ZB cot B+ 1
Nain ollen
BX CY AZ ]
XC YA zZB 7

ja Cevan lauseesta seuraa, ettd AA;, BBy ja CCy kulkevat saman pisteen kautta.

36. Tasossa on kaksi ympyraa, jotka leikkaavat toisensa pisteissa X ja Y. Osoita, etta
tasossa on nelja pistetta P, (), R ja S, joilla on seuraava ominaisuus: jos ympyra sivuaa
mainittuja kahta ympyraé pisteissa A ja B ja leikkaa suoran XY pisteissa C' ja D, niin
jokainen suorista AC', AD, BC' ja BD kulkee jonkin pisteistd P, ), R, S kautta.



Ratkaisu. Olkoot kaksi leikkaavaa ympyrada I'; ja
', ja jokin niitd sivuava ympyra 2. Oheisessa ku-
viossa §) sivuaa I'1:ta ja I's:ta sisdpuolisesti. Paattely
on kuitenkin sama riippumatta sivuamisen laadusta.
Osoitetaan, etta pisteet P, @, R, S ovat I'y;:n ja I's:n
yvhteisein tangenttien sivuamispisteet. Sivutkoon (2
I';:ta pisteessd A ja I's:ta pisteessd B ja leikatkoon
AC T'1:n my6s pisteessa P ja BC I'y:n myo6s pisteessa
Q. Pisteen C potenssi sekd I'y:n ettd I's:n suhteen
on CX - CY. Edellinen potenssi on myos CP - C'A ja
jalkimmaéainen myos C'B - CQ. Siis

ca_cQ
CB CP’

Kolmiot ABC ja QPC ovat siis yhdenmuotoiset (sks), joten ZBAC = ZPQC ja ZABC =
ZCPQ. Piirretaan ympyran () tangentti ¢ pisteeseen C'. Kehakulmalauseen perusteella
t:n ja suorien CB ja C'A viliset kulmat ovat yhta suuria kuin ZBAC ja ZCBA. PQ@ on
siis piirretybn tangentin suuntainen. Mutta ) voidaan kuvata ympyréaksi I'; A-keskisella
homotetialla, jossa C':n kuva on P. Homotetia kuvaa t:n P:n kautta kulkevaksi ¢:n suun-
taiseksi suoraksi, siis suoraksi P(), ja toisaalta {2:n pisteen C kautta kulkevan tangentin
Q:n kuvan pisteen C kuvan P kautta kulkevaksi tangentiksi. Suora P(@) on siis I'y:n tan-
gentti. Tarkastelemalla sitd B-keskistd homotetiaa, joka kuvaa :n I'y:ksi ndhdaén, etta
PQ on myos I's:n tangentti. Sama padttely osoittaa, ettd AD ja BD leikkaavat I'1:n ja
I'5:n niiden toisen yhteisen tangentin sivuamispisteissa.

37. Olkoon ABCD jiannenelikulmio. Pisteet E ja F ovat sellaisia sivujen AB ja C'D
pisteitd, ettda AE : EB = CF : FD. Olkoon vield P se janan EF piste, jolle PE : PF =
AB : CD. Osoita, etta kolmioiden APD ja BPC' alojen suhde ei riipu pisteiden E ja F
valinnasta.

Ratkaisu. Jos piste P on yhté etailla suorista AD
ja BC'|, niin kolmioiden APD ja BPC alojen suhde
on sama kuin niiden kantojen AD ja BC' pituuksien
suhde. Oletetaan ensin, ettd suorat AD ja BC ei-
vat ole yhdensuuntaisia. Olkoon S niiden leikkaus-
piste. Jannenelikulmion perusominaisuuden perus-
teella ZSAB = ZSCD ja LSBA = Z5DC. Kolmiot
ABS ja CDS ovat yhdenmuotoiset. Oletuksen ja ta-
man yhdenmuotoisuuden perusteella

AE EB _AE+EB _AB AS
CF FD CF+FD CD (CS’

joten myos kolmiot AES ja C'F'S ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis LZASE = ZCSF. Toi-



saalta
PE AB B AS B SE

PFCD CS§8 &F
Kulmanpuolittajalauseen perusteella P on kulman ESF puolittajalla. Mutta nyt ZBSP =

/CSF — /PSF = /ESA— /ESP = ZASP. P on siis kulman ASB puolittajalla, ja
yhta etaalla suorista AD ja BC.

Jos AD||BC. niin ABCD on tasakylkinen puolisuunnikas. Koska AB = C'D, niin EB =
FD. Jos M ja N ovat kylkien AB ja CD keskipisteet, niin ME = NF, ja E ja F ovat
yhta etaalla suorasta M N. P on janan E'F keskipiste, joten senm on oltava suoralla M N.
P on nytkin yhta etaélla suorista AD ja BC.

38. Sanomme, etta ympyréa erottaa viiden pisteen joukon, jos se kulkee pisteistd kolmen
kautta, yksi pisteista on ympyran sisdpuolella ja yksi ulkopuolella. Osoita, ettd jokaisella
sellaisella viiden pisteen joukolla, jonka mitkaan kolme pistetta eivat ole samalla suoralla
eivatka mitkaan nelja pistetta samalla ympyralla, on tasan nelja erottajaa.

Ratkaisu. Ympyradan € liittyvassa inversiokuvauksessa ympyra I', joka ei kulje inver-
siokeskuksen O kautta, kuvautuu ympyraksi IV, ja jos inversiokeskus ei ole ympyrian T’
sisdpuolella, I':n sisdpuoli kuvautuu I'':n sisdpuoleksi ja ulkopuoli ulkopuoleksi; jos inver-
siokeskus on ympyran sisalla, inversio kuvaa ympyran sisapuolen ulkopuoleksi ja painvas-
toin. Jos inversiokeskus O on ympyrélla ') niin I' kuvautuu I':n O:hon piirretyn tangentin
suuntaiseksi suoraksi £ ja I':n sisapuoli siksi £:n maarittamaksi puolitasoksi, jossa O ei ole.
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Ympyroita on kaikkiaan (3) = 10 ja kunkin pisteen kautta kulkee (2) = 6 ympyraa. Va-

litaan nyt annetuista pisteista yksi, esimerkiksi A, ja jokin A-keskinen ympyré €2. Olkoot
B’, C', D' ja E' muiden annettujen pisteiden kuvat ympyrassa €2 tehdyssa inversiossa. Pis-
teen A kuvana A’ voi pitad adrettoméan kaukaista pistettd. Jos jokin ympyra, esimerkiksi
BCD, erottaa A:n ja E:n, niin joko A on ympyran BC'D sisapuolella ja A ulkopuolella,
missi tapauksessa E’ on ympyran B’C’ D’ sisdpuolella ja A ulkopuolella, tai £ on ympyran
BC'D ulkopuolella ja A sisapuolella, jolloin taas E’ on ympyran B’C’ D’ sisapuolella ja A’
ulkopuolella. Alkuperaisen asetelman kuusi A:n kautta kulkevaa ympyraa kuvautuvat pis-
teiden B, C’, D', E’ kautta kulkeviksi kuudeksi suoraksi. Loput nelja ympyraé saattavat
erottaa A:n pisteesta B, C, D, tai E.

On mahdollista, etta pisteet B’, C’, D', E’ ovat jonkin kuperan nelikulmion karjet;
voimme tarvittaessa nimeta pisteet niin, ettd B’C'D’E’ on kupera nelikulmio. Silloin
B’ ja D’ ovat eri puolilla suoraa C'E’ ja C’ ja E’ eri puolilla suoraa B’D’. Ympyrét
ACE ja ABD ovat erottavia, mutta ABC, ACD ja ADFE ja AEB eivit ole. Koska ole-
tuksen mukaan B’C’D’E’ ei voi olla jannenelikulmio, silla on kaksi vastakkaista karkea,
esimerkiksi B’ ja D’, joissa olevien kulmien summa on > 180°. Silloin D’ on ympyran
B'C'E’ sisapuolella ja B’ on ympyran C'D'E’ sisdpuolella, mutta C’ on ympyran B’ D'E’
ulkopuolella ja E' on ympyréan B’C’D’ ulkopuolella. Edelld sanotun perusteella erottavia
ympyroitd on nelja: ympyrat ACE, ABD, BCFE ja CDE.

Elleivat pisteet B’, C', D', E' ole kuperan nelikulmion kérkié, jokin niistd, esimer-
kiksi E’, on muiden kolmen muodostaman kolmion sisalla. Jokainen kolmesta suorasta
B'E’, C'E’, D'E’ jakaa tason kahteen puolitasoon, joista kumpaakin kuuluu yksi kolmion



karki. Sen sijaan suorien B'C’, C'D’ ja D'B’ toisella puolella on E’ ja kolmion kolmas
karki. Nain ollen A:n kautta kulkevista kuudesta ympyrésta kolme, ABE, ACE ja ADFE,
ovat erottavia. Nelikkoon B’, C', D', E' liittyvistd neljastd ympyrésta vain B’C’'D’ on
sellainen, ettd neljas piste on ympyrén sisilla. BCD on siis erottava ympyra, mutta
BCE, CDFE, BDFE eivat. Erottavia ympyroita on nytkin nelja.

44. Kolmion ABC ortokeskus on H, ympari piirretyn ympyran keskipiste O ja ympari
piirretyn ympyran sade R. Olkoon D pisteen A peilikuva suoran BC suhteen, E B:n
peilikuva C'A:n suhteen ja F' C:n peilikuva AB:n suhteen. Osoita, etta D, E ja F ovat
samalla suoralla silloin ja vain silloin, kun OH = 2R.

Ratkaisu. Kaytetaan hyvaksi tietoa Simsonin suo-
rasta: Pisteen kohtisuorat projektion kolmion sivujen
kautta kulkevilla kolmella suoralla on samalla suoralla
silloin ja vain silloin, kun piste on kolmion ymparysym-
pyralld. Muodostetaan uusi kolmio A” B”C" niin, etta
C, A, B ovat A”B"”(C":n sivujen keskipisteet. Silloin
A"B"||AB. B"C"||BC ja A”C"||AC. Kolmion ABC
korkeussuorat ovat A”B”C":n sivujen keskinormaa-
leja, joten ABC:n ortokeskus H on A”B”C":n ym-
pari piirretyn ympyran keskipiste. Kolmion A”B"”C"”
ymparysympyran side on 2R, joten ehto OH = 2R

on yhtapitavaa sen kanssa, ettd O on A”B”C":n ymparysympyrén piste. Olkoot nyt D’,
E’ ja F' pisteen O kohtisuorat projektiot suorilla B”C"”, C" A" ja A” B”. Edella sanotun
perusteella pisteet D', E’, F' ovat samalla suoralla, jos ja vain jos OH = 2R. Viite tulee
siis todistetuksi, jos osoitetaan, ettd D', E’, F’ ovat samalla suoralla jos ja vain jos D, E, F'
ovat samalla suoralla.

Olkoon G kolmion ABC keskijanojen leikkauspiste eli painopiste. Helposti huomataan,
ettd G on my6s kolmion A” B”C" painopiste. Siité, ettd painopiste jakaa keskijanat suh-
teessa 2 : 2 seuraa, ettd homotetiakuvaus h, jonka homotetiakeskus on G ja venytyskerroin
k = —2, kuvaa pisteet A, B, C pisteille A”, B”, C”. Osoitetaan, ettd h(D) = D’. Olkoon
A’ BC'n keskipiste. Silloin h(A") = A. Koska OD' LB"C"||BC ja OA’ LBC (O on BC'n
keskinormaalin piste), niin OD’ ja D' A’ ovat sama suora. Siitd seuraa, ettd h kuvaa suo-
ran D’A’ pisteen h(A’) = A kautta kulkevaksi BC:td vastaan kohtisuoraksi suoraksi eli
suoraksi AD. Lisdksi AD:n pituus on suorien B”C"” ja BC' kaksinkertainen vélimatka, eli
2. D'A’. Néisté seuraa, ettd h(D’) = D. Samoin ndhdéén, ettd h(E’) = E ja h(F') = F.
Koska homotetia kuvaa suoran suoraksi, pisteet D, E, F' ovat samalla suoralla jos ja vain
jos D', E’, F’" ovat samalla suoralla. Viite on todistettu.

65. Kymmenen gangsteria seisoo tasaisella kentalla, ja milldan kahdella ei ole samaa
keskinaista etaisyytta. Kun kirkonkello alkaa lyoda kahtatoista, jokainen gangsteri ampuu
itseadn lahinna olevaa gangsteria kuolettavasti. Kuinka moni gangsteri ainakin kuolee?

Ratkaisu. Sanomme, ettd tason pistejoukon E piste A on kohdepiste, jos jollain X € E
AX < BX kaikilla E:n pisteilla B, B # X. Sanomme vield, ettd E on X :n kohdepiste. Jos
pisteiden valiset etaisyydet ovat kaikki eri suuria, piste A voi olla enintdan viiden pisteen
kohdepiste. Jos nimittédin A olisi kuuden pisteen X7, Xs, ..., Xg kohdepiste, niin pisteiden
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numerointi voitaisiin tehda niin, ettd kulmien /X; AX; 1, summa olisi 360°, jolloin ainakin
yvksi kulma, vaikkapa X7 A X5 olisi < 60. Talloin kuitenkin X7 X5 olisi lyhempi kuin ainakin
toinen janoista AX;, AXs, miké olisi ristiriidassa sen kanssa, ettd A on Xi:n ja Xo:mn
kohdepiste.

Osoitetaan, etta tehtavan mukaisella kymmenen pisteen joukolla E on ainakin kolme koh-
depistetta, ja etta silla voi olla tasan kolme kohdepistetta. Koska FE:n kaikkien piste-
parien etaisyydet ovat eri suuret, jollakin parilla tama etaisyys on pienin mahdollinen.
Olkoot nama pisteet A ja B. Selvasti ainakin A ja B ovat kohdepisteitd. Oletetaan,
ettd muita kohdepisteitd ei ole. Silloin A tai B olisi jokaisen kahdeksan muun joukon
pisteen kohdepiste, olisi alussa tehdyn havainnon perusteella sekd A ettd B viiden pis-
teen kohdepiste. Oletetaan, ettd A on B:n ja pisteiden X7, X5, X3, X4 kohdepiste ja
vastaavasti B A:n ja pisteiden Y7, Y5, Y3, Y;. Numeroidaan pisteet jarjestyksessa; tois-
tamalla alussa esitetty padttely huomataan, ettd /X;AX, < 180° ja LY1BY,; < 180°.
Voidaan olettaa, ettd X; ja Y7 ovat samalla puolen suoraa AB, samoin X, ja Y. Koska
(£LX1AB + ZABYY) + (LX4AB + ZABY,) = £X1AX4 + £Y1BY,; < 360°, on ainakin
toinen summista /X, AB + ZABY; ja /X4AB+ ZABY,; < 180°. Voidaan olettaa, etta se
on ensimmainen naista. Selvasti X7 ja Y7 ovat eri puolilla janan AB keskinormaalia, joten
ABY; X, on nelikulmio. Kolmiossa ABY7 sivu AB on lyhin. Kulma ZAY7 B on siis terava.
Kolmiossa AY; X7 on AX; < X1Y;. Siis ZAX1Y; on myo6s terava. Téaten ZBY; X7 < 180°.
Samoin osoitetaan, ettd /Y7 X1 A < 180°. Nelikulmio ABY7; X on siis kupera. Merkitaan
nyt /Y1AB = o, ZABX, = 3, ZBX Y7 = v ja LZAY1 X1 = ). Jos Z on nelikulmion
ABY; X, lavistajien leikkauspiste, niin kolmioista ABZ ja Y7 X, Z saadaan heti

a+B=ry+0. (1)

Mutta koska AB on kolmion ABYj lyhin sivu ja siis
/ZAY1B < «, niin ZABY; > 180° — 2a. Vastaa-
vasti ZX1AB > 180° — 273. Toisaalta BY; on kolmion
BY1 X, lyhin sivu, joten /X 1BY; > v ja /X 1Y1B <
180° — 2v. Vastaavasti /X 1Y B < 180° — 2§. Tiede-
tadn, ettd / X1AB + ZABY; < 180°, ja nelikulmion
kulmasumman takia ZBY; X1+ 2Y:1 X7 > 180°. Edella
johdettujen epéayhtédldiden mukaan siis 360° — 2(« +
B) < 180° eli 2(a+ ) > 180°, ja 360 —2(y+4) > 180°
eli 2(y 4+ 0) < 180°. T&mé on ristiriita yhtdlon (1) kanssa, joten oletus vain kahdesta
kohdepisteesta oli virheellinen.

Osoitetaan viela esimerkilla, etta kohdepisteita voi olla

tasan kolme. Olkoot sivutkoot A-keskinen ja B keski- " ’ g
nen ympyra toisiaan ulkopuolisesti pisteessa C'. Olete-
taan, ettd AC' < BC. Olkoon D C'n kautta piirretylla 7

AB:n normalilla niin, ettd CD = C'B. Valitaan viela
pisteet E, F, G hiukan A-keskisen ympyran ulkopuo- o
lelta ja H, I, J hiukan B-keskisen ympyran ulkopuo-
lelta niin, ettd E:n, F:n ja G:n kohdepiste on A ja H:n, I:n ja J:n kohdepiste on B. Nyt
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A:mn kohdepiste on A:n, B:n ja D:n kohdepiste on C' ja C:n kohdepiste A. (Jos joillakin
kahdella pisteparilla sattuisi olemaan sama keskinainen etaisyys, pisteita voitaisiin hiukan
siirtdd.) Téssé on siis tasan kolme kohdepistetté.

105. Mika on pienin t jolla on olemassa kokonaisluvut xq, s, ..., x¢, joille patee

34w 44 a? = 200220027

Ratkaisu. Kaikki kuutioluvut ovat = 41, 0 mod 9. On nimittiin 22 = 8 = —1 mod 9,
43 =25 =1 mod 9 ja (9 — k)3 = —k mod 9. Toisaalta 20022902 = 2002 - 20022001 =
2002 - (2002667)3, ja 2002 = 1998 +4 = 4 mod 9, joten 20022°°2 on kongruentti +4:n kanssa
modulo 9 (itse asiassa +4:n kanssa). Summassa on oltava ainakin 4 yhteenlaskettavaa.
Nelja myos riittdd, koska 2002 = 102 + 103 + 12 + 13, ja valinta z; = x5 = 10 - 2002°67,
x3 = x4 = 20027 toteuttaa tehtdvan ehdot.

a’ + b3

106. Osoita, etta jokainen positiivinen rationaaliluku voidaan esittda muodossa pERE
c

missa a, b, ¢ ja d ovat positiivisia kokonaislukuja.
Ratkaisu. Tarkastellaan tilannetta, jossa ¢ = a ja vieli a = b+ d. Silloin a® + b® =
(a+b)(a®—ab+b?) ja a®+d> = (a+d)(a®—ad+d?). Lisiksi —ad+d* = —(b+d)d+d* = —bd
ja —ab+ b* = —(b+ d)b+ b? = —bd, joten

a>+b>  a+b

ad+d3 a+d

Olkoon nyt m ratiomaaliluku, jolle patee
n

1 m
- < — <2
2 n
Jos asetetaan a =m+n,b=2m—n>0jad=a—b=—m+ 2n > 0, niin
a+b 3m m
a+d 3n n

ja siis myos
ad+b m

ad+d3
. m cpee |1 : m .. ,[2m .. .
Ellei — kuulu valiin 37 2|, tarkastetaan lukuja ¢/ — ja {/ —. Naiden valissa on ratio-
n n n
naalilukuja, esimerkiksi 2. Silloin
q
3
m 2m
n q n
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ja
3
m
1< <o
np

Jo todistetun perusteella on olemassa positiiviset kokonaisluvut a, b, d niin, etta

mqg®>  a® + b3

np® a4+ d3

Mutta silloin
m _ (pa)® + (pb)®

n (qa)® + (qgd)*
109. Maéirita kaikki ne kolmikot (a, m, n) € N3, joille a™ + 1 on luvun (a + 1)™ tekija.

Ratkaisu. On ilmeisté, ettd ainakin kolmikot (1, m, n) ja (a, 1, n) ovat ratkaisuja kaikilla
a, m, n. Voidaan siis olettaa, ettd a > 1 ja m > 1. Merkitdan s.y.t.(k, ¢) = (k, 1).

Kiytetiin useamman kerran seuraavaa aputulosta: jos u | v*, niin u | (u, v)*. Jos nimit-
tiin (u, v) = d ja u = u1d, v = v1d, niin (u1, v1) = 1, ja jos v* = bu, niin VFd*~1 = bu;.
Koska (ug, v1) = 1, niin u; | d*~! ja koska u = u;d, niin u | d*.

Osoitetaan, ettda kun a > 1, niin tehtavan ehdot toteuttava m ei voi olla parillinen. Jos
méin olisi, niin olisi, binomikaavan vuoksi, a™ +1 = ((a — 1)+ 1)+ 1= K(a — 1) + 2,
joten (™ +1, a—1) olisi 1 tai 2. Aputuloksen mukaan edellisessé tapauksessa a™ +1 | 1,
joka ei ole mahdollista, jalkimmaisessa taas a” 4+ 1 + mid2™. Talloin a™ + 1 olisi jokin
luvun 2 potenssi, a™ + 1 = 2. Koska a > 1, t > 2. Talloin olisi a”™ = —1 mod 4. Mutta
koska m oletettiin parilliseksi, a” on nelioluku, ja tunnetusti nelicluvut ovat = 0 mod 4
tai = 1 mod 4.

Voidaan siis rajoittua tapaukseen, jossa a > 1, m > 1 ja m on pariton. Talloin on
valttaméatta myos n > 1. Olkoon p jokin luvun m pariton alkutekija. Merkitdan m = pr
ja (lyhyyden vuoksi) b = a”. Luku r on pariton, joten b+1 =a" +1 = a” + 1" on jaollinen
luvulla @ + 1. Néin ollen b + 1 = a™ + 1 on tekijéna luvussa (a 4+ 1)™ ja edelleen luvussa
(b+ 1)™. Merkitdén
B— bP + 1.
b+1

B on kokonaisluku ja luvun (b + 1)1 tekija. Alussa esitetyn aputuloksen nojalla B on
myos luvun (B, b+ 1)"~1 tekiji. Binomikaavan perusteella on jilleen

w41 ((b+1)—1)P+1  Lb+1) 4pb+1)—1+1
b+l b+1 B b+1 -

Lb+1)+0p.

Siis (B, b+ 1) on tekijdné luvussa p. Koska p on alkuluku, tdmé& on mahdollista vain, jos
(B, b+ 1) = p. Siis B | p"~1, joten B on jokin p:n potenssi. Télléin varmasti p | b + 1 ja
koska (b? + 1) | (b+ 1), p| b+ 1. Siis b = kp — 1 jollain k. Binomikaavan perusteella

Wal=(kp—1)P+1= Zp: (?) (=1)P~7 (kp)? + p(kp) — 1 + 1.

j=2
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P11 = kp? 2 ia B = =
bP + kp® mod (kp®), ja P T

= p mod (kp?).

Luku B on siis jaollinen p:1l4, muttei p?:lla. On oltava B = p.
Jos k > 4, niin 2¥~1 > k. Jos olisi p > 5, olisi

b’ +1 1 ) ) )
P = =P+ > (b-1)PT > 207 > p# B.

Ainoa mahdollisuus on, ettd p = 3. Koska B = 3, niin b2 — b + 1 = 3. Ainoa positiivinen
luku, joka toteuttaa taman yhtalon, on b = 2. Silloin a” = 2, joka on mahdollista vain, jos
a=2,7r=1jam=pr=23. Selvistikin 23+ 1 = 9 on tekijini luvussa (2+1)", kun n > 1.
Ratkaisukolmikkoihin kuuluu siis aikaisemmin lueteltujen ilmeisten tapausten lisaksi myos
kolmikot (2, 3, n), n > 1.

128. Onko olemassa 100 positiivista kokonaislukua, kukin enintdan 25000, niin ettd kaik-
kien naista luvuista muodostettujen lukuparien summat ovat eri lukuja?

Ratkaisu. Osoitetaan hiukan yleisemmin, ettd jos p on pariton alkuluku, on olemassa p
positiivista kokonaislukua, kaikki < 2p? siin, ettd kaikki niistd luvuista muodostettujen
lukuparien summat ovat eri lukuja. Koska p = 101 on alkuluku ja 2-1012 = 20402 < 25000,
tehtavan ratkaisu seuraa.

Olkoon siis p > 2 alkuluku. Jos a on kokonaisluku, merkitaan sita lukua r, jolle r =
a mod p ja 0 < r < p—1 symbolilla (a),. Tarkastellaan lukuja f, = 2np + (n?),,
n=20,1,..., p— 1. Jokainen néistd luvuistaon < 2p(p —1)+p—-1=2p+1)(p—1) =
2p? —p+1 < 2p?.

Osoitetaan sitten, ettd kaikki summat f,, + f, eri pareilla {m, n} ovat eri lukuja. Havai-

taan, etta
2 2
EET A R P YL W R
2p 2p
Jos siis fr, + fn = fr+ fe, niin m+n = k+ £. Lisiksi talloin 2pm + (m?), + 2pn + (n?)
2pk + (k2)p, + 20p + (€2), eli (m +n)(2p) + (m?), + (n2)p = (m +n)(2p) + (k?), + (£
Siis (m?), + (n?), = (%), + (€2), ja m? + n? = k? + ¢? mod p.

Vaitteen todistamiseksi riittaa siis, etta osoitetaan todeksi seuraava vaite: Jos

g:
)p:

r4+y=z+tmodp ja 22 +y*=22+t>modp (1)

ja 0 <z y, 2zt < p-—1, niin {z, y} = {2, t}. Kongruensseista (1) edellisestd seuraa
r—t =1y —2mod p ja jilkimmaisesti 22 — 22 = t2 — y2 mod p eli (v — 2)(x + 2) =
(t—y)(t+y) mod p. Jos x = z (jat = y) viite pétee. Jos z — z ei ole p:1l jaollinen,
on oltava = + z = t + y mod p Jos tdmé ja kongruensseista (1) edellinen vdhennetédén
toisistaan, saadaan 2x = 2t mod p ja x =t mod p. Kun otetaan huomioon lukujen z ja t
suuruudesta voimassa oleva oletus, on x =t ja y = z, ja vaite patee.
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132. Osoita, etta niiden positiivisten kokonaislukujen, joita ei voi esittda eri suurten
neliolukujen summana, joukko on aarellinen.

Ratkaisu. Vaitteen todistamiseksi riittaa, etta osoitetaan kaikkien riittavan suurten lu-
kujen olevan eri suurten neliclukujen summia. Yksi tapa osoittaa taméa on lahtea liikkeelle
kahdesta luvusta, jotka molemmat ovat eri suurten ja keskendan jaottomien nelididen sum-
mia ja joista toinen on kaksi kertaa niin suuri kuin toinen. Tallainen pari on esimerkiksi
29 = 22 + 52 ja 58 = 32 + 72. Olkoon nyt

114
n > (58K +1)* = 1683988 355.
k=0

Osoitetaan, ettd n on eri suurten neliolukujen summa. Nyt n = 116q + r joillain ¢q ja r,
0<r<116. Josr > 1, niin

r—1 r—1 r—1
> (58k+1)* =58> k*+116 Y _k+r =r mod 116.
k=0 k=0 k=0
Tallsin 1
n=> (58k+1)”+ 116t
k=0

jollain t. Jos r = 0, niin n = 116t jollain t. Mutta kokonaisluku ¢ voidaan esittaa binaa-
rijarjestelmassa. Itse asiassa esitys voidaan jakaa kantaluvun 2 parillisten ja parittomien

potenssien summaksi:
0

Jo
t=> 2%+ f;2%H
j=0

=1

missa jokainen e; ja f; on 0 tai 1. Silloin

to Jo
116t =4- (2 +5%) ) ;2% +2(32 +7°) Y f;2%1,
=0 j=0

Kummankin summan jokainen termi on eri parillisen kokonaisluvun nelio. Koska sum-

massa
r—1

> (58K +1)°

k=0

on erisuurten ja parittomien kokonaislukujen nelioita, on haluttu jako saatu aikaan. — Itse
asiassa on todistettu, ettd lukuja, joita ei voi esittda eri suurten nelididen summina, on
vain 31 erilaista, ja suurin niista on 128.



