IMO-tason geometrisia epayhtaloita

Tahén kokoelmaan on poimittu muutamia Kansainvalisten matematiikkaolympialaisten
tehtavanvalinnan loppusuoralle, ns. lyhyelle listalle paasseita geometrian tehtavia, joita ei
kuitenkaan ole itse kilpailussa kaytetty. Tehtavien yhteinen piirre on se, etta ne kasittelevat
geometriaa ja etta todistettavana vaitteena on jokin epayhtalo. Monet tehtavista edellyt-
tavat tavallisten epayhtaloiden tuntemista. Esitetyt ratkaisut perustuvat paaosin matema-
tiikkaolympialasten tuomariston kaytossa olleeseen aineistoon. Olisi yleensa hyva, jos tie
ratkaisun keksimiseen olisi osoitettavissa. Muutamat naista tehtavistd — tai ratkaisuista
— eivat tata kriteeria tayta. Ehkapa siksikin ne ovat jadneet valitsematta olympialaisten
lopulliseen tehtavasarjaan.

Ellei erikseen muuta sanota, kolmion ABC' sivut ovat BC = a, CA = b ja AB = ¢ seka
kulmat /BAC = o, ZCBA = (3 ja ZACB = 7.

1. Kolmion ABC kaikki sivut ovat eripituiset. Kolmion painopiste on G, sisadn piirretyn
ympyréan keskipiste I ja ortokeskus H. Osoita, ettd ZGIH > 90°. (1990)

Ratkaisu. Oletetaan, ettd ABC on teraviakulmainen
jaa >0b>c Olkoot L, M ja N korkeusjanan, kul-
manpuolittajan ja keskijanan kantapisteet sivulla BC'
ja olkoot P, @) ja R vastaavat pisteet sivulla AC.
Koska a > ¢ ja b > ¢, pisteet ovat jarjestyksessa
B, L, M, N,C ja A, P,Q, R, B. Leikatkoot AL ja
CR pisteessa F ja AN ja C'P pisteessa D. Mutta tasta
seuraa, etta I on nelikulmion EGDH sisalla. Suora-
kulmaiset kolmiot APD ja C'LE osoittavat, etta kul-
mat HDG ja HEG ovat tylppia. Siis nelikulmio EGDH on sellaisen ympyran sisalla,
jonka halkaisija on HG. Mutta koska I on taman ympyran sisalla, on ZGIH myos tylppa.
— Jos ABC' on tylppakulmainen ja a > b > ¢, niin I on edelleen kolmiossa AEG; koska nyt
A on janalla FH, kolmio AEG siséltyy kolmioon HEG. Kulma HEG on tylppé (koska
CLFE on suorakulmainen kolmio. Kolmio H EG sisiltyy HG-halkaisijaiseen ympyraan, ja
loppupaatelma on sama kuin edella.

2. Kolmion ABC ymparysympyrén sdde on R = 1. Olkoon r kolmion sisdympyréan sade ja
olkoon p kolmion ABC ortokolmion A’ B'C’ sisdin piirretyn ympyran sade. Osoita, etté

1
p<1—z(1+4m)

(1993)

Ratkaisu. Trigonometriaa. Osoitetaan ensin, etta jokaisessa kolmiossa on

r
cos v 4 cos 3 + cosy = 1—|—§.



Todellakin: kosinilauseen perusteella

teosf4 62+02—a2+02+a2—b2+a2+62—c2
cos o + cos cosy =
i 2bc 2ca 2ab
1

= ﬁ(a62+a02 —a® +bc? 4 a?b — b® + a’c+ bPc — )
abe

ja koska kolmion alalle T" patee

(2p =a+ b+ c), niin

r 4T?  abe+4(s—a)(s—b)(s—c)
1 - = 1 =
* R * sabc abc
_ 2abc+ (—a+b+c)la—b+c)(a+b—c)  2abc+ (—(a+b)*+c*)(a+b—c)
B 2abc B 2abc

_abtafc+ab® +bPc+ bt —a® — b2 — P
- 2abc '

Palautetaan mieliin ortokolmion perusominaisuus: kolmion korkeusjanat ovat ortokolmion
kulmien puolittajia. Olkoon H kolmion ABC' ortokeskus eli korkeusjanojen leikkauspiste.
Koska kulmat AB’B ja AC’C ovat suoria, B’ ja C' ovat AH-halkaisijaisen ympyran pis-
teita. Siis /B'C'H = /B'AH. Vastaavasti pisteet A’, H, C’ ja B ovat ympyralld, joten
/HC'A" = /ZHBA'. Mutta ZHAB' = 90° — v = ZHBA’. Siis H on kulman /B'C"A’
puolittajalla.

Osoitetaan sitten, ettd p = 2R cosacosFcosy. Ol-
koon X H:n kohtisuora projektio suoralle A'C’.
Siis p = HX. Nyt HA" = ccosftan(90° — .
v) = ccosfBcoty ja koska L/C'A'H = LHA'B" =
ZHCB' = 90° — o, niin p = HA sin(90° — S\ sk

c X
a) = ccosfcotycosa = cosacosfcosy =
siny

2R cos a.cos 3 cos .

Osoitetaan sitten, ettd 2cosacosfcosy + cos?a +
cos? 3 4 cos? v = 1. Todellakin:

2 — 2cos® a — 2cos® f — 2cos? vy = —1 — cos(2a) — cos(23) — cos(27)
= c0s(180°) + cos(180° — 2a) + cos(180° — 23) + cos(180° — 2+)
=cos(a+ B+ ) + cos(—a+ B+ ) + cos(a — B+ ) + cos(a + 5 — )
=2cosacos(B+ )+ 2cosacos(f — ) = 4cosacos [ cosy.

Cauchy—Schwarzin epayhtélon nojalla on

1
g(cos o + cos B + cosy)? < cos? a4 cos? B + cos? .



Siis

1 2
%+§ <1+%> < 2cos acos fcosy + cos? a + cos? f+ cos® vy =1,

joten todistus on valmis, kun otetaan huomioon oletus R =1

3. Tasasivuisen kolmion kérjet D, E ja F' ovat kolmion ABC sivuilla BC, C'A ja AB, tassa
jarjestyksessa. Naiden sivujen pituudet ovat a, b ja ¢ ja kolmion ABC ala on S. Todista,
etta

2V/28

DE > .
Va2 + b2+ 2+ 4438

(1993)

Ratkaisu. Piirretaan kolmion DFEF ympari p-
sateinen ympyra. Se leikkaa isomman kolmion sivut
BC ja CA myos pisteissia H ja GG. Ratkaisu on etu-
paassa lasku, jossa DE':n ja kolmion ABC sivujen vé-
listd yhteytta etsitdan p:n ja HG:n kautta.

Jannenelikulmiosta DEGF ndhdaan, ettd /EGF =
120° ja kehakulmista ZDHF ja ZDEF = 60°, etta
ZFHC = 120°. Nelikulmiosta HCGF saadaan
/ZGFH = 120° — . Merkitadn AF = z. Sinilauseen

] 2 2(c —
_Slﬂx = —xsina ja vastaavasti FFH = u
sin 60° V3 V3

nojalla FG = sin 3. Kosinilauseesta

saadaan

4
HG? = g(:c2 sin? a + (¢ — )?sin? B — 22(c — z) sin asin B cos(120° — 7))

4
= g(Lw2 —2Mecz + Né?),

missé L = sin® a+sin? 342 sin a sin B cos(120° —~), M = sin? B+sin asin § cos(120° —) ja
N =sin? 5. Arvioidaan nyt z:n toisen asteen polynomia standardimenetelmalls alaspéin:

AL Mc\%2 /N M2 42 NL — M?
G2 = 2 _ e — A= =
¢ 3<G:_L)+<L DJC>—3 L

Sovelletaan laajennettua sinilausetta kolmioihin DEF' ja HGF, joilla on sama ympéri
piirretty ympyra; saadaan

HG DE

e S P .
sin(120° — ) P~ sin60°

Siis
pp-Y3.__HG
2 sin(120° —~)
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Kisitelliin HG?m alarajan termeji. Ensinnikin

NL—M? = sin® B(sin® a-+sin? f+2 sin a sin 8 cos(120°—~))—(sin? F+sin asin 3 cos(120°—v))?
= sin® acsin® B(1 — cos?(120° — 7)) = sin® asin® Bsin?(120° — 7).

1 3
Toisaalta cos(120° —~) = —5 cos 7y + =y sin~y, joten L = sin® a +sin?® 3 —sin asin  cos v +

V3sinasin Bsiny. Sovelletaan nyt laajennettua sinilausetta ja kosinilausetta kolmioon
ABC (jonka ympéri piirretyn ympyran side on R). Saadaan

9 9 a’® +b% — 2 V3absi
L_a +0b —abT—F 3a681n7_a2+62+c2+4\/§S

4R? 8R?

Sijoitetaan ndmi DE?:n lausekkeeseen:

DE2:§. HG* > 2 NL— M? _ c? sin? asin? 3 - 8R2
4 Sin2(1200 _ ,y) — Lsin2(120° . ,y) CL2 + 1)2 + 62 1 4\/§S
2a2b? sin? y 852

T 24+ ++4V3S @2+ b2+ 2+ 43S

Vaite on taméan kanssa yhtapitavaa. — Vuoden 1993 IMO:n tehtavanlaadintakomitea huo-
mauttaa, ettd samansisaltoisen vaitteen elegantimpi formulointi olisi ollut

SS9y (o b e
Sr = V3\he  hy  he)’

missa S’ on kolmion DEF ala.

4. Tetraedrin A1 A3A3A, painopiste on G. Suora AG leikkaa tetraedrin ympari piirretyn
pallon myés pisteessd Al. Osoita, ettd

GA, - GAs - GAs - GAy < GA| - GAL - GAl - GA,

ja

SRS R TN SRR SIS S B
GA] " GA, " GA, " GA, ~ GA, ' GA, ' GA;  GA;
(1995)

Ratkaisu. Olkoon O tetraedrin ympari piirretyn pallon keskipiste ja R sen sdde seka
OG = g. Koska O, G, A; ja A, ovat samassa tasossa, niin Pisteen potenssia koskevan
lauseen perusteella

GA; - GA; = (R+g)(R—g) = R* — d*. (1)

Kun ensimméinen epéyhtald lavennetaan luvulla GA; - GAy - GAs - GA4 ja otetaan (1)
huomioon, saadaan ensimmainen epayhtalo yhtapitavaan muotoon

GA, - GAy - GAz - GAy < (R? — ¢%)2. (2)



Merkitiain OA; = a;, OG = ¢’. Painopisteen perusominaisuuden mukaisesti

4
> @ -17.
=1
Siis
GA} = (i — ¢V =R +¢"-20a;- 7
ja
4
D GA? =4R® +4g° — 8¢ = A(R® — ¢). (3)
=1

Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vilisen epayhtalon perusteella siis

R —g* > {/GA}-GA3 - GAZ GAZ = \/GA, - GA; - GA; - GA,.

T&ama on sama kuin (2), joten ensimmaéinen epayhtilo on todistettu.

Kun jalkimméiinen todistettavista epiyhtildisti lavennetaan luvulla R? — g2 ja otetaan
huomioon (1), epayhtélo saadaan yhtépitdvaén muotoon

4 4
> GA; < ( Z
=1 =1

Yhtélon (3) perusteella on siis ndytettava, etta

4 1 4 4 1
2
;GAiSZ;GAi;GAi.

Kaytetaan Cauchy-Schwarzin epayhtalod kahdesti:

4 2 4 4 4
<Z1.GAi> <4) GA7, 16=(1+1+1+1) Z Z
=1 =1 =1 i=1

Siis

»Jkl»—'

SM
IIM.n

4 14 4 1 4
R P L

5. Kuperan nelikulmion ABC'D ala on S. Piste O on nelikulmion sisélla ja pisteet K, L, M
ja N ovat nelikulmion sivujen AB, BC, CD ja DA pisteita, tassa jarjestyksessa. Todista,
etté jos OKBL ja OM DN ovat suunnikkaita ja Sy, So niiden alat, niin v/'S > /81 +/Ss.
(1995)



Ratkaisu. Jos piste O on janalla AC, niin kolmiot
ACB, AOK ja OCL ovat yhdenmuotoiset, samoin kol-
miot ADC', ANO ja OMC'. Koska AC' = AO+OC ja
yhdenmuotoisten kolmioiden alat vastinsivut suhtau-
tuvat kuten alojen nelitjuuret, on V.S = v/S7 + +/Sa.
Oletetaan sitten, ettd O on samalla puolen suoraa AC
kuin D. Merkitdaan O:n kautta kulkevan suoran ¢ ja
suorien BA, AD, DC ja C'B leikkauspisteita kirjaimin
W, X, Y ja Z, tassa jarjestyksessd. Jos W = X = A,

(0]

HOH;/O—X:é;aO—Y < 1. JosY = Z = C, niin
OX <1ja oy — 1. Jos ¢:aa kierretaan pisteen O
e e . . 0z
ympari, 16ytyy sellainen asento, jossa —— = oy i-

joitetaan ¢ nyt tdhan asentoon. Merkitaan kuvioiden
KBLO, NOMD,WKQO,OLZ, ONX jaYMO aloja
T1, T, Py, Py, Q1 ja QQo, tassa jarjestyksessa. Todistettavan vaitteen kanssa yhtapitavaa
on Ty +T5 > 2/5155. Kolmiot WBZ, WKQO ja OLZ ovat yhdenmuotoiset. Siis

— f— \/— WO 07 \/—
Pl"- PQZ p1+T1+P2(W+W)— P1+T1+P2.

Tama on yhtapitavaa yhtalon Ty = 24/P; P> kanssa. Vastaavasti osoitetaan, etta 15 =
ow 0X P OW? B 0X? B @ Q1 @

2/ . Koska —— = ——, niin — = . Merkitdan k = — = .
10Q>. Koska 07 o7’ niin 2 072 ov: 0, erkitdan P, 7,
Nyt

T1 +T2:2\/P1p2+2\/Q1Q2:2(1—|—k)\/P1p2:2\/<1—|—]€>P1(1+k)p2
=2V/(P1 + Q1) (P2 4 Q2) > 21/515.

6. Kuperassa kuusikulmiossa ABCDFEF on AB = BC, CD = DFE ja EF = FA. Osoita,

etta
BC DFE FA S 3

BE T DATFCZ D

(1997)

Ratkaisu. Merkitain AC' = a, CE = b ja AE = c. Sovelletaan Ptolemaioksen lausetta
nelikulmioon ACEF. Sen mukaan AC - EF + CE - AF > AE - CF, ja koska EF = AF,

saadaan

FA c
FC —a-+b

Samoin saadaan

DE> b BC’> a
DA ~c+a BE ~b+c




Siis

BC+DE+FA> a . b . c
BE DA FC ~b+c c4+a a+b

3
Taman epayhtalon oikea puoli on > 3" Kyseessa on tunnettu epayhtalo; sen voi todistaa

helposti, kun kirjoittaa a +b =2, c+a =1y ja b+ ¢ = z. Silloin oikea puoli saa muodon

1l /x+2z— r+y—=z +z—x
( y ety—z y )

2 Y z x
1/z vy =« 2z vy =z 1 3
=—|-+=+—-4+-+="+-=-3)2>2=(6-3)==.
2<y+m+z+x+z+y >_2( ) 2

7. Olkoon kolmion ABC' painopiste G. Maarita tason ABC piste P niin, ettd AP - AG +
BP - BG + CP - CG saa pienimmaén arvonsa. Maarita tdma arvo kolmion ABC' sivujen
pituuksien funktiona. (2001)

Ratkaisu. Piirretdan kolmion CGB ympéari ympyra
Y. Suora AG leikkaa Y:n myos pisteessa K. L, M ja N
ovat sivujen BC, C' A ja AB keskipisteet. Ristikulmien
ja kehdkulmalauseen perusteella LZAGH = ZCBK,
/BGL = /BCK ja siis myos ZNGB = Z/BKC. Si-
nilauseesta ja siita, ettd AN = NB, BL = LC' seuraa

AG  sin(ZAGN) BG  sin(/LGB)

BG  sin(/NGB)’ CG sin(ZLGC)’
Laajennettu sinilause ja kolmio BKC' antavat toisaalta BK = 2Rsin(ZKCB) =
2Rsin(ZLGB), CK = 2Rsin(ZCBK) = 2Rsin(£ZAGN), BC = 2Rsin(/BK(C) =
2Rsin(ZNGB). Naista seuraa

CG BG AG )
BK CK BC’

Ptolemaioksen lauseen mukaan mielivaltaiselle tason pisteelle P on voimassa PK - BC <
BP-CK + BK - CP, ja yhtasuuruus vallitsee aina ja vain, kun P on ympyran ) kehalla.
Yhtélon (1) perusteella on siis myoés PK - AG < BP - BG + CG - C'P; kun tahén lisdtdan
puolittain AP - AG ja otetaan huomioon kolmioepayhtialo AK < AP + PK, saadaankin
AK - AG < AP - AG + BP - BG + CP - C@. Epayhtilossa on yhtasuuruus, kun P on
ympyran ) kehalld ja P on janalla AK. Minimi saavutetaan siis, kun P = G. Minimi on

22 22_2 22 22_2 22 22_2 2 2 2
AG2+BG2—|—CG2:(6+C a)+(c+9a b?) + (2a* + 2b c):a+l;+c.
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8. Olkoon M kolmion ABC sisapiste. Olkoon A’ se sivun BC' piste, jolle M A’ 1 BC.
Maiéritelldan sivujen C A ja AB pisteet B’ ja C' analogisesti. Olkoon
MA -MB'- MC'
M) = .
P(M) = 3T\ B - MC

Maéritd M niin, ettd p(M) saa suurimman mahdollisen arvonsa. Olkoon u(ABC') tdma
suurin arvo. Milld kolmioilla ABC' u(ABC') saa suurimman mahdollisen arvonsa? (2001)

Ratkaisu. Olkoon a; = AIMAB, ag = LZMAC, 3y = ZMBC, By = ZMBA, v =/ZMCA
jaye =ZMCB. Nyt

MB' - MC’ MC - MA MA"-MB'

V[ A? = sin aq sin ag, [Y3:E = sin (3 sin (s, C? = sin y; sinys.

Siis p(M)? = sin a1 sin ap sin (B sin By sin 1 sinye. Mutta

(1 — cos(x + y)) = sin? :U_+y

N | —

1
sinzsiny = i(cos(m —y) —cos(z +y)) <

Yhtasuuruus vallitsee, kun x — y = 0. Koska a1 + a2 = « jne., niin

p(M) < sin%sin§ sin%.

Yhtasuuruus vallitsee, kun a; = ag, 1 = (2 ja 71 = 79 eli silloin, kun M on ABC:n

kulmanpuolittajien leikkauspiste. Siis u(ABC') = sin % sin g sin % Epéayhtélon (1) perus-

Q
teella nahdéaan, ettd suuretta sin — sin g sin i voidaan aina kasvattaa, jos «, (3 ja ~ eivat

ole yhté suuria. pu(ABC) on maksimaalinen tasasivuisille kolmioille ABC.

9. Kolmion ABC piirin puolikas on s ja sen sisdympy-
ran sade r. Piirretdan kolmion ulkopuolelle puoliym-
pyrat, joiden halkaisijat ovat BC, C'A ja AB. Sen ym-
pyran, joka sivuaa naita kolmea puoliympyraa, sade on
t. Osoita, etta

(2003)
Ratkaisu. Olkoon O kolmea puoliympyraa sivuavan
ympyran keskipiste. Olkoot D, E ja F' kolmion ABC

sivujen BC, C' A ja AB keskipisteet, tassi jarjestyksessi. Olkoot sitten D', E’ ja F’ pisteet,
joissa ympyra sivuaa puoliympyroita ja olkoot d’, €’ ja f’ naiden puoliympyroiden séteet.
Koska sateet ovat kolmion sivujen puolikkaita, d' + e’ + f' = s jad = FE, ¢ = DF ja
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f" = DE. Sivuamisen vuoksi puoliympyroiden ja )Y:n yhteisiin pisteisiin piirretyt siteet
ovat samoilla suorilla. DD’, EE’ ja FF’ leikkaavat siis toisensa pisteessd O. Olkoon nyt
__d/+e/+f/ S I_d/_e/+f/ S

fzﬁ—fl

_d’+e’—f’

d=2—d
2

) € )

2 2 2 2
Piirretdan kolmion ABC sisapuolelle, sivuille BC', C'A ja AB d-, e- ja f-sateiset puoliym-
pyrdat. Puoliympyrit sivuavat toisiaan, silla d +e = f = DE, e+ f = d = FE ja
f+d=¢ = DF. Huomataan myos, ettd d +e + f = g Jos olisi t < %, olisit <d-+d,

t <e+e jat < f+ f'. Silloin piste O olisi jokaisen pikkupuoliympyrén sisilla tai reunalla.
Tama on mahdotonta, koska ympyrat vain sivuavat tosiaan, eikd millaan kahdella niista
ole yhteisia sisapisteita. Tehtavan epayhtaloista vasemmanpuoleinen on siis tosi.

Merkitaan g =t — % Edellisen nojalla g > 0. Lisdksi DO =t — d' = d + g ja vastaavasti
FO =e+gja FO = f+ g. Vaitamme. etta

(N N U B 1+1+1+12 0
a2 e2 f2 g2 2\d e f g¢g)
Todistus: Jos kolmion PQR sivut ovat p, ¢ ja r, niin kosinilauseen nojalla

—p2 +q2 4 2
2qr

cos(ZQPR) =

ja Heronin kaavan nojalla

s

Kolmiossa DEF' on
cos(LEDF) = cos(LODE+ZODF) = cos(LODE) cos(LODF)—sin(ZODE) sin(ZODF).

Kun téssa olevat kosinit ja sinit lausutaan edella olevalla tavalla kolmioiden DEF, DEQO
ja DOF sivujen d+e, e+ f, f+d;d+e,e+g,d+g; d+g, f+ g, f+d avulla, saadaan
yksinkertaisten sievennysten jalkeen

d?> +de+df —ef

(d+e)(d+ f)
_ (@ +detdg—eg)(d®+df +dg—fg) 4dg\/(d+e+g)(d+f+g)ef
(d+g)*(d+e)(d+ f) (d+g)2d+e)d+f)

ja edelleen

(d+w(§+é4f%+$)—2<g+1—%):navﬂd+0+€y+f+y)
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Kun tama yhtalo korotetaan puolittain nelicon ja sievennetaan, saadaan

1 1 1 1\ 1 1 1 1 1 1
S 42) =4 —+—+—+— —+—
d e f g

Y S S S S D S A S S S
- d e f g d2 e2 f2 92 ’

mista vaite seuraakin.

1
Yhtalo (1) on —:n toisen asteen yhtélo. Ratkaistaan
9

LSS S S AR (8 S S A N S
g d e f d e f az  e?  f?

Lol b, jdterS
d e f def

1
Kolmion DEF' ala on toisaalta 1 kolmion ABC' alasta eli TZS, toisaalta Heronin kaavan

mukaan (kolmion piirin puolikas on g =d+ e+ f jasen sivut ovat d +e, e+ f ja f + d)
V(d+e+ f)def. Siis

def

s @

S = g\/(d+e+f)def:

Koska t = g + g, tehtavian oikeanpuoleinen epayhtalo on yhtapitava epayhtalon
s _ s V3
2<Z 1- XY=
g+ 5 =35 + ( 5 ) r
1
>

.
29~ 2-/3

! 1
=y ja — = z ja otetaan kayttoon edella laskettu — seki (2),
g

eli

=24+/3.

1 1
Jos viela merkitaan — = x, —
d e

saadaan

r def 1 1 1 d+e+ f rT+y+z
— — + + - +2 = + 2.
2g d+e+ f f def Vay +yz + zx

Todistettavaksi jaa

(z+y+2)*

> 3. (3)
Y + Yz + zx
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Mutta (3) on tosi, silld
1
(z+y+2)°=3@y+yz+z2z)==((z—y)*+(y—2)7°+2z—2)%).

2

10. Olkoon ABCD kupera nelikulmio. Pisteiden A ja D kautta kulkeva ympyra ja pistei-
den B ja C' kautta kulkeva ympyra sivuavat toisiaan ulkopuolisesti nelikulmion sisapisteessa
P. Oletetaan, etta

/PAB+ /PDC <90° ja /PBA+ /ZPCD <90°.
Osoita, ettd AB+ CD > BC + AD. (2006)

Ratkaisu. Esitetaan ensin seuraava huomio: jos 1" on
nelikulmion ABC'D sisépiste, niin ympyrat BCT ja
DAT sivuavat toisiaan pisteessa T jos ja vain jos

/ADT + /BCT = /ATB. (1)

Todellakin, jos ympyrat sivuavat pisteessa 1" ja jos nii-
den yhteinen tangentti leikkaa suoran AB pisteessé
Z, niin LZADT = LATZ ja £LBCT = £ZBTZ, joten
LATB = /ATZ + LZTB = ZADT + ZBCT. Kaan-

téen, jos (1) on voimassa, suoralta AB voidaan valita piste Z niin, ettd ZADT = LATZ
ja ZBCT = /BTZ. Edellinen yhtalo kertoo, ettd T'Z on ympyran DAT tangentti ja
jalkimmainen, ettd T'Z on ympyran BCT tangentti.

Siirrytaan varsinaiseen todistukseen. Piirretdaan kol-
mioiden ABP ja C'DP ymparysympyrat. Oletetaan,
ettd ne leikkaavat myos pisteessa (). Oletuksen nojalla
A on ympyran BCP ulkopuolella. Téasta seuraa, etta
/BCP + Z/BAP < 180°, joka merkitsee, ettd C' on
ympyran ABP ulkopuolella. Samoin D on ympyran
ABP ulkopuolella.

Pisteet P ja () ovat siis samalla ympyran DCP kaa-
rista DC'. Symmetrian vuoksi P ja ) ovat samalla
ympyran ABP kaarista AB. Tasta seuraa, etta piste
Q on joko kulman BPC tai kulman AP D aukeamassa.
Voidaan olettaa, ettd (Q on kulman BPC' aukeamassa.
Talloin

/AQD = /PQA+ /PQD = /PBA+ /PCD < 90°. (1)

Jannenelikulmioissa APQB ja DPQC kulmat PAB ja PDC ovat tehtavan oletuksen
mukaan terdvid. Nelikulmioiden kérjessa () on siis tylpat kulmat. Tamé merkitsee, etta
piste @ on paitsi kulman BPC aukeamassa, my0s kolmion BPC' sisalla eli nelikulmion
ABCD sisélla. Samoin kuin (1), johdetaan

/BQC = /PAC + /PDC < 90°. (2)
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Koska Z/PCQ = ZPDQ), saadaan
/ADQ+ /BCQ = /ZADP + /PDQ + /BCP — /PCQ = ZADP + /BCP.

Alussa esitetyn havainnon perusteella viimeinen summa on ZAPB. Koska ZAQB =
/APB, saadaan ZADQ + /BCQ = ZAQB, ja alussa esitetyn havainnon perusteella ym-
pyrit BCQ ja DAQ sivuavat toisiaan ulkopuolisesti pisteessd ). (Té&hén asti on oletettu,
ettd P # (), mutta jos P = (@), johtopaatos triviaalisti sama.

Tarkastellaan nyt puoliympyroéita, joiden halkaisijat ovat BC' ja DA ja jotka on piirretty
nelikulmion ABC D sisépuolelle (ne voivat osin menné ulkopuolelle). Olkoot M ja N niiden
keskipisteet. Epéyhtéloiden (1) ja (2) perusteella puoliympyrét ovat kokonaan ympyroéiden
BQC ja AQD sisalla. Koska viimemainitut ympyrat sivuavat toisiaan, puoliympyrat eivét

. 1 : A = ST Y
mene paallekkain. Siis MN > §(BC' + DA). Koska toisaalta MN = §(BA + CD, niin

1
kolmioepayhtalon perusteella M N < §(AB + CD). Siis, niin kuin vaitettiin, AB+ CD >
BC + DA.

11. Maarita pienin reaaliluku k, jolla on seuraava ominaisuus:

Olkoon ABC'D kupera nelikulmio ja olkoot pisteet A1, By, Cy ja D sivuilla AB, BC, CD
ja DA, téssa jarjestyksessa. Tarkastellaan kolmioiden AA1D,, BB1A1, CC1B; ja DD,C}
aloja. Olkoon S kahden pienimmén alan summa. Olkoon S nelikulmion A;B,C1D; ala.
Téllbin aina kS; > S. (2007)

Ratkaisu. Osoitetaan, ettd k& = 1. Kutsutaan kolmioita AA;D,, BB1A;, CC1B; ja
DD,y reunakolmioiksi ja merkitdén kuvion F alaa |F|.

Osoitetaan ensin, ettd k > 1. Téata varten konstruoidaan nelikulmioita ABC'D ja pisteis-

S

toja Ay, By, C1, D1, joissa < on mielivaltaisen ldhelld ykkostd. Olkoon ABC' tasasivui-
1

nen kolmio, jonka ala on 4. Olkoot Ay, B ja K sen sivujen AB, BC' ja C A keskipisteet.

Valitaan suoralta BK ja piste D, laheltd K:ta ja niin, ettd K on B:n ja D:n valissa, ja
janoilta AD ja DC pisteet Dy ja Cq, ldheltd D:ta. Silloin |A;B1B| = 1. Kun Cy, D, ja
D lahestyvat plstetta K, niin |AlB — 101D1‘ — ‘AlKBﬂ = 1, ‘AA1D1| — |AA1K| = 1,

S
|BlClC| — |B1KO| =1 ja |D01D1| — 0. Talloin S — 1, Sl — 1, joten S_ — 1.
1

S
Osoitetaan, etta aina — < 1. Todistetaan ensin
1

Apulause. Olkoot A;, Bi ja C7 kolmion ABC sivujen BC, C'A ja AB pisteita, téassa
jéirjestyksesséi. Silloin |AlBlCl| Z min{|AC’1B1|, |BA101|, |CBlA1|}

Todistus. Olkoot A’, B’ ja C" kolmion ABC sivujen keskipisteet. Oletetaan ensin, etta
pisteistd Aq, By, Oy kaksi on jonkin kolmioista AB'C’, CA’B’, BC'A’ sivuilla; esimer-
kiksi By janalla AB’ ja C; janalla AC’. Leikatkoot AA; ja B1C; pisteessi X ja ol-
koon ZAXB; = ZC1XA; = ¢. Koska myos X on kolmion AB'C’ sisélla tai reunalla,
AX < X A;. Talloin

1 .
(MBI Cy| M X BiCsing -y x > 1
prm— 1 o - '
|AC, By | 5AX.BlCl - sin ¢ AX
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Oletetaan sitten, etta kolmioiden AB'C’, CA’B’, BC' A’ sivuilla on kullakin vain yksi pis-
teistd Ay, By, C1. Olkoon esimerkiksi BA; < BA', CB; < CB’ ja ACy, < AC’. Nyt B1A;

A1B.C C1Y
‘|A13101|‘ _ CiY > 1. Samoin A;C" ja CA: jatke
121

A1 B C’ B Z

= > 1. Koska A1 A , nun | Ag =
‘| ! 1C’|‘ % 1. Koska A;A’||C'B’, niin |A;B'C’
AB B'Z

1
[A'B'C’|. Kaikldaan siis |4,B1C1| > [A1BiCY| 2 |A1B'CY| = |A'B'C’| = Z|ABC|. Kol-

leikkaa AB:n jatkeen pisteessd Y. Siis

leikkaavat pisteessa Z. Siis

3
men kolmion ACy By, BA1C1, C By A; alojen summa on siis enintaan 2 |ABC/|, joten niista
1
aloiltaan pienin on enintdén Z|ABC| <|A1B - 1C4].

Palataan sitten itse tehtdvadn. Annetaan nimityksid nelikulmion A;B,CiD; osakol-
mioille. Sanomme, ettd kolmio A;B1C7 on pieni, jos se on molempia siithen rajoittuvia
reunakolmioita BB1A; ja C'CyB; pienempi. Muussa tapauksessa A;B1C7 on iso. Sa-
moin nimitetddn kolmioita B1C1 Dy, C1D1A; ja D1A1B;. Jos nyt sekda A;B1Cy etta
C1 D, A; ovat isoja, niin |A; B1C| on suurempi tai yhtd suuri kuin jonkin reunakolmion
ala ja |C1D1A1| on suurempi tai yhtd suuri kuin jonkin toisen reunakolmion ala, jolloin
S1 =|A1B1C1|+|C1 D1 Aq| > S. Samoin voidaan paatelld, jos sekd B1Cy Dy ettd D1 A By
ovat isoja.

Oletetaan sitten, ettd kummassakin edelld mainitussa parissa on ainakin yksi pieni kolmio.
Voidaan olettaa, ettd A1 B1C1 ja D1 Aj By ovat pienid ja vield ettd |A1B1C| < |D1 A1 By|.
Talloin puolisuora D,y leikkaa suoran BC'; olkoon leikkauspiste L. Nyt on kaksi mah-
dollisuutta:

1. tapaus. Puolisuora C1D; leikkaa suoran AB jossain pisteessd K. Koska A;B,C7 on
pieni, |A1B101| < |CClBl| < |LClBl| ja |A1B101| < |BB1A1|. Koska D1 A;B; on pieni,
|A1B1Cy| < |D1A1By1| < |[AA1Dq| < |KA1Dq| < |KA;Cq]. On saatu ristiriita apulauseen
tuloksen kanssa, kun tarkastellaan kolmiota BK L.

2. tapaus. Puolisuora C7D; ei leikkaa suoraa AB. Nyt valitaan puolisuoralta BA piste K
niin, ettd |[KA1Cy| > |A1B1Cq] ja niin, ettd puolisuora KC; leikkaa suoran BC' jossain
pisteessd L. Koska puolisuora C7D; ei leikkaa AB:ta, pisteet A ja Dy ovat eri puolilla
suoraa K L; talloin A ja D ovat myos eri puolilla suoraa K L, mutta C' on samalla puolella
kuin A ja B. Nyt |A13101‘ < ‘CClBl‘ < ‘LClBl‘ ja \AlBlCﬂ < |BBlA1| Saadaan
jalleen ristiriita apulauseen tuloksen kanssa, kun sita sovelletaan kolmioon BK L.

12. Teravakulmaisessa kolmiossa ABC on > ~. Kolmion sisaympyran keskipiste on I
ja ymparysympyréan sdde R. Pisteestd A piirretyn korkeusjanan kantapiste on D. Piste K
on puolisuoralla AD ja AK = 2R. Suora DI leikkaa AC':n pisteessa E ja suora K1 leikkaa
BC':n pisteessa F. Osoita, ettd jos [E = I F, niin § < 3~. (2007)

Ratkaisu. Todistetaan ensin, etta vaikka ei oletettaisikaan, etta I E = I F', niin

/KID = %(ﬁ—y). (1)
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Olkoon O kolmion ABC' ympéri piirretyn ympyran
Y keskipiste. Piirretddn ):n halkaisija AP. Olkoon 4
M kulman BAC puolittajan ja ):n toinen leikkaus- X
piste. Koska AK = AP = 2R, kolmio AKP on ta- v
sakylkinen. Koska ZABP ja ZADC ovat suoria kul- X
mia, /BAD = /BPC'. Kehdkulmalauseen perusteella g "\:\‘1 0
/ZPBC = /ZPAC. Siis ZBAD = ZPAC, joten AM 0

on my0s /K AP:n puolittaja. Téasta seuraa, ettd M on B\ D

K P:n keskipiste ja AM on janan K P keskinormaali. K

Olkoot T, U, V pisteen I kohtisuorat projektiot suo-
rilla AK, BC, AC, téssi jarjestyksessa. Koska DUIT K
on suorakaide, T'D = IU = IV. Nelikulmio ATIV on

jannenelikulmio. Siis LVTI = ZVAI = /BAM = /BPM ja ZIVT = ZIAT =

IT MP
/PAM = ZPBM. Kolmiot TIV ja PM B ovat yhdenmuotoiset ja v = B Tunne-
tusti MC' = M B = M1 [Ensimméinen yhtdlo johtuu siitd, ettd M on kaaren BC' keski-

1
piste, jalkimméinen siitd, ettda ZMBI = 5(04 + () = LBIM, joten MIB on tasakylkinen

kolmio.] Siis

Ir IT  MP KM
TD IV MB MI’
Suorakulmaiset kolmiot DIT ja I KM ovat siis yhdenmuotoisia. Siis ZKIM = ZIDA ja

LKID = Z/MID — /KIM = (LIAD + ZIDA) — ZIDA = /IAD. Suorakulmaisesta
kolmiosta ADB saadaan viimein

/KID = /IAD =
1
ZIAB — ZBAD = jo— (90° — )

1 1 1
=50-glatB+y)+8=5(6-7)

Siirrytaan todistamaan varsinaista vaitetta. Nyt siis [E = I'F. Koska [U = IV, suorakul-
maiset kolmiot IE'V ja [ FU ovat yhtenevia ja ZIEV = ZIFU. Koska 3 > ~, U on janalla
CD ja F janalla UD. Kulma ZIFC on siis terava. Pisteiden A, C, V ja E jarjestyksen
suhteen on kaksi tapausta.

Jos E on pisteiden C' ja V vilissa, niin ZIFC = ZIEA. Tallin CEIF on jannenelikulmio
ja ZFCE = 180° — ZEIF = ZKID. Yhtélon (1) perusteella saadaan ZFCE = v =

1 .
ZKID = 5(f =) jaf=3y.
Muussa tapauksessa E on pisteiden A ja V vilissa. Talloin nelikulmio CEITF on Cl:n
suhteen symmetrinen. Koska /IEC = ZIFC < 90°,on ZFCE > 180°—/ZFEIF = /KID.
1
Néin ollen /FCE =~ > /KID = i(ﬁ —7)ja B < 3.
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13. Olkoon A1As ... A, kupera monikulmio. Olkoon P sellainen monikulmion sisapiste,

ettd sen projektiot Py, Ps, ..., P, suorille A1 Ay, A3As, ... A, A, ovat kaikki monikulmion
sivuilla. Osoita, ettd jos Ay, Xo, ..., X, ovat mielivaltaisia sivujen A1 Ag, AsAs, ... Ay Aq
pisteita, niin
X1 Xy XoX3 XnX1
max , S > 1.
PP, PPs P, P

(2010)
Ratkaisu. Merkitdan A, +1 = A1, Poy1 = P1 ja X,41 = X;. Todistetaan ensin aputulos.

Jos piste (Q on monikulmion AiAs...A, sisdpiste, niin () on ainakin yhden kolmion
X;A;11 X1 ympédrysympyran sisdpuolella tai kehalla.

Jos @ on jonkin kolmion X;A;11X;41 sisdpuolella, asia on selvd. Ellei néin ole, @ on
monikulmion X3 X5 ...X,, sisalla. Silloin kaikki nelikulmiot QX;A;+1X;+1 ovat kuperia.
Lasketaan naiden nelikulmioiden karjissa @ ja A;y; olevien kulmien summa. Se on sama
kuin n-kulmion A; A, ... A, kulmasumma (n—2)-180° lisdttyna karjissé @ olevien kulmien
summalla 360°. Koska summa on n - 180°, niin jollain ¢ on nelikulmion QX;A;+1X;+1
karjissd @ ja A;y1 olevien kulmien summa > 180°. Silloin @ on kolmion X3 A;41X;41
ymparysympyran kehalla tai sen sisapuolella.

Siirrytaan nyt varsinaisen vaitteen todistukseen. Apu-

tuloksen nojalla P on jonkin kolmion X7A;y1X;11
ymparysympyran sisalla tai kehalla. Olkoon R ta-

méan ympyran side. Olkoon vield r jannenelikulmion
PP;A; 11 P11 ymparysympyran sidde. Koska P on {
edellisen ympyran sisalla tai kehalla, 2r = PA;11 < A
2R. Sinilauseesta saadaan nyt heti

Pipi—l—l =2r Sin(lplAi—l—lpi—l—l)
<2Rsin(X;Ai41Xi41) = Xi Xiq1,

ja vaite on todistettu.



