Muutama perusgeometriaa taydentava tieto

Ellei muuta sanota, kolmio on ABC, AB =¢, BC =a,CA=0b, /ABC =3, /BCA =7,
/CAB = «, R, r ymparysympyran ja sisdympyran sateet.

Laskentoa kolmiossa

1. Kolmion kahden sivun tulo on sama kuin kolmatta sivua vastaan piirretyn korkeusjanan
ja kolmion ymparysympyran halkaisijan tulo.

Sinilauseen perusteella 2R siny = ¢. Olkoon h kéarjestda A piirretty korkeusjana. Kolmion
ala on

1 1
T = ihc = §absin'y.
Siis hc = h - 2R sin~y = absin~y, ja vaite seuraa.

2. Jos H on kolmion ABC' ortokeskus, O sen ymparysympyran keskipiste ja R ympérys-
ympyréan sdde, niin /ZABH = Z/CBO, /ZHAO = |LZABC — ZBCA|, AH = 2Rcos ZCAB,
ja AH? + BC? = 4R?,

Olkoon A; sivun BC keskipiste ja B’ B:std piirre-
tyn korkeusjanan kantapiste. Silloin ZBOA; on puo-
let ympéarysympyréan kehdkulmaa /BAC = « vastaa-
vasta keskuskulmasta, eli ZBOA; = . Suorakulmai-
sista kolmioista OBA; ja BB'A saadaan ZOBC =
90° —a = /B’'BA = ZHBA. Samoin on ZBAO =
LCAH = 90° — ~. Siis ZHAO = |a — 2(90° —
Y| =la—=(a+ B +7)+2y] = |y — B|l. Selvésti
/AHB' = ~. AB’' = ccosa = 2Rsinycosa. Toi-
saalta AB’ = AH sin~, joten AH = 2R cos a. Viimein
AH? + a? = 4R? cos® o + 4R? sin? o = 4R2.

3. Jos A’, B’, C’ ovat kolmion ABC korkeusjanojen kantapisteet ja H kolmion ortokeskus,
niin HA-HA'=HB-HB' = HC - HC'.

Koska ZAB'B ja AA'B ovat suoria kulmia, A, B, B’, A’ ovat samalla ympyralla. Kun
lasketaan H:n potenssi tdméan ympyran suhteen, saadaan HA- HA' = HB - HB'. Toinen
yhtalo todistetaan samoin.

4. Jos kolmion ABC' sivut ovat a, b, ¢, a < b < ¢, ja a1, by, ¢c; ovat kolmion mediaanien
projektiot kolmion sivuilla, niin bb; = aa; + ccy.
Jos A ja A’ ovat samat kuin kahdessa edellisessd numerossa ja A1 A’ = aq, niin BA’ =
1
ia +ay ja A'C = ia — ay. Pythagoraan lause sovellettuna suorakulmaisiin kolmioihin
2
1

1 2
ABA’ ja AA'C antaa c® — b? = (§a+a1> — (ga — a1> = 2aa7. Samoin saadaan

b? —a? = 2ccy ja a® —c? = —2bby. Siis aa; +cc; —bby = (2 —b%) + (b —a?) + (a®> — ?) = 0.
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5. Kolmion ABC' kérjesta A piirretylle kulmanpuolittajajanan pituudelle t péatee

t2:bc<1—ﬁ>.

Olkoon AD kulmanpuolittajajana ja ZADB = ¢. Tunnetun tuloksen mukaan BD : DC =
c: b, joten
c b
= — DC = .
b+c btc”
Sovelletaan kosinilausetta kolmioihin ABD ja AD B; otetaan huomioon, ettd cos ZADB =
cos(180° — ¢) = — cos ¢. Saadaan yhtalot

BD

2p2 2abt
=124 -
+(b—i—c)2 T cos @,
2.2
5 2 a“c 2act
=t - .
¢ T ot bret?

Kerrotaan edellinen yhtalo c:11a ja jalkimmainen b:114 ja lasketaan puolittain yhteen. Saa-

daan
a?be(b + c)

(b+¢)

Vaitos seuraa tasta yksinkertaisen sievennyksen jalkeen.

be(b+c) =t*(b+c) +

6. Jos kolmion sivun BC piste P jakaa sivun suhteessa m : n, niin

mb® +nc? = (m +n)AP? + mPC? + nPB>.

ma

Paattely on sama kuin edellisessd numerossa. Nyt BP = , PC = % merkitaan

m+n tn
/BPA = ¢. Kosinilause sovellettuna kolmioihin ABP ja APC tuottaa kaksi yhtaloa, joista
voidaan eliminoida kosinitermit samoin kuin edellisessd numerossa ja paatya vaitettyyn
yhtaloon.

7. Olkoon G kolmion ABC' painopiste. Jos P on mielivaltainen piste, niin

PA? 4+ PB? + PC? = GA? + GB* + GC? + 3PG*.

Kolmion karjesta a piirretyn keskijanan pituuden m, voi helposti maarittaa taydentamalla
kolmion suunnikkaaksi ABA’C. Suunnikkaan sivut ovat b ja ¢ ja lavistajat a ja 2m,. Suun-
nikaslauseen mukaan suunnikkaan sivujen nelididen summa on sama kuin suunnikkaan
livistdjiennelididen summa. Siis 2(b% 4 ¢?) = a® + 4m2 eli b? + 2 = La® + 2m2.



Olkoot nyt AA’, BB’ ja CC’ kolmion mediaanit; G
on niiden leikkauspiste. Jos P on mielivaltainen piste,
niin PA’ on kolmion ABP mediaani. Siis

1
PA? + PB? = 5(:2 +2PC", (1)

Sovelletaan sitten edellisen numeron tulosta kolmioon

CC'P; siind C'G : GC =1 : 2. Siis

2PC"”? + PC? = 3PG?* +2GC"? + GC?. (2

Yhtalot (1) ja (2) yhdistamalla saadaan

1
PA? + PB? + PC? = 3PG* + GC? + 5(:2 +2GC2, (3).

Otetaan vield huomioon, etti GC’ on kolmion ABG mediaani. Siis GB?+GA? = 2GC"? +

1
502. Kun tdma sijoitetaan yhtdloon (3), saadaan véite.

Kehakulmista aina nakee

8. Kolmion kulmien «, 3, vy sisdympyran sdteen r ja ymparysympyran sdteen R kesken

vallitsee relaatio

r = 4Rsin%sin§sin 1.

2

Olkoon P kulman Z/BAC puolittajan ja kolmion ABC'
ympérysympyran toinen leikkauspiste. Silloin kaaria
BP ja PC vastaavat kehdkulmat ovat yhta suuret,
joten P on kaaren B(C' keskipiste. Kolmion sivuym-
pyra on ympyra, joka sivuaa yhta kolmion sivua ja kah-
den muun jatkeita. Sivuympyran keskipiste on siten
kolmion yhden kulman ja kahden kulman vieruskul-
mien puolittajien leikkauspiste. Olkoon I, sivua BC
ja sivujen AB ja AC jatkeita sivuavan ympyran keski-
piste. Koska kulman ja sen vieruskulman puolittajat
ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, kulmat ZI B, ja
ZIC1, ovat suoria. Nelikulmio IBI,C' on janneneli-
kulmio, ja I'l, on taméan nelikulmion ymparysympyran
halkaisija. Ympyran keskipiste on BC':n keskinormaa-

1
lin ja Il,:n leikkauspiste eli piste P. Nyt voidaan laskea. Koska /ICA = 31 T =

1 1
1C -sin 37 Kolmion I BC' ympéarysympyran halkaisija on 1, ja ZIBC = 3 (. Sinilauseen
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1
perusteella siis IC = 11, - sin 55. Mutta koska P on B:n kautta kulkevan ympyran
1
keskipiste, PB = 5] I,. Mutta kolmion ABP ympéarysympyran sidde on R ja ZBAP =

1 1
504, joten sinilauseen perusteella BP = 2Rsin 504. Kun saadut lausekkeet sijoitetaan

jarjestyksessa toisiinsa, saadaan viite.

9. Olkoon ABC kolmio. Jos X, Y, Z ovat suorien BC, CA, AB pisteita, niin kolmioiden
BXZ,CY X ja AZY ymparysympyrat kulkevat saman pisteen kautta. Piste on kolmikon
{X,Y, Z} Miquelin piste.

Todistus saa hiukan eri vivahteita sen mukaan, mitka
pisteista X, Y, Z ovat kolmion sivuilla ja mitka jat-
keilla. Kasitellaan tapaus, jossa pisteet ovat kolmion
sivuilla. Olkoon P ympyroiden BXZ ja CY Z leik-
kauspiste. Jannenelikulmion perusominaisuuden no-
jalla ZYPZ on kulmien /ZBX ja ZZCY summa
ja kolmion vieruskulman perusominaisuuden mukaan
my6s kulman /ZAY vieruskulma on yhtd suuri.
Tasté seuraa, ettd AZPY on jannenelikulmio, joten
piste P on myos ympyralla AZY .

— Monia muita Miquelin pisteen ominaisuuksia ndhdidan samasta konfiguraatiosta ja jan-
nenelikulmioiden perusominaisuuksista. Esimerkiksi /BXP = ZAZP = ZCY P.

10. Jos P on kolmikon {X, Y, Z} Miquelin piste, niin
/BPC =/BAC+ /Y XZ.

Asetelmassa, jossa X, Y, Z ovat kolmion sivujen pis-
teita, voidaan tarkastella kolmioita AZX ja AXY.
Kolmion kulman vieruskulmaa koskevan tiedon no-
jalla /ABAC+ /Y XZ = /ZAX +/ZXA+ /ZXAY +
/AXY = /BZX + ZXY(C. Kehdkulmalauseen pe-
rusteella puolestaan /BZX + /XYC = /BPX +
/XPC=/BPC.

11. Kolmikon {X, Y, Z} Miquelin piste on kolmion ABC ympérysympyralld jos ja vain
jos X, Y, Z ovat samalla suoralla.

X, Y, Z ovat samalla suoralla jos ja vain jos ZY XZ = 0° tai 180°. Edellisen numeron
yhtalé muuttuu silloin yhtaloksi, joka osoittaa P:n olevan ABC':n ympérysympyralla.

12. Nelja suoraa muodostaa kolmittain otettuna nelja kolmiota. Naiden kolmioiden ym-
parysympyrat kulkevat saman pisteen kautta.

Tarkastellaan kolmioista yhtd, ABC:ta. Neljinnen suoran ja suorien AB, BC, C'A leik-
kauspisteet muodostavat tarkasteltavan ABC:hen kolmikon {X, Y, Z}, jonka Miquelin
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piste on ABC':n ymparysympyralla. Mutta muut kolme néiden neljan suoran muodos-
tamaa kolmiota ovat juuri AYZ, BXZ, CY X ja Miquelin piste on naiden kolmioiden
ymparysympyroiden yhteinen piste.

Menelaoksen ja Cevan sukua

13. Jos X, Y, Z ovat kolmion ABC sivujen BC, CA, AB pisteita, niin AX, BY, CZ leik-
kaavat toisensa samassa pisteessa, jos ja vain jos

sin(£X AB) sin(LY BC) sin(£ZCA)

=1.
sin(£X AC) sin(£Y BA) sin(£ZCB)

Jakakoon AX kulman Z/BAC osiin a; ja as. Kolmioista ABX ja AXC saadaan sinilauseen
perusteella
BX AX CX AX

sina;  sinf’ sinap  siny

eli
BX sina; siny
CX sinf sinas’

Kiertovaihtelulla saadaan vastaavasti

CY sinfl; sina AZ __siny;  sinf
YA  siny sinfy’ ZB  sina  sinys

Kaikkiaan siis
BX CY AZ sinapsinfl; siny

XC YA ZB sinay sin 32 sin-yo

Vaite seuraa nyt Cevan lauseesta.

14. Olkoot X ja X' kolmion sivun BC pisteita. Janat AX ja AX' ovat toistensa isogonaa-
lisia konjugaatteja, jos /BAX = /X'AC. Jos AX, BY, CZ leikkaavat toisensa samassa
pisteessd, janojen isogonaaliset konjugaatit AX', BY', CY' leikkaavat toisensa samassa
pisteessa.

Seuraa heti edellisesta.

15. Olkoot X, Y ja Z kolmion ABC' sivujen BC, C'A ja AB pisteitd. Jos AB + BX =
XC+CA, BC+CY =YA+AB jaCA+AZ = ZB+ BC, niin AX, BY ja CZ leikkaavat
toisensa samassa pisteessa.

Olkoon p kolmion piirin puolikas. Nyt BX =p—¢, XC=p—b,CY =p—a, YA=p—c,
AZ =p—bja ZB = p— a. Viite seuraa heti Cevan lauseesta.
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16. Kolmion kulmien vieruskulmien puolittajien ja kolmion sivujen jatkeiden leikkauspis-
teet ovat samalla suoralla.

Jos kolmion ABC' kulman ZCAB vieruskulman puolittaja leikkaa suoran BC' pisteessa
X, niin kolmiosta AC'X saadaan

CX  AX
1 - .
inl(g )
ja kolmiosta ABX
AX BX B BX _ BX
sinf | 1 _ 1 .1 '
sin | a + 5(6—1—7) sin 1800—5(5—1—7) Smi(ﬁ-l—’y)
Siis
BX  sinvy
AX  sing’

Vastaavat suhteet voidaan laskea muiden leikkauspisteiden kohdalla. Suhteiden tulo on 1,
ja vaite seuraa Menelaoksen lauseesta.

17. Olkoot X, Y ja Z kolmion ABC sivujen BC, C' A ja AB pisteita. Jos AX, BY jaCZ
leikkaavat toisensa samassa pisteessa ja suora Y Z leikkaa suoran BC' pisteessa T, niin X
ja T jakavat BC':n samassa suhteessa, toinen sisapuolisesti ja toinen ulkopuolisesti.

Tulos seuraa heti Cevan ja Menelaoksen lauseissa esiintyvien tulojen samankaltaisuudesta.

18. Olkoot X, Y ja Z kolmion ABC sivujen BC, C'A ja AB pisteita. AX, BY ja CZ
leikkaavat toisensa samassa pisteessd jos ja vain jos suorien XY ja AB, Y Z ja BC seka
ZX ja AC leikkauspisteet ovat samalla suoralla.

Tulos seuraa heti Cevan ja Menelaoksen lauseissa esiintyvien tulojen samankaltaisuudesta.

Radikaalista

19. Pisteellda P on sama potenssi O1- ja Os-keskisten ympyroiden I'y ja I's suhteen jos ja
vain jos se sijaitsee suoralla a, a1 O104. Jos I'y ja I's leikkaavat, a kulkee leikkauspisteiden
kautta; jos ympyrat eivat leikkaa, a kulkee sen O10Os:n pisteen L kautta, jolle

d2+r%—r§ O2L:d2+r§—r%

Ol = 2d 2d

missa d = 0104 ja ry, ro ympyroiden sateet. Suoraa a sanotaan I'y:n ja I's:n radikaaliak-
seliksi.
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Olkoon P piste, jonka potenssi I'y:n ja I's:n suhteen on sama. Jos L on P:n kohtisuora
projektio O10s:lle, niin suorakulmaisisra kolmioista PO; L ja POy L saadaan Pythagoraan
lauseen perusteella

LO? — LO3 = PO} — PO3 = PO? —r} — PO3 + 12 + 1?2 —r2.

Mutta PO? — r? = (PO; — r;)(PO; + r;) on P:m potenssi ympyrin I'; suhteen. Koska
potenssit ovat samat,
LO? —LO2 =r? — 1.

Pisteen L sijainti ei riipu pisteesta P, joten kaikki ympyroiden suhteen samapotenssiset
pisteet ovat samalla suoralla. Viitetyt O;L:n lausekkeet saadaan helposti ratkaisua, kun
otetaan huomioon, ettd O1L + LOs; = d. — Jos ympyréit leikkaavat pisteissa A ja B,
jokaisella suoran AB pisteella P on sama potenssi PA-P B molempien ympyroiden suhteen.
Téassa tapauksessa a = AB.

20. Kolmen ympyrén radikaaliakselit leikkaavat (jos leikkaavat) toisensa samassa pisteessa.

Ympyroiden I'y ja I'y radikaaliakselin ja ympyroiden I's ja I's radikaaliakselien leikkaus-
pisteen P potenssi kaikkien kolmen ympyran suhteen on sama, joten piste on myos I'y:n
ja I's:n radikaaliakselilla.

21. Jos kolmella ympyrakiekolla epétyhja leikkaus, niin ympyréoiden yhteiset janteet leik-
kaavat toisensa samassa pisteessa.

Yhteiset janteet ovat ympyroiden radikaaliakseleiden osia. Viite seuraa edellisestd nume-
rosta.

22. Ympyra I' leikkaa ympyrat I'y ja 'y kohtisuorasti, jos ja vain jos I':n keskipiste on
I'y:n ja I'y:n radikaaliakselilla, ympyroiden 'y ja I'y ulkopuolella.

Ympyran ulkopuolisen pisteen potenssi ympyran suhteen on pisteesta sivuamispisteeseen
piirretyn janan pituuden nelio. Radikaaliakselin pisteestd P T';j:lle ja I's:lle piirretyt tan-
genttien sivuamispisteet ovat samalla P-keskiselld ympyralla. Taman ympyran tangentit
ovat kohtisuorassa I'y:ta ja I's:ta vastaan sivuamispisteissa.

Ptolemaioksen jalkelaisia

23. Jos ABC on tasasivuinen kolmio ja P on ABC':n ympdrysympyréan (lyhemméan) kaaren
BC piste, niin PB + PC = PA.

Sovelletaan Ptolemaioksen lausetta nelikulmioon ABPC'; supistetaan pois tasasivuisen
kolmion sivun pituus.

24. Neljasta janasta a, b, ¢, d, joista jokaisen kolmen pituuksien summa on suurempi kuin
neljannen janan pituus, voidaan konstruoida kolme olennaisesti erilaista jannenelikulmiota;
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kaikilla on sama ymparysympyra ja pinta-ala ja jokaisella kahdella on yhteinen lavistaja.
Jos nama lavistajat ovat e, f, g, niin nelikulmion ala on

efg
Q = 5
4R
missa R on ymparysympyran sade.

Lavistajat voidaan realisoida nelikulmiosta ABCD,

jossa AB = a, BC = b, CD = ¢ ja DA = d, lavis-

tajat BD = e, AC = f, ja ABC'D, jossa BC' = ¢ ja

C'D = b, lavistaja AC’ = g. Kaytetain kolmion alan
b

lauseketta |[ABC| = Z—Pf. Sen perusteella nelikulmion

ala on

1 f B
|ABC| + |CDA| = —=(abf + cdf) = 1 (ab + cd). D
4R 4R ¢ ¢

Cy/
Mutta nelikulmiosta ABC’'D saadaan Ptolemaoiksen
lauseen perusteella ab + cd = eg, ja vaite seuraa.

25. Jos ABCD on jannenelikulmio, niin
AC  AB-AD+BC-CD
BD  AB-BC+CD-DA’

Jos nelikulmion ABCD ala lasketaan kolmioiden ABD ja BC'D summana, sille saadaan
edellisen numeron tavoin lauseke &(ad + bc). Viite saadaan jakamalla edellisessd nume-

rossa saatu lauseke viimeksi saadulla.

26. Olkoon ABC DEF ympyran sisaan piirretty kuusikulmio. Merkitadn AB = a, BC = b,
CD=c¢,DE=d,EF=V,FA=¢,CF =d, AD =e, BE = f. Silloin

def = ab'c+ a’bc’ + aa’d + bb'e + cc' f.

Tama "kuusikulmion Ptolemaioksen lause” saadaan
soveltamalla Ptolemaioksen lausetta useisiin kuvion
nelikulmioihin. Merkitaén x = AC, y = CFE, z = FA
ja viela v = BD. Nelikulmiosta ABCD saadaan
ux = ac + be ja nelikulmiosta BCDE uy = a'b+ cf.
Kun edellinen yhtdlo kerrotaan o':1la ja jalkimmaéinen
’:1la ja lasketaan yhteen, saadaan u(xb’ +yc') = ach’ +
bb'e+a’bc’ +cc’ f. Nelikulmiosta ACEF nahdaan, etta
b + yd = zd. Siis d(uz) = acb’ + bb'e + a’bc’ + ' f.
Mutta nelikulmion BDE A perusteella uz = ef — aa’.
Kun tama sijoitetaan edelliseen yhtaloon ja viedaan
muut kuin termi def yhtédlon oikealle puolelle, ollaan
vaitteessa.




27. Jos A, B, C, D ovat nelja tason pistetté, niin

AC?.BD* = AB* . CD?* + AD? . BC* —2-AB-BC-CD - DA -cos(Z/ABC + ZCDA).

Tama kosinilauseen yleistys todistuu mukavasti inver-
siokuvauksen avulla. Olkoon I' ympyréa, jonka keski-
piste on D ja side 1. Pisteiden A, B, C' kuvat in-
versiossa yli I''n ovat ne puolisuorien DA, DB, DC
pisteet A’, B’, C', joille DA - DA’ = DB - DB’ =
DC - DC’ = 1. Helposti nahdaén, etta kolmiot ADB
ja BBDA’, ADC ja C'DA’ seki BDC ja C'DB’ ovat
yvhdenmuotoisia. Yhdenmuotoisuudesta seuraa

A'B" DA 1

AB DB DA-DB’
B'C' 1 AC 1
BC DB-DC’ AC  DA-DC’

Edelleen kulma ZA'B'C’" = 360° — (LA'B'D + ZC'B’'D)) = 360° — ({/DAB + ZDCB) =
/CDA+/ABC. Kosinilause sovellettuna kolmioon A’ B’'C"’ antaa A'C'?> = A’B">4+B'C"?—
2A’B’' - B'C’ cos(£A'B’C"). Kun tahén sijoitetaan edelld lasketut ”pilkullisten” janojen ja
kulmien mittaluvut pituudet ”pilkuttomien” avulla, saadaan viite.

Viela ympyroista

28. Jos kolme r-sateista ympyraa leikkaa toisensa samassa pisteessa, niiden kolmen muun
leikkauspisteen kautta kulkevan ympyran sade on r.

Olkoot ympyroiden keskipisteet A, B, C' ja yhteinen
leikkauspiste P. Olkoot D, E, ' A-ja B, A-ja C- seka
B- ja C-keskisten ympyroiden leikkauspisteet. Silloin
ADBP, BFCP, CEAP ovat neljakkaita, ja niiden si-
vujen pituus on r. Taydennetdan viela EAD neljak-
kadksi FADQO. Silloin OF = OD = r. Mutta nel-
jakésketua seuraamalla ndhdéaan, ettd £FO on yhden-
suuntainen ja yhta pitkd kuin AD, PB, C'F. Tasta
seura, ettd FOFC on suunnikas. Koska FC = r, on
OF = r. Pisteet D, E, F ovat siis kaikki O-keskisella
r-sareisella ympyralla.

29. Inversiossa kolme inversioympyraa sivuavaa suoraa ja naiden suorien muodostaman
kolmion ymparysympyra kuvautuvat samansateisiksi ympyroiksi.
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Inversiokuvauksessa suora, joka itse ei kulje inversiokeskuksen kautta, kuvautuu inversio-
keskuksen kautta kulkevaksi ympyraksi. Inversioympyra ei liiku. Tehtavassa mainitut
suorat kuvautuvat kaikki inversiokeskuksen kautta kulkeviksi ja inversioympyraa sivua-
viksi ympyroiksi. Tallaisten ympyroiden halkaisija on inversioympyran sidde. Suorien
muodostaman kolmion ympéarysympyra kuvautuu suorien kuvien leikkauspisteiden kautta
kulkevaksi ympyraksi. Edellisen numeron perusteella talla ympyralla on sama sade kuin
kolmella muulla.

30. O- ja O'-keskiset ympyrat I' jaI' leikkaavat toisensa pisteissa P ja (). Olkoon AB I':n
halkaisija. Jos AP ja BP leikkaavat I'':n pisteissa A’ ja B’, niin A’B’ on I":n halkaisija,
AB:n ja A'B’:n vélinen kulma on ZOPQO' ja suorien AB ja A’B’ leikkauspiste on kolmion
OQO’ ymparysympyralla.

Koska AB on halkaisija, ZAPB on suora. Silloin
/B'PA’ on suora, ja A’B’ on halkaisija. Leikatkoot
AB ja A’'B’ pisteessi C. Silloin ZA'CA = 180° —
(LOAA" + LZCA'A). Mutta kolmiot OAP ja O'PA’
ovat tasakylkisia, joten LCOAA" = ZOAP = ZOPA
ja LZCA'A = LZO'A’P = ZO'PA’. Néin ollen 180° —
(LOAA' + ZCA'A) = 180° — (LOPA + ZO'PA") =
Z0OPQO’. Symmetrian perusteella Z/OPO'" = Z0Q0’.
Koska siis Z/0CO’' = ZACA' = 20Q0’, C on kolmion
OQO’ ympéarysympyralla.

31. Jos O-keskisen ympyrén tangentti leikkaa kaksi ympyran yhdensuuntaista tangenttia
pisteissd A ja B, niin AO 1 BQO. Jos yhdensuuntaisten tangenttien sivuamispisteet ovat P
ja @, niin ympyran sdde on PA:n ja QB:n geometrinen keskiarvo.

Olkoon D ympyran ja suoran AB suvuamispiste. Silloin PA = AD ja BQ = BD. Kolmiot
OPA ja ODA ovat yhtenevii, samoin kolmiot ODB ja OQB. OA ja OB ovat kulmien
ZPOD ja £ZDOQ puolittajia. Siis ZAOB on suora kulma. Suorakulmaisessa kolmiossa
hypotenuusaa vastaan piirretty korkeusjana on niiden janojen, joihin korkeusjanan kanta-
piste jakaa hypotenuusan, geometrinen keskiarvo.
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