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1 Yleista

Funktionaaliyhtalolla tarkoitetaan yhtéaloité tai yhtdaloryhmié, joissa esiintyy muuttujien ja tun-
nettujen funktioiden liséksi tuntemattomia funktioita. Tehtdvané on etsié sellaiset funktiot, jot-
ka toteuttavat ndmé kaikilla muuttujien arvoilla. Esimerkkeja funktionaaliyhtéloisté ovat

F(z,Gy, 2)) = F(G(x,y), 2)

ja

O {Fcc +y) = F(x) + F(y)

Funktionaaliyht&aldissé voi siis esiintyé yhden tai useamman muuttujan funktioita, sekd méaarit-
telyjoukkona ja arvojoukkona voi olla yhtéd hyvin kaikkien avaruusvektorien joukko kuin R tai
kompleksilukujen joukko C. Téssé esityksesséa keskitytadn yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisiin
kuvauksiin, ts. funktioihin f : A — B, missd A, B C R.

Funktionaaliyhtéloille on vaikeata esittéd yleistd teoriaa. Taméa kuvastuu siiné, ettd ratkaisun
olemassaolokin on laskettavuuden teorian termein ilmaistuna ratkeamaton ongelma, miké kéy-
tannossa merkitsee samaa, kuin ettd on mahdotonta laatia tietokoneohjelmaa, joka funktionaa-
liyhtélon syotteend saatuaan kertoisi, onko yhtéalolld ratkaisua.

Harjoitustehtédvi: Osoita, ettd funktionaaliyhtdlolla F(x + y) = F(z) + F(y) + x el ole
ratkaisuja.

1.1 Lisaehdot

Tuntemattomille funktioille asetetaan usein yliméariisia ehtoja, kuten ettd niiden taytyy ol-
la jatkuvia tai saada vain positiivisia arvoja. Namé rajoitukset vaikuttavat usein ratkaisevasti
tehtédvien luonteeseen. Funktionaaliyhtéldiden ilmaisuvoimaa kuvastaa se, ettd usein lisdehdot
ovat koodattavissa yhtaloiksi. Ehto F'(0) = 2 on jo itsessdén funktionaaliyhtélo, mutta epéyh-
tdlo F(x) > 0 voidaan myds kirjoittaa yhtdlomuotoon F(z) = G(x)? ottamalla kiyttoon uusi
tuntematon funktio G. Vastaavasti yhtalolld (F(z) — F(y))(x — y) = G(z,y)? on kiinteiitd F
kohti ratkaisu tasmélleen silloin, kun F' on kasvava.

Harjoitustehtévi: [lmaise seuraavat ominaisuudet sopivien funktionaaliyhtaloryhmien ja uusien
tuntemattomien funktioiden avulla: a) F' on bijektio, b) F' on jatkuva.



1.2 Yhtiloiden yhdistely

Funktionaaliyhtéloryhmé voidaan koota yhdeksi yhtéloksi. Oletetaan nimittiin, ettd alkupe-
riiset yhtalot ovat muotoa tp = t,, k = 1,...,n. Siirretdén ensin kaikki termit vasemmalle
puolelle (¢, —t;, =0, kun k = 1,...,n), ja lasketaan sitten vasempien puolten neliéiden summa.
Havaitaan, ettd yhtalolla Yy (tx — t},)? on tédsmilleen samat ratkaisut kuin yhtdloryhmélla.
Esimerkiksi yhtalo

(2) (F(z+y) — F(z) = F(y))* + (G(t +u) = G(t) - G(u))* = 0

on yhtépitava parin (1) kanssa. YllattdvaAmpad on, ettd yhden muuttujan tapauksessa myos
adrellinen méard tuntemattomia funktioita voidaan yhdistdd yhdeksi. Tarkastellaan téita tek-
niikkaa esimerkin (2) valossa. Korvataan yhtélossd tuntematon F' kuvauksella H o f ja G ku-
vauksella H o g, missd f ja g ovat injektioita, joiden arvoalueet eivét leikkaa. Valitaan vaikkapa
fR=R, f(z)=¢"jag: R —=R, g(r) = —e"; talloin paddytain yhtaloon

(3) (H(e™™) — H(e") = H(e"))* + (H(—e"") — H(—e") — H(—e"))* = 0.

Jos H on yhtdlon (3) ratkaisu, F' : R — R, F(z) = H(e") ja G : R — R, G(z) = H(—e€")
tayttavit selvésti yhtédlon (2). Kédntéen jos F' ja G ovat yhtdlon (2) ratkaisuja, mielivaltaisella
acR
F(lnx), kun x > 0
H:R—R, Hz)=1a, kun z =0
G(—lnz), kunxz <0

toteuttaa yhtdlon (3).

Téllaisten koodausten onnistuminen riippuu tietenkin siitd, minkélaisia tunnettuja kuvauksia
sallitaan yhtéaloissd, tdhidnhdn mennessid esimerkeisséd on esiintynyt vain ns. alkeisfunktioita.
Sopivan koukeroisen kuvauksen avulla pystyttiisiin perdti useamman muuttujan tapaus pa-
lauttamaan yhteen muuttujaan. Jatkossa voidaan varsin hyvin omatunnoin rajoittua yhteen
yhtéloon, yhden tuntemattoman yhden muuttujan funktion tapaukseen.

2 Ratkaiseminen

2.1 Cauchyn yhtilo
Cauchyn yhtéloksi kutsutaan seuraavaa:
Flx+y)=F(x)+ F(y).

Sijoittamalla z = y = 0 saadaan F'(0) = F(0+ 0) = F(0) + F(0) = 2F(0), joten F(0) = 0.
Olkoon z € R mielivaltainen. Osoitetaan induktiolla, ettd jokaisella n € N pétee F(nz) =
nF(z). Tapaus n = 0 on jo késitelty. Oletetaan, ettd F(nx) = nF(x); télloin F((n + 1)x)
F(nx+z) = F(nx)+F(z) =nF(x)+ F(x) = (n+1)F(x). Koska 0 = F(0) = F(nz+(—n)x)
F(nz) 4+ F((—n)x) = nF(x) + F((—n)n), saadaan F((—n)z) = —nF(z), joten vastaava yhtalo
pétee itse asiassa kaikilla n € Z. Edelleen jokainen rationaaliluku on muotoa ¢ = m/n, missi
m,n € Z, n # 0, joten

Flgz) = % nF(gx) = %F(nqx) _ %F(mx) = " F(a) = gF(x).



Sijoittamalla erityisesti z = 1 saadaan F(q) = ¢F'(1). Tésta voidaan suhteellisen vaivattomasti
pédtelld, ettd Cauchyn yhtdlon jatkuvat ratkaisut ovat muotoa F': R — R, F(z) = kz, missd
k € R.

Cauchyn yhtélon yleinen ratkaisu on varsin merkillinen. Joukko-opista tiedetdén, ettd on ole-
massa sellainen joukko S reaalilukuja, ettd jokainen r € R voidaan esittdid yksikésitteisessa
muodossa

(4) r= Z Kk Sk,
k=1

missin €N, g, € Q\{0}, s, €S, k=1,...,njas; <...<s, Rajoittuma FF [ S=f:5 =R
médrad ratkaisun yksikésitteisesti, edellisestd tarkastelustahan seuraa, ettd kun yhtilo (4) on

voimassa,
= Z F(qrsi) = ZQkF(Sk) = Z ar f (sk)-
k=1 k=1 k=1

Kaéntéen jokaista f : .S — R vastaa funktionaaliyhtélon ratkaisu, jolle F' [ .S = f. Jonkinlaisen
kasityksen yleisestd ratkaisusta saa tarkastelemalla Cauchyn yhtdlod méarittelyjoukossa A =
{z+yv2 |2,y € Q). Tillsin F : A — R, F(z + yv/2) = x + 6y on ratkaisu. Koetapa piirti
kuvaaja!

Harjoitustehtivi: Osoita, ettd jos  + yv2 = 2/ + ¢'v2 ja z,y,2',y € Q, niin z = 2’ ja
y=y"

2.2 Muunnelmia

Tarkastellaan yhtaloa

Gz +y) =Glz) Gy).
Kaikilla z € R pitee G(z) = G($+%) = G(£)G(%) = G(£)* > 0. Jos G(z0) = 0 jollakin z € R,
niin kaikille # € R on voimassa G(x) = G(z — zo + 29) = G(x — x0)G (o) = G(x — x) - 0 = 0.
Toisaalta Gy : R — R, Go(z) = 0 on selvistikin funktionaaliyhtdlon ratkaisu. Muille ratkaisuille
G # Gy pitee G(z) > 0 kaikilla € R, joten F': R — R, F(x) = In G(z) on méiritelty ja F' on
Cauchyn yhtélon ratkaisu:

Fx+y)=InG(x+y) =In(G(x)G(y)) =InG(x) + InG(y) = F(x) + F(y).

Kisntsen jos F on Cauchyn yhtilon ratkaisu, G : R — R, G(z) = €@ toteuttaa tarkasteltavan

yhtalon. Koska F' on jatkuva, jos ja vain jos G on jatkuva, tutkittavan yhtalon jatkuvat ratkaisut
ovat Go ja G: R — R, G(z) = €, missi k € R.

Jensenin yhtilo on

H<x+y> _ H() + H(y)
2 /) 2 '
Jenseninkin yhtélo palautuu Cauchyn yhtaloon: Merkitdan F : R — R, F(x) = H(x) — H(0).
Talloin

Flz+y) :H<2x+2y) _H(0) = H(Zx)—;—H(Zy) _H©)
_ H(Qx)z—i—H(O) +H(Q );—H(O) _2H(0)
B 2z —l-

> (2y+0>—2H(0)
H(0) + H(y) — H(0) = F(z) + F(y).

(fv)



3 Tarkkailtavia piirteita

Edellisen luvun funktionaaliyhtéloissd ei ollut lainkaan tuntemattoman funktion sisdkkaisia
esiintymié. Valitettavasti niitd on varsin usein olympiatehtavissid (merkint6ja on muutettu):

(83.1) F(zF(y)) = yF(z),
(86.5) G(zG(y))G(y) = G(z + y),
(92.2) H(z* + H(y)) =y + H(x)*

Kahdessa néistd tehtavissa oli liséksi rajoittavia ehtoja. Esimerkkiaineiston kartuttamiseksi
tassa luvussa lisdiehdot ovat toisarvoisessa asemassa. Tehtédvien varsinaisen ratkaisemisen sijasta
katsotaan, mitd ominaisuuksia funktionaaliyhtélosta seuraa ratkaisulle.

3.1 Kiintopisteet

Alkio x on funktion f kiintopiste, jos f(x) = z. Kiintopisteet ovat térkeitd, koska ne auttavat
sieventdmaén yhtaloita. Olkoon tehtédvan 83.1 kiintopisteiden joukko K ja tehtdvin 92.2 Kj.
Jokaiselle x € R pétee F(xF(x)) = oF(z), joten zF(z) € K;. Erityisesti0 = 0F(0) € K;. K; on
kertolaskun suhteen suljettu, silld jos z,y € K, niin F(zy) = F(2F(y)) = yF(x) = yx = xy,
joten xy € K. Jos tehtdvan rajoitusehdot otetaan huomioon, ainoa F':n ainoa positiivinen
kiintopiste on 1! Vastaavasti tehtdvassd 92.2. havaitaan valittomésti, ettd K3 on seuraavalla
tavalla suljettu: jos z € K3, H(z*+ ) = H(z* + H(z)) =+ H(z)* =2* +xz eli 2? + z € K;.

3.2 Neutraalialkiot 0 ja 1

Nolla on yhteenlaskun ja ykkonen kertolaskun neutraalialkio: kun x € R, x + 0 =042 =z ja
z-1 = 1.2 = z (lisdksi huomattakoon, ettd x-0 = 0-z = 0). Niihin kaavoihin suhtaudutaan usein
jokseenkin halveksien, ikddn kuin ne olisivat typerintéd, mité voi esittda. Kaavat ovat kuitenkin
tuiki tarpeellisia sieventdmisessé: niiden avulla voi saada selville funktionaaliyhtélon ratkaisun
arvoja yksittéisessa pisteessd (sijoittamalla yhtdloon 83.1 z = y = 0 saadaan F(0) = F(0 -
F(0)) = 0F(0) = F(0)) tai johdettua yksinkertaisempia funktionaaliyht&loja (sijoittamalla x =
1 todetaan, ettd o F on lineaarinen: F\(F(y)) = F(1-F(y)) = yF (1) kaikilla y € R). Taito on
sen havaitsemisessa, miké lauseke voi olla 0 tai 1; erityisesti kannattaa tutkia, voivatko funktion
argumentit supistua. Funktionaaliyhtéalod 92.2 ratkaistaessa on liiankin helppoa huomata, etta
z? voi olla nolla, koska z = 0 on mahdollista: H(H (y)) = H(0* + H(y)) = y + H(0)?>. Mutta
voiko H(y) olla nolla? Jos on olemassa sellainen luku r € R, ettd H(r) = 0, niin kaikilla z € R
piitee toisaalta H(z?) = H(x?+ H(r)) = r+ H(z)?, toisaalta myos H(r*+ H(z)) = o+ H(r)? =
r+ 0% =1

3.3 Injektiivisyys jne
Funktio f : A — B on injektio, jos f(x) # f(y), kun z ja y ovat joukon A eri alkioita. Jokaisen

yhtalon kohdalla voidaan sanoa jotain ratkaisujen injektiivisyydesta ratkaisematta taydellisesti
yhtéloja. Nollafunktio Fy : R — R, Fy(z) = 0, on luonnollisesti tehtdvan 83.1 ratkaisu, joten



kaikki ratkaisut eivit ole injektioita. Mutta jos F' # F{ toteuttaa ko. funktionaaliyhtélon, niin
jollakin x € R F(x) # 0, joten jos F(y) = F(y'), niin yF(z) = F(zF(y)) = F(zF(y)) =
y'F(z) ja siten y = 3. Siis jos F' on tehtdvén 83.1 ratkaisu, niin joko F' = Fj tai F' on injektio.

Tutkitaan yhtdlon 86.5 ratkaisuja G. Oletetaan, ettd G ei ole injektio, ts. on olemassa v,y € R,
joille G(y) = G(y'). Merkitiddn d = y—y/; talloin kaikilla x € R pétee G(z+d) = G((z—y')+y) =
G((x—y)G(y))G(y) = G((x—y)G(Y))G(Y) = Gz —y'+vy') = G(x). Siis jos G ei ole injektio,

se on jaksollinen.

Funktio f : A — B on surjektio, jos f[A] = {f(z) | x € A} = B, ja bijektio, jos se on seki
injektio ettéd bijektio. Neutraalialkioiden kohdalla jo todettiin, ettd yhtélon 92.2 ratkaisuille H
pétee, ettd H o X on ensimmaéisen asteen polynomifunktio. Siis H o H on bijektio, joten my6s H
on bijektio. Erityisesti vastaus kysymykseen, voiko H(r) olla nolla, on myonteinen: asetetaan

r = H0).

Harjoitustehtivii: Etsi toinen tapa osoittaa, ettd H on injektio. Todista, ettd jos f: A — A
on sellainen funktio, ettd f o f on bijektio, niin f itse on bijektio. H:lle on johdettu kaksi uutta
funktionaaliyhtélod; ratkaise niiden perusteella H(0) ja H~1(0).

4 Ratkaisun jatkaminen reaaliluvuille

Kuten ylla Cauchyn yhtélon kohdalla nédhtiin, on monien yhtéloiden ratkaiseminen reaaliluku-
jen joukossa hyvin vaikeaa ilman yliméaariisid oletuksia esimerkiksi ratkaisun jatkuvuudesta.
Yhtéalon ratkaisu rationaaliluvuilla on konstruoitavissa suhteellisen helposti parilla induktiolla,
mutta yleinen ratkaisu on paljon hankalampi tapaus.

Tarkastellaan nyt tapoja, joilla jollekin reaalilukujen osajoukolle, esimerkiksi rationaaliluvuille
saatu ratkaisu voidaan jatkaa kaikille reaaliluvuille. Ilmeisin tapa tdhén on jo aiemmin esitetty
jatkuvuusargumentti, mutta my6s muita mahdollisuuksia on.

4.1 Jatko monotonisuuden perusteella

Funktion monotonisuus on jatkuvuuden lisdksi toinen hyodyllinen ominaisuus, jonka avulla
ratkaisu voidaan jatkaa rationaaliluvuilta tai joltain muulta sopivalta reaalilukujen osajoukolta
kaikille reaaliluvuille. Jos esimerkiksi oletetaan, ettd Cauchyn yhtdlon ratkaisu F'(x) toteuttaa
F(z) > 0, kun x > 0, saadaan helposti

F(x+y)=F(z) + F(y) > F(x),

kun y > 0 ja F' on néin kasvava. Olettaen ettd yhtélolla on rationaalilukujen joukossa ratkaisu
F(r) = kr, voidaan nyt muodostaa jokaista reaalilukua = kohden jonot (r;)2; ja (R;)2; siten,
ettd r;, R; € Q, r; < x < R; kaikilla 7 ja limr; = lim R; = x. Télloin

ja raja-arvona F'(z) = kx. Vihenevén funktion kohdalla raja-arvotarkastelu menee paapiirteis-

saan samalla tavalla.

Edellisessé esimerkissé voidaan rationaalilukujen joukko Q korvata myos milld tahansa muulla
reaalilukujen tihedlld osajoukolla, ts. joukolla, jonka pisteitd on jokaisen x € R mielivaltai-
sen pienissd ympéristoissia. Koko rationaalilukujen joukko toteuttaa tdmén ehdon, mutta niin



toteuttavat lisdksi esimerkiksi erdét sen osajoukot kuten
n
S:{Q—m)neZ,mEN}.

Myos jatko jatkuvuudella onnistuu misté tahansa tiheéistd joukosta ldhtien.

4.2 Yleistys jatkuvuudesta yhdessi pisteessia

Cauchyn yhtélon kohdalla riittdd myos olettaa jatkuvuus yhdessé pisteessd xg, jotta koko rat-
kaisu on jatkuva. Talloin nimittédin yleisessé pisteessa x

lim f(u) = lim  f[(u — 2+ x0) + (z — x0)] = Um f[t + (z — z0)]

U—xT u—xr+ro—x0 t—xo

:tlirﬁ)f(t)+f(x—xo)=f(xo)+f(:l?—$o)Zf(fBoJrﬂ?—ﬂ?o):f(fﬁ)a

koska oletuksen mukaan lim,_.,, f(t) = f(xo) ja néin ratkaisu on jatkuva myos pisteessi x.

4.3 Esimerkki
Tarkastellaan olympiatehtavaa
(02.5) (F(z)+ F(y))(F(u) + F(v)) = F(zu — yv) + F(zv + yu),

jossa tehtavéan oletuksiin ei kuulunut ratkaisun jatkuvuutta. On kuitenkin helppo osoittaa, etté
ratkaisu on positiivisilla arvoilla kasvava, minka tiedon avulla on helppo jatkaa standardimene-
telmin esimerkiksi rationaaliluvuille muodostettu ratkaisu reaaliluvuille.

Sijoitetaan yht#loon ensin z = y = u = v = 0, jolloin 4F(0)? = 2F(0), josta F(0) € {O, %}

Oletus F(0) = 3 johtaa triviaaliratkaisuun F(z) = 1, joten tarkastellaan tapausta F(0) = 0.

Sijoituksella y = u = 0,v = z saadaan F(x)? = F(2?), jonka perusteella funktio on positiivinen
positiivisilla z:n arvoilla. Sijoituksella u = y,v = z saadaan nyt (F(z) + F(y))* = F(2* + y?),
josta helposti ndhdéaan

F (2 +y°) = F (2%) + 2F(2)F(y) + F (y*) > F (2?) ,

kun z,y > 0 eli haluttu kasvavuus on osoitettu.

Harjoitustehtévi: Osoita, ettd yhtilon AF(z) + (1 — N\ F(y) = F(Az + (1 — N)y) + G(z,y)?,
0 < A < 1 ratkaisut F'(z), ns. konveksit funktiot, ovat jatkuvia.
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