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Johdanto

Epayhtaloita reaaliluvuille

Cauchyn epiyhtalo
Kaikille reaaliluvuille ay, as, ..., a, ja by, bs, ..., b, pitee Cauchyn epayhtilo
(a1by + agby + ... +apby)? < (af + a5+ ... +a2)(b] + b3+ ...+ b2).
Epéyhtilo seuraa identiteetistd (nk. Cauchy-Lagrange-identiteetti)
(a2 +a3+...+a2)(2+05+...+02) — (a1by + aghy + ... + anb,)* =
(a1by — aghy)* + (arbs — asb1)? + ... + (ap_1bp — apby_1)* > 0.

Téstd huomataan, ettd yhtdsuuruus patee vain jos a; /by = as/by = ... = a, /b, tai by =
bQZZ e ::bn:: 0.

Esimerkkind Cauchyn epdyhtdlon kiytostd todistetaan aritmeettisen ja harmonisen
keskiarvon vélinen epdyhtélo: positiivisille reaaliluvuille aq, as, . .., a, péitee

1+1+ —1—1 -
CL1—|-612+...—|—anZ a; Qo an _ (1)

n n

Vasemmanpuoleinen lauseke on lukujen aq,as,...,a, aritmeettinen keskiarvo ja oikean-
puoleinen lauseke harmoninen keskiarvo. Viite seuraa kirjoittamalla Cauchyn epdyhtilo
luvuille /a1, \/az, ..., \/an ja \/1/a1,\/1/as, ..., \/1/a, eli

1 1

1
n?<(ap+ag+...+ay)(—+—+...+—).
Qp a2 Qp,

Témé tarkoittaa myds sité, ettd ainakin toinen luvuista aj+as+- - -+ay, ja L+ L+ 4L
n
on vahintdan luvun n suuruinen.

Tehtdva 1. Kannattaa huomata, ettd ylldolevassa esimerkissd on tiysin mahdollista, ettd
molemmat luvuista ovat suurempia kuin n, kun n > 1. Keksi esimerkki!

Aritmeettis—geometrinen epayhtalo

Kaikille ei-negatiivisille luvuille ay, as, . . ., a, pitee
a1 +ay+...+a
= > Yajas - ay,
n
missd yhtasuuruus patee kun a; = as = ... = a,.

Todistetaan tulos induktiolla. Ensimméisessa vaiheessa edetdin induktiolla luvusta 2™
lukuun 27! ja toisessa vaiheessa todistetaan yleinen tapaus kun n ei ole kakkosen potenssi.



Todistus. Huomataan aluksi, ettd
a=a,

joten epayhtilo patee, kun n = 1. Lisdksi
9 2 2 a—+b
Va—Vb)?2>0 <= V2 +vb >2Vab, sz/%. (2)

Tehd&din nyt induktio-oletus, ettd aritmeettis-geometrinen epiyhtilo pétee, kun n = 2™,

eli
a1+a2+"'—|—a2m > gm

2m

Osoitetaan, etti se pitee myos, kun n = 2™+, Kiyttien epiyhtilod 2, saadaan

aiag - - agm.

a1+ ag+ -+ agm+1
om+1

1
Z—m\/(a1+a2+...+a2m).(a2m+1+a2m+2+...+a2mﬂ)'

Kayttamalla epayhtidlon oikeaan puoleen induktio-oletusta saadaan

1

om (a1 +as+ -+ agm) - (agmiq + agmig + -+ agme1) > 2" \/ajag - - agmet.

Todistuksen ensimmainen osa on nyt valmis.
Seuraavaksi todistetaan yleinen tapaus. Merkitdin lukujen aq, as, ..., a, aritmeettista
keskiarvoa a ja valitaan m siten, ettd 2™ > n. Nyt edellisen kohdan perusteella

. L+ (2™ —n)a -
ay +as + +a, a+az+ J;a + ( n)a22\/a1a2'
n m

ceap,at .

Jakamalla epayhtilo lausekkella oS paadytaan epayhtaloon

a1+a2+--~+an
n

_n_
2m
> > 2ajas - ap,

joka on yhtépitdva aritmeettis—geometrisen epayhtialon kanssa. O]

Aritmeettis-geometrinen epayhtéld todistetaan vield uudestaan Jensenin epdyhtalol-
14 edempéiné. Epdyhtilon oikeanpuoleista lauseketta kutsutaan lukujen aq,as,...,a, ge-
ometriseksi keskiarvoksi. Todistetaan (1) uudestaan aritmeettis—geometrisella epayhtalolla.

Voidaan kirjoittaa
ay+as+ ...+ ay,

n

> /a1as - Gy =
N - 11 1\

— = e >n|—+—+...+— )
a1ag -« Ap aq a9 Qyp,

Taméa on yhtipitaviad viitteen kanssa. Aritmeettis—geometrista epayhtédlod sovellettiin en-
sin lukuihin aq, aq, . .., a, ja sitten lukuihin 1/ay,1/as, ..., 1/a,.



Toisena esimerkkiné osoitetaan, ettd ainakin toinen epéyhtéloistéi
arag - a, <277

I—a)(l—ag) - (1—a, <27"

pétee, jos a; € [0,1] kaikilla ¢ = 1,2,...,n. Vastaoletus on, ettei kumpikaan péde eli
ajas---a, > 27" ja (1 —ay))(1 —ag)---(1 —a,) > 27" Kertomalla ndma keskendén
paddytaan ristiriitaan, silla aritmeettis—geometrisen epayhtdlon nojalla

ajas---ap(l—ap)(l —ag)--- (1 —a,) <

<a1+a2+...+an+1—a1+1—a2+...+1—an>2”_22n
2n N

eli alkuperdinen viite pitda paikkansa.
Tehtava 2. Todista, ettd jos a on positiivinen reaaliluku, niin
1
a4+ - > 2.
a

Tehtava 3. Todista, ettéd jos a, b ja ¢ ovat positiivisia reaalilukuja, niin

a+b b+c a+t+c

> abe.
2 2 2
Jensenin epayhtilo
Funktiota f sanotaan konveksiksi vililla [a, b] jos
af(x)+Bf(y) = f(ax+ By)

kaikilla z,y € [a, b] sekd epanegatiivisilla « ja (3, joilla patee a4+ 8 = 1. Kdytannossi taimé
siis tarkoittaa, ettd jos funktion kuvaajalta yhdistetdén janalla kaksi pistettd (sekantti),
niin jana kulkee koko ajan kuvaajan yldpuolella (ks. kuva alla).

Jensenin epdyhtiloksi kutsutaan lausetta, jonka mukaan epdyhtalo

f<x1+x2+...+:cn> T + () ot ()

n n

patee kaikilla z; € [a,b] kun f on konveksi. Todistus on suhteellisen yksinkertainen induk-
tiolla konveksisuuden méaritelmasta liikkeelle lahtien:

1. Induktion ensimméinen askel on triviaali: Jos n = 1, niin epayhtalé kertoo ainoas-
taan, ettd f(z1) > f(x1), mikd on ilmeisesti totta.
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2. Toinen askel ldhtee oletuksesta, ettd epayhtalo

f(x1+a:2+...—|—xk) < flxr) + flxe) + ...+ f(zk)

k k
pitee. Kéytetddn aluksi konveksisuuden madritelmaéd valinnoilla * = x5, y =
nrrbebie o = =2 ja 8= 5. Nyt

T+ o+ -+ Tpp 1 k T+ 2o+ -+
< : 1)+ . .
f( kol )—k;+1 J@et D+ f( k )

Kaytetaan vield induktio-oletusta oikeaan puoleen ja saadaan:

f(xk—l-l)-i—kil-f(xl—i_wz.“—{_xk) < f(x1)+f($2k)j:1+f($k+1)

k+1
Tama todistaakin vaitteen.

Helppo tapa tarkistaa konveksisuus, on tarkistaa, ettd funktion toinen derivaatta on posi-
tiivinen f”(z) > 0 kaikilla x € [a,b]. (Funktion ensimméinen derivaatta kertoo funktion
kuvaajan tangentin kulmakertoimen suuruuden ja toinen derivaatta kertoo kulmakertoimen
suuruuden muutoksesta.) Jos toinen derivaatta on nolla tai negatiivinen koko vilill4, niin
jensenin epayhtélod voi toki kiyttdd, mutta silloin epdyhtalomerkki pitaa kddntdaa. (Mieti
miksi tdmé toimii niin!)

Esimerkki 1. Jensenin epiyhtélolla voi todistaa esimerkiksi aritmeettis—geometrisen epiy-
htilon. Valitaan f(z) = — log z. Funktio f on konveksi, silli f”(x) = 1/2* > 0. Kirjoitetaan
nyt

T1+To+ ...+ x, _logx1+logx2+...—|—logxn

) < =

n

— log(



= —log Vr129 - Tp.

Aritmeettis—geometrinen epiyhtilo seuraa tistd kiyttdmalld eksponenttifunktiota molem-
piin puoliin.

Tehtédvi 4. Olkoot 0 < o, 8,7 < 7 ja a+ f+ v = 7. Osoita, ettd

W oo

sin? o + sin? 8 + sin? y >

Tehtédva 5. Olkoot oy, a,..., 0, > 0ja oy + g + -+ + «, = 1. Olkoon funktio f(z)
konveksi. Todista painotettu Jensenin epdyhtdlo:

flanzy 4+ aowg + -+ - + apzy) < agf(z1) + aof(2) + - - an f ().

Tehtéava 6. Olkoot ay, s, ..., a, > 0jaa;+ag+- - -+, = a. Olkoon lisidksi x1, zo, ..., x, >

0. Osoita, etta
1T + Qoo + -+ ATy

(07

My d2 .. pa
Dl VAT xon,

Symmetria

Lauseketta kutsutaan tiydellisesti symmetriseksi, kun lausekkeen arvo ei muutu, vaikka
minkd tahansa kahden muuttujan arvot vaihdetaan keskendédn. Esimerkkiné taydellisesta
symmetriasta (a ja b vaihdettu)

ab+bc+ca — ba+ac+ cb
ja esimerkkiné lausekkeesta, jossa ei vallitse tidydellinen symmetria (taas a ja b vaihdettu)
a’b+ b*c+ cfa — b’a+ a*c+ .

Jalkimmaisessikin lausekkeessa on tiettyd sddnnollisyytta. Sitd kutsutaan kiertosymmetrisek-
si, silld jos muuttujien arvot vaihdetaan kiertden (esimerkiksi a — b — ¢ — a) lausekkeen
arvo ei muutu.

Symmetriatarkastelujen idea on, ettd jos lausekkeessa vallitsee tdydellinen symmetria,
saa vapaasti olettaa muuttujien suuruusjirjestyksen. Esimerkiksi Schurin epayhtalo

a"(a—b)(a—c)+b"(b—c)(b—a)+"(c—a)(c—0) >0

kaikille a,b,c,n > 0 on téydellisesti symmetrinen a:n, b:n ja c:n suhteen. Siispd voidaan
olettaa a > b > ¢, mika riittdakin epayhtalon osoittamiseksi. Ensimmaéinen ja kolmas
yvhteenlaskettava ovat positiivisia ja a™ > 0" eli vasen puoli on positiivinen.

Jos lauseke on kiertosymmetrinen, voidaan valita joku muuttujista ja olettaa, ettd se
on arvoltaan suurin (tai pienin). Muiden muuttujien suuruusjirjestuksesté ei nyt voi sanoa
mitain.



Epayhtilo
@+ +c>a’b+b*c+cfa, kun a,b,c>0 (3)

ei ole taydellisesti symmetrinen, vaan kiertosymmetrinen. Voidaan olettaa, ettd a on suurin
luvuista ja kirjoittaa epdyhtdlo yhtapitavisti

(@ = *)(a—b) + (c = b)*(c+) >0,

joka on identtisesti tosi.

Suuruusjarjestysepayhtalo

Kolmeen laatikkoon on laitettu eriarvoisia seteleitid. Yhdessa laatikossa on kymmenen euron
seteleitd, yhdessa viisikymppisid ja yhdessé satasia. Laatikoista tulee valita seteleité siten,
ettd yhdesté laatikosta otetaan kymmenen setelid, toisesta seitseman ja kolmannesta viisi
setelid. Miten valinta kannattaa suorittaa, jotta saisi mahdollisimman paljon rahaa? On
selvdd, ettd sadan euron seteleiti kannattaa ottaa niin paljon kuin suinkin (kymmenen
setelid), sitten viisikymppisid (seitsemén) ja pienin méaira (viisi setelid) kannattaa jattaa
pienimmille seteleille.

Vastaavasti jos on antamassa rahaa samojen sdintojen mukaan, kannattaa antaa eniten
kymmenen euron seteleitd ja vihiten sadan euron seteleité.

Kirjoitetaan tdméa periaate epayhtiléiden avulla. Otetaan kdyttoon merkintd lukujen
ay, as, as ja by, by, by tulojen summalle

|:0J1 a2 as

b1 bg b3:| = a1b1 + a2b2 + (lgbg. (4)

Sovitaan, ettd alarivin lukujen keskindistd jarjestystd voi vaihdella. Miten

alarivin luvut kannattaa jarjestdd, jotta lausekkeen 4 arvo on mahdollisimman suuri? Su-
uruusjarjestysepiayhtilo sanoo, ettd lausekkeen 4 arvo on mahdollisimman suuri silloin,
kun yli- ja alarivin suuruusjirjestys on sama. Toisin sanoen, jos b}, b5, b ovat luvut
b1, b2, b3 samassa jarjestyksessa kuin luvut aq, as, as, pitee

ap az ag < ap az as
by by b3| — |by by V5
Esimerkiksi euroseteleiden tapauksessa

100 50 10
10 7 5

] = 1000 + 350 + 50 = 1400

on suurempi kuin mikdan muun jarjestyksen tulos, ja

{100 50 10

5 7 10] = 500 + 350 + 100 = 950

on pienempi kuin mikd&in muun jarjestyksen tulos.



Suuruusjirjestysepdyhtilon todistaminen ei ole vaikeaa. Ensinnékin, jos kaikki luvut
ylarivilld tai alarivilld ovat yhtasuuria, lukujen jarjestykselld ei ole merkitystd. Oletetaan
siis, ettd yla- ja alarivilld on erisuuria lukuja, ja tehdain vastaoletus: lauseke jossa rivien
suuruusjarjestys ei ole sama

_|ar az as
521_{172 by bg]

on suurempi kuin lauseke, jossa suuruusjirjestysta "korjataan"jostain kohtaa

ap az as
Sip = :
2 {bl b bg}

Nyt on siis valittu joko a; > as ja by > by tai ay < as ja by < bs.
Ristiriitd seuraa helposti siitéd, etté

Sgl — 512 = ale + a261 — albl — a2b2 = —(a1 — ag)(bl — bg) < 0.
Esimerkki 2. Todistetaan esimerkkind suuruusjérjestysepayhtélon kiytosta epayhtalo (3).

Ratkaisu menee niin. Koska luvuilla a,b, ¢ ja a?,b?, ¢* on sama suuruusjirjestys (jos
a > b niin a® > b?) voidaan kirjoittaa

a®> b a’? b 2
{a b C]Z|:b c a]'
Tamé on yhtépitavisti a® 4+ b® + ¢ > a?b + b?c + c2a, ja todistus on valmis.
Tehtava 7. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Todista, ettd
aB? + 0P+ Aa? > abPe + bPPa + Addb.
Tehtava 8. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja, joilla abc = 1. Todista, etta
a’b + b*c + fa > 3.
Tehtava 9. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Todista, etté
a’be + b2ca + tab < a®b + bPe + Aa.

Tehtava 10. Olkoot a,b,c > 1. Todista, etté

a®bbc > abbec.



Toisenlainen suuruusjirjestysepayhtalo

Téassa luvussa esiteltdva epiyhtild on erddnlainen suuruusjirjestysepayhtalo, jota ei pida
kuitenkaan suuruusjirjestysepayhtiloksi kutsua, jottei se sekaannu normaaliin suuruusjirjesty-
sepayhtaloon.

Olkoon 0 < a1 < as < --- < a,jald < b < by <--- < b, Olkoot lisdksi luvut
C1,Ca, ... Cy luvut b; jossakin jarjestyksessa. Nyt

(a1 +by)(ag + by1) -+ (an +b1) > (a1 + ¢n)(ag + cno1) -+ - (an + c1).
Tama voidaan todistaa hyvin samalla tavalla kuin normaalikin suuruusjarjestysepayhtalo:
Todistus. Osoitetaan, ettd tuloa
(a1 + cp)ag + cpoy) -+ (an + 1)

saadaan kasvatettua vaihtamalla lukujen ¢; ja ¢; paikkaa, mikili ¢; > ¢; ja ¢ > j joillakin ¢
ja j. Taéma on helpointa tehda tarkastelemalla tulojen erotusta:

(a1 + cn)(az + cno1) -+ (Ang1—i + ) -+ (ngjo1 + ¢5) -+ (an + 1)
— (a1 +cn)(az + cno1) - (Qnp1—i +¢) - (Qnp1—j + €)=+ (@ + €1)
= (a1+cn)(agtcn) -+ (an—itcio1)(anya—itciv1) - (@n—j+cio1)(an_jratcir1) - -+ (antecr)
X ((ant1-i + ci)(ant1-j + ¢5) = (@ns1-i + ¢5)(ans1—; + ) -

Koska
(ar+cn)(aztcn—1) - (an—itcim1)(@ngpo—itciz1) - - (an—j+ci—1)(an_jratcjpr) - - - (an+c1) >0,
riittda tarkastella erotusta

(@ns1-i + i) (@nr1—j + ¢5) = (@ns1-i + ) (An41-5 + ),

jotta saadaan osoitettua, ettd alkuperidinen tulo on pienempi kuin muokkauksen jilkeinen
tulo. Tamén erotuksen tarkastelu on kuitenkin hyvin helppoa:

(ng1—itCi) (Ang1—j+¢j) = (Ans1-i+C) (Qni1—jFCi) = Qpi1—iCjFAni1—jCi—0ny1—iCi—Oni1—jC;
= (Gpg1-i — an+1—j)(cj —¢) <0,

ja aito erisuuruus vallitsee, kun ¢; # ¢; ja an41-; # Ant1—j. O

Nesbittin epayhtilo
Olkoon ab, b ja c positiivisia. Nesbittin epdyhtdlon mukaan

a n b n c >3
b+c a+c a+b 2
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Tamé on helppo todistaa suuruusjirjestysepiayhtilon avulla. Vertaillaan lukuja a,b,c ja
L lc ja ﬁc Huomataan, etta

Tre’ ate
a b c a b c
{L 1 L}Z[L 1 L}

b+c a+c a+b a+b b+c cta
ja
a b c a b c
11 1|2 11
b+c a+c a+b at+c  b+ta c+b
Niista saadaan
a b c a b c a b c

2 2 2 —
b—kcjL cH—c+ a+b— a+b+b+c+c+a+a+c+b+a+c+b

mika todistaakin viitteen.

Nesbitt ei ehké ole tarpeellisin mahdollinen epiyhtalo tehtivia ratkaistaessa. Toisinaan
kuitenkin epéyhtélostd on iloa. Sen sijaan menetelmé, jolla Nesbittin epdyhtild todistetaan
on erittdin hyodyllinen periaate epayhtilotehtiavissa.

Y

Tehtéva 11 (Pohjoismainen 2005). Olkoot a, b, ¢ positiivisia reaalilukuja. Todista, etti

2a2 202 202
+ + >a+b+ec
b+c a+c a+bd

Tsebysevin epayhtalo

Kaikille reaaliluvuille a; < as < ... < a, ja b <by <... <0, pitee
a1+a2+...+an‘b1+bg+...+bn < a1b1+a2b2+...+anbn

n n n

Epayhtalo seuraa identiteetisté

2[n(a1by + agbs + ... +apby) — (g +as+ ...+ an)(by + b+ ...+ b,)] =
(a1 — ag)(by — by) + (a1 —a3)(by —b3) + ... + (a1 — a,)(by — by)+
(CLQ — al)(bg — bl) + (CLQ — ag)(bg — bg) + ...+ (CLQ — an)(bg — bn) + ...
oot (an - al)(bn — b1> + (Gn - CLQ)(bn — bz) + ...+ (an - an_l)(bn — bn—l) Z 0.

Intuitiivisesti Tsebytsevissa on kyse suuruusjirjestysepayhtilosté, ja todistuskin onnis-
tuu myos kdyttamalld suuruusjirjestysepiayhtilod n — 1 kertaa, kirjoittamalla yksi yhtalo
ja summaamalla kaikki yhteen.

Esimerkki 3. Esimerkkini kirjoitetaan Tsebysevin epayhtélo lukujoukoille {a,b,c} ja
{a?,1?, *}. Kuten edelld todettiin, on néilld joukoilla sama suuruusjérjestys, jos a, b, c > 0.
Siispé
a+b+c a®+ b+ < a’ + b+ 3
3 3 = 3
eli 3(a®+0*+c) > (a+b+c)(a®+b*+?).

9



Tehtava 12. Olkoot xq,...,x, reaalilukuja. Todista, etti

x%_l_.._}_l'i Z (xl_l_...l‘n)z
n n

Tehtiva 13 (Pohjoismainen 1999). Olkoot aq, as, .. ., a, positiivisia reaalilukuja. Osoita,
etta

1 1 1 1 1 1 1 1 1
n|l—+—+--+—1 2= + + e+ n+——+—+--+—1.
ap Qs an, 1+a; 1+4+as 1+a, ap Qs an,

Milloin yhtasuuruus vallitsee?

Geometrisia epayhtaloita

Suurin kolmio

Olkoon annettu kolmion piiri 2p, ja kysytddn kuinka suuri voi olla pinta-ala. Entd millaisella
kolmiolla tdm& maksimi saavutetaan (jos saavutetaan)?

Tapa 1. Kéytetadn Heronin kaavaa (20) ja aritmeettis-geometrista epayhtdlod. Merkitaan
kolmion alaa T ja sivuja pituuksia a, b, c.

T =+/plp—a)lp—0b)p—c) < p(gp;%) =3p—\/§- (5)

Yhtasuuruus pétee jos p —a = p — b = p — c eli tasasivuisen kolmion tapauksessa.

On syytd huomioida, ettd aritmeettis-geometrinen epéyhtild on kirjoitettu vain luvuille
p—a, p—b ja p—c, eikd mukana ole lukua p. Jos tdma olisi otettu mukaan, ei epayhtalo olisi
endd ollut tarkka (yhtdsuuruus vallitsee vain, kun kaikki luvut ovat yhté suuria). Voidaan
huomata tama vaikka seuraavasti:

T=Vplp—a)p—b)p—c) = Vol —a)p-bp—o) < (%) -z

mikd on huomattavasti suurempi kuin %, mika on siis suurin koskaan oikeasti saavutettava
arvo.

Jos vilttaméattd halutaan kirjoittaa epédyhtalo kaikille luvuista p, p —a, p — b ja p — c,
niin tdmékin on mahdollista, mutta vaatii hieman harkintaa:

Tapa 2. Tehdddn ensin onnekas arvaus, ettd suurin arvo saavutetaan, kun a = b = ¢, eli
2p = 3a. Nyt p = 3(p—a), joten luvut voidaan pakottaa yhtdsuuriksi sopivalla kertoimella.
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Luvut £, p —a, p— b ja p — ¢ ovat suurimman arvon tapauksessa yhtdsuuria, joten timé
on hyva liahtokohta epédyhtalolle. Nyt

T =T = ol —D—0 = ﬂﬁp Q) p=b)p—0

R R e A

miki tosiaan saavutetaan tasasivuisella kolmiolla.

Yllakuvattu tapa soveltuu tilanteisiin, joissa yhtdsuuruus ei vallitse kaikkien niiden
alkioiden ollessa yhtédsuuria, joista on tarkoitus ottaa keskiarvo. Talloin voi miettid, voisiko
termien eteen laittaa kertoimia (geometrisen keskiarvon puolella) tai voisiko termeji haka-
ta pienemmiksi palasiksi, jotka onnekkaasti olisivat yhtdsuuria, ja lopulta vain summata
kaikkien yli (aritmeettisen keskiarvon puolella).

Kolmion sivujen pituuksiin liittyvit epayhtalot
Olkoot a, b, ¢ kolmion sivujen pituudet. Osoita
a? +b* + ¢ < 2(ab + be + ca).
Kirjoitetaan epayhtilo muotoon
alb+c—a)+blct+a—0b)+cla+b—c) >0,

joka riittdd, kun muistetaan kolmion sivujen pituuksille pétevit ehdot: a + b0 — ¢ > 0,
b+c—a>0jac+a—>b> 0. Joskus voi olla vaikea keksid mihin muotoon epéayhtalo tulisi
kirjoittaa, jotta naitd ehtoja voisi kiyttad. Silloin saattaa olla apua muunnoksesta

a=u-+v
b=v+t
c=t+u
ja sen kaddnteismuunnoksesta
_—a+b+c
2
_a—b+c
2

a+b—c
V=,
2

t

u

Kolmion sivujen pituuksille asetetut ehdot muuntuvat helppokiytoiseen muotoon ¢, u, v >
0.
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Esimerkiksi todistetaan, ettd kolmion sivujen pituuksille a, b, c pitee
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b) < abe.
Sijoitetaan edellisten muunnosten mukaan
2t2u2v < (u+v)(v + t)(t + u).

Tama seuraa kertomalla keskenédén epayhtélot 2¢/uv < u+wv, 2vvt < v+t ja 2vtu < t+4u,
jotka ovat voimassa kaikille ¢, u,v > 0 aritmeettis-geometrisen epayhtalon mukaan.

Kolmion kulmiin liittyvit epayhtalot

Merkitdéin kolmion kulmia «, 8 ja . Tunnetusti kolmion kulmien summa on 180°, ja taté
tietoa voi kiyttad hyviksi esimerkiksi Jensenin epédyhtélon avulla. Osoitetaan

8 3Vv/3

S o+ cost 4 cosd <
COS2 COS2 C0S2 S B .

Kéytetddn Jensenin epéayhtélod ja valitaan f(z) = —cos(x/2) (Funktion f on konveksi,

silla f”(z) = cos(z/2)/4 > 0 kaikilla = € [0°, 180°])

o B
— COS — — COS — — COS —
2 2

2 - _
3 > —cos

)

+o+

| o
D[ =2

= —cos30° = ——,

W™
| S

mista viite seuraa.

Tehtavi 14. Olkoot «a, [ ja 7y terdvikulmaisen kolmion kulmat. Osoita, etté

tan o + tan 8 + tany > 3v/2.

Muuta

Olkoon a, b, ¢ kuten edelld, R kolmion ympéripiirretyn ympyran siade ja 1" kolmion pinta-
ala. Osoita, etté
A4NVBT < a® +b* + 2 < 9R2. (6)

Epéayhtalon vasen puoli on itse asiassa olympiatehtdva vuodelta 1961 ja uudestaan sitd
tarvittiin olympiatehtdvissd vuonna 1991. Todistus menee helposti aiemmin todistetun
epayhtélon (5) ja Cauchyn epdyhtélon avulla.
2 b 2
p (atb+o)f _

T < =
~3V3 12v/3
2 b2 2 12 12 12 1
<(a+ +c?)(12 + 17 + ): (a2+62+02).

- 12¢/3 43
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Aloitetaan epéyhtilon (6) oikean puolen todistaminen tylppikulmaisen kolmion tapauk-
sesta. Olkoon ZC > 90° ja c titd vastaava sivu. Nyt pétee ¢2 = a?+b*—2abcos ZC > a®+b?
eli a®+ 0% +c? < 2¢? < 8R2. Jos sitten kolmio on teriviikulmainen, pitee jokaiselle kolmion
kulmalle «a, 3,7 < 90°. Kirjoitetaan epiyhtélé sinilauseen (15) avulla (esim. a?/R?* =
4 sin® o) muotoon

=] ©

sin® a 4 sin? B + sin?y <
Trigonometrisen identiteetin (13) perusteella
sin? a + sin? B + sin® v = 2 + 2 cos a cos 3 cos 7.

Funktio — In cos z on konveksi vililla [0°,90°], joten Jensenin epéayhtalosti

=—In—,
2

—lncosa—lngosﬁ—lncosv > lncos (LM) — _Incos60°

eli
1
cos acos fcosy < 3

misté vaite seuraa.

Ratkaisuja ja vihjeita

Ratkaisu 1. Mahdollisia ratkaisuja on direttomén paljon, mutta erés sellainen on a; = n,
Ay = % Jos n = 2, niin muuta ei tarvita. Jos taas n > 2, niin a3 = --- =a, = 1.

Ratkaisu 2. Aritmeettis-geometrisen epayhtilon mukaan

a+ 1 1
azwa-—:ﬁzl,
2 a

mikd on yhtépitdvaid viitteen kanssa.

Ratkaisu 3. Aritmeettis-geometrisen epayhtilon mukaan
a —2|— b > Jab

b —;— c > N ia
a—+c > \/%

Kertomalla ndama epayhtilot puolittain keskenddn saadaan

2
a;b.bgc.agcz\/ﬁ-\/&-\/@:abc,

mik3a oli todistettava.
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Ratkaisu 4. Olkoon f(r) = sin® . Nyt f/(z) = 2coszsinx ja f’(x) = 2cos? z —2sin® z >
0, eli funktio on konveksi. Nyt

1
3 3 4’

sin® a + sin? B+ sin®y _ . 2<a+5+7) o (T
>s8in“ [ —— | =sin <6)

eli

w

sin? o + sin® 3 + sin® y >

Vihje 5. Lihde liikkeelle konveksisuuden méaaritelmaésta, etene kuten tavallisen Jensenin
epiayhtélon todistuksessa, mutta pidd painotukset mukana.

Vihje 6. Kiyta painotettua Jensenin epayhtélod sopivilla painoilla. Etene muuten kuten
tavallisessa aritmeettis-geometrisen epdyhtilon todistuksessa.

Vihje 7. Vasemman puolen luvut ovat neli6itéd, oikean puolen ei.

Ratkaisu 8. Huomataan, ettd lukujen a, b ja ¢ sekd bc, ac ja ab suuruusjirjestys on
kidnteinen. (Jos esim. a on suurin, niin luvut b ja ¢ ovat pienimmét, jolloin niiden tulo
on pienin mahdollinen tulo. Vastaavasti esimerkiksi pieninté lukua vastaa suurin tulo, ja
keskikokoista keskikokoinen. Epédyhtialon vasemman puolen summaa voidaan siis arvioida

néin alaspéin:
a b ¢ S |@ b ¢
ab bc cal|l — |bec ca abl|’

a’b + b*c + *a > 3abe = 3.

eli

Ratkaisu 9. Huomataan, etti lukujen a2, b?, ¢ ja be, ac, ab suuruusjirjestys on kidnteinen.

Voidaan siis kirjoittaa
a? b A a? b A
{bc ac ab} < [ab be ac] ’

a’be + b2ac + 2ab < a®b + Ve + Aa.

eli

Vihje 10. Logaritmi on iloinen asia.

Vihje 11. Jiljittele Nesbittin epédyhtélon todistusta.

Vihje 12. Kirjoita Tsebysevin epayhtilo luvuille z1, x5, ..., 2, ja 1,22, ..., Ty.
Ratkaisu 13. Huomataan aluksi, etté

1 1 1 1—{—&1 1+a2 1+an
n+—+—+--4+—= + + -+ .
aq a9 A, aq Qs Qp

14



Liséksi lukujen ; ja_ ja IZ—“ =1+ ai on sama. Voidaan siis kirjoittaa Tsebysevin epédyhtalo:

1 1 ... 1 | ldan [ T 1 oot
1+a1 a1 + 1+an an > al + + an 1+aq + 1+an

n - n n ’

1 /1 1 1 1 1 1
n \ a; an, 1+aq 1+a, ai anp,

joten véite on todistettu.

eli

Vihje 14. Tangentti saattaisi hyvinkin olla konveksi funktio vaaditulla valilla.
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Hyodyllisia kaavoja

Trigonometrisia kaavoja:

sin(x + y) = sinz cosy £ siny cosz (7)
cos(x £ y) = coszcosy F sinxsiny (8)
fan(z + y) = tanx + tany ()

1 Ftanxtany
sin(x 4+ y + z) = cosx cosy cos z(tan x + tany + tan z — tan z tan y tan 2) (10)
cos(z +y+ z) = coszcosycos z(1 — tanztany — tany tan z — tan z tan x) (11)
sin 2x + sin 2y + sin 2z — sin 2(x + y + z) = 4sin(z + y) sin(y + 2) sin(z + z) (12)
coS 2x + €08 2y + cos 2z + cos 2(x +y + z) = 4 cos(x + y) cos(y + z) cos(z + x) (13)

Kolmioon liittyvia kaavoja; seuraavassa on kiytetty merkint6ja a, b, ¢ kolmion sivujen
pituuksille, «, 3, vastaisille kulmille, 7" kolmion pinta-alalle, p = (a +b + ¢)/2, R ym-
péripiirretyn ympyréan séteelle, r sisdén piirretyn ympyréin séteelle ja p,., p», p. kolmiota
ulkopuolisesti sivuavien ympyroiden siteille.

Kosinilause ¢ =a®+b* — 2abcos~y (14)
b
Sinilause R= -~ =~ =_C (15)
sina sinf8  sinvy
R
% = cosa + cos 3 + cosy (16)
}% = sina + sin 8 + siny (17)
T : : .
Y sin o sin 3 sin 7y (18)
Pinta—alakaavoja T = §ab sin 7y (19)
Heronin kaava T =/plp—a)p—"b)(p—c) (20)
abc = 4TR (21)
T =rp=pa(p—a) = pp(p —b) = pe(p = ¢) (22)
1 1 1
S (23)
r Pa Po Pec
AR+ 1 = pa+ po + pe (24)
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