Nuo mainiot binomikertoimet

Osaston A numeroista osa ja kaikki osaston B numerot on varustettu tdhdella. Tallaisissa
numeroissa esitetyn véitteen todistus tai tehtévén ratkaisu esitetddan osastossa C.

A. Kertoimet ja binomikaava

1. Binomikertoimet liitetdén tavallisesti ranskalaiseen Blaise Pascaliin (1623-62) ja hdnen
kolmioonsa. ”Pascalin kolmion”
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tunsivat jo kiinalaiset ja useat eurooppalaiset ennen Pascalia.

Jos k on positiivinen kokonaisluku, niin k! = 1-2---k. Liséksi 0! = 1. Jos n on positiivinen
n!

—— . On tapana lukea "n k:n

Kl (n — k)! P

yli” (englanniksi ”n choose k”). Binomikertoimien perusominaisuus on Pascalin kolmiosta

nakyva muodostusperiaate eli yhteenlaskukaava

()= (o) () ero 8
(") 0 médritelmésti seuraa
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Induktiolla on melko helppo todistaa binomikaava

3 (Z)wky”—k — (@)™ (4)

k=0

kokonaisluku ja k < n, niin binomikerroin (Z) on luku

ja

1 1
Selviisti (x +y)l =y + 2 = (O> 20yt + <1) x1y°. Jos (4) pétee jollain n, niin

n n o n n o
(.’L’ +y)n+1 — (.’L’ +y>(m+y>n — (k)mk—l-ly k + § : (k)mky k+1



:7§(kn1) gt k+i(> by kel

0

(e B () Q) (e
(000 () v

Kun otetaan huomioon (1) ja se, etté <

ja induktioaskel on otettu.

Binomikertoimien merkitys kombinatoriikassa ja todennakoisyydessa perustuu pitkalti sii-
hen, etta jos joukossa on n alkiota, silla on ( k) sellaista osajoukkoa, jossa on k alkiota.

Taman voi perustella laskemalla kahdella eri tavalla, kuinka monta erilaista k:n alkion jo-
noa n:sté alkioista voi muodostaa. Toisaalta tdma lukuméara on n(n—1)---(n—k+1) (en-
simméinen jonon jésen voidaan valita n:ll4 tavalla, seuraava endé (n—1):114 jne.), mutta jos
osajoukkoja on x kappaletta, niin jonojen méadré on z-k! (jonon jasenet voidaan valita x:11&
tavalla ja sitten panna k! eri tavalla jonoon). Kun yhtélosta n(n—1)---(n—k+1) = x- k!

n
ratkaistaan x, saadaan x = k> . Kun ”osajoukon” synonyymina on kaytetty sanaa ”kom-

n
binaatio”, on saatu merkinta ( k) = C* (n ja k voivat sijaita toisinkin Cm ympérilld);

tassa C' viittaa kombinaatio-sanaan. Laskimissa nappain, jonka alla binomikertoimet ovat,
on usein tunnistettavissa C-kirjaimesta.

n
Joskus on mukavaa ulottaa merkinta ( k:) tapauksiin, joissa £ < 0 tai n < k; talloin

n
sovitaan, etta <k) =0.

2*. Todista oikeiksi yhteenlaskukaavat
n n+1 n+k n+k+1
(o)< () e () -0
(n) <n+1) (n+k) <n+k+1)
+ + ...+ = .
n n n n+1
3. Edelliset yhteenlaskukaavat ovat katevia, kun yritetaan laskea perakkaisten kokonais-

lukujen potenssien summia. Ensimmainen havainto on, etta k = 1) joten

1424 ... 4+n= (é>+(i)++<nﬁ1> - (Zj_?) - (n";) :w.
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(Tamén kaavan siséllon nékee kivasti, kun jakaa n x n + 1-ruudukon kahteen yhtenevéin
osaan ”pylvéilla”, joiden korkeudet ovat 1, 2, ..., n.)

Jotta saataisiin méiaritetyksi 12 + 22 + ... 4+ n?, todetaan ensin, etti jos n > 2, niin

2<Z) =n(n —1) = n? — n. Niin ollen

1" +2°4+...+n"=1+2 9 + 9 + ...+ 9 +2+3+...+n

o (n+1 nn+1) (+1nn—-1) nn+1) nn+1)2n+1)
A7) +

2 3 2 6

4*. Osoita, ettd summan 12 + 22 + ... 4+ n? voi my6s laskea kiyttamélls hyviksi kaavaa
(k+1)3 — k3 = 3k? + 3k + 1. Keksitko vield muita tapoja?

5*. Laske summat . .
SE g Yk
k=1 k=1

6*. Edella kasitellyt summat olivat tarkeita myos integraalilaskennan alkuvaiheissa 1600-
luvulla. Kayran y = 2P, 0 < z < 1, ja z-akselin valiin jaava pinta-ala eli

1
/ xP dx,
0

on isoilla n:n arvoilla suunnilleen sama kuin summa
n
(k > E
Z n) n
k=1

Maarita edellisten numeroiden tulosten avulla

1
/ Pdx, p=1,2,3,4.
0

7. Binomikaavan perusteella on selvaa, etta

n

3 (Z) = (1+1)"=2"

k=0
Samaa ideaa kéyttden voi johtaa muita kaavoja. Esimerkiksi

n

3 (Z)zk = (24 1)" = 3",

k=0
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Kaavan (3) avulla saadaan
n n n n—1
n ni{n-—1 n—1 n—1
= — = = = 271—1‘
Se() =) =2 o) =X () e e
k=1 k=1
Samalla tavoin voidaan laskea

il n\ 1 ”n+1n_12”:n+1_2”+1—1 (©)
—k+1\k) n+l=k+1\k) n+li=\k+1) n+l "

8. Kaavojen (5) ja (6) tapaisia relaatioita voi johtaa aivan toisellakin tekniikalla, kéyt-
tamalla ns. generoivia funktioita ja esimerkiksi differentiaali- ja integraalilaskentaa. Kun

esimerkiksi
(14+2z2)" = Z (Z)mk

k=0

derivoidaan, saadaan
n

n(l+z)" ! = Zk(Z)xk_l,
k=1

ja kun tdhén sijoitetaan x = 1, saadaan (5).
9*. Johda (6) integroimalla binomikaava.

10*. Maarita

> (i)

n
11. Binomikertoimille ( k) saa viela uuden merkityksen ja samalla keinon loytaa sen omi-

naisuuksia seuraavasta havainnosta. Ajatellaan polkuja, jotka alkavat xy-tason origosta
(0, 0) ja etenevét yksikon pituisin askelin, jotka otetaan aina joko ylos tai oikealle, siis
joko (p, q) — (p+1, q) tai (p, q) — (p, ¢+ 1). Osoittautuu, etta pisteeseen (n, k) johtavia
polkuja on " —]: k — (" Z b . Todistetaan tama induktiolla n 4+ k:n suhteen. Vaite
on ilmeinen, kun n + k£ = 1: pisteisiin (1, 0) ja (0, 1) vie kumpaankin vain yksi polku.
Oletetaan, ettd véite pétee arvolla n + k — 1. Pisteeseen (n, k) johtavat polut voi jakaa
kahdeksi erilliseksi joukoksi, (n — 1, k):n kautta kulkeviin ja (n, k — 1):n kautta kulkeviin.
Jos n = 0 tai £ = 0, toinen joukoista on tyhja; muissa tapauksissa naihin pisteisiin tule-

) . - . . n+k—-1\ . (n+k—-1
vien polkujen lukumaarat ovat induktio-oletuksen mukaan ( I ) ja ( b1 )

Yhteenlaskukaava (1) johtaa véitteeseen.



12*. Osoita, etta
n 2
Z n . 2n
-

k=0
13. Viela yksi tapa loytaa ja todistaa binomikertoimia koskevia relaatioita on osajoukkojen
lukumaééran laskeminen. Olkoon A joukko, jossa on n+ k alkiota. Olkoon viela A = BUC,
missa B on joukko, jossa on n alkiota ja C' on joukko, jossa on k alkiota (joten BNC = ().
Jos D C A on j-alkioinen joukko, niin D = (BN D)U (C N D), ja BN D on r-alkioinen,
C N D (j — r)-alkioinen jollain 7, 0 < r < n. Toisaalta jokainen B:n r-alkioisen osajoukon

ja C:n (j — r)-alkioisen osajoukon yhdiste on A:n j-alkioinen osajoukko. Kun r saa kaikki
arvot nollasta j:hin, saadaan kaikki A:n j-alkioiset osajoukot. Niitd on siis

W) GG (0)6)

(Jos 7 > k tai j > n, osa kertoimista on nollia.) Toisaalta A:n j-alkioisten osajoukkojen

médri on (" * k) Siis
(3-8 ©

J
14. Binomikaava (4) on puhtaasti algebrallinen relaatio. Se on siten voimassa myds, kun
x ja y ovat kompleksilukuja. Kun kaavaan valitaan sopivia kompleksilukuja, saadaan
yllittéavia reaalisia yhteyksid. Kun kiytetidn hyviksi relaatiota i> = —1, saadaan heti

e (= 0 ) () ) (0)- () )

Toisaalta De Moivre kaavan
(cosx +isinx)™ = cos(nx) + isin(nz)

kayttoa antaa

(144" = <\/§<cos%+isin%)) =22 <cos71—7r+isin71—7r>.

Siten
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15. Binomikaavalle on paljon kayttoa matemaattisessa analyysissa. On esimerkiksi ”ylei-
sesti tunnettu tosiasia”, etta jos a > 1 ja k on kiintea positiivinen luku, niin eksponent-
tifunktio a” aina paihittié potenssifunktion n*, kun n kasvaa tarpeeksi suureksi. Mutta
miksi?

n
Asetetaan a =1+ b, b > 0, ja valitaann > 2k +1orn —k > 5 ja verrataan a™:aa vain

yhteen (1 + b)™:n binomikehitelmén termiin:

—1---(n—k ko pkt+l
a"=(1+b)"> (kil) bt = nn=1):--(n )ka > nbFt > p <ﬁ>

(k+1)! 2/ (k+1)!
2F(k +1)!
Kun valitaan n suuremmaksi kuin %, saadaan a™ > n*. Koska

n
— > vakio - n,
n

patee

an

lim — = 0.
n— oo nk

16. Mita tapahtuisi, jos eksponentti binomikaavassa (4) ei olisi positiivinen kokonaisluku?

Kokeillaan lukua n = 3 Jos olisi

(1+2)? = A+ Bz +C2>+ Da® + Ex* + ..,
pitaisi olla

l+x=(A+Bx+C2®+ Dz’ + Ex* +...)?
= A% 4+ 2ABx + (2AC — B*)2? + 2(AD + BO)x® + (2AE + 2BD + C*)2* + ...

Varma tapa saada edellinen yhtalo toteutumaan, on valita kertoimet niin, etta molemmilla

1
puolilla z¥:n kerroin on sama. Valitaan A = 1. Silloin on oltava B = 37 0=2AC + B? =

1 1 1 1
204+ - eliC=—-=-,0=AD+BC =D—- —eliD=—,0=2AF +2BD + C? =
41 . 8 - 16 16
2F+ —+ — eli E = — jne.
6 Tea T s

17*. Miten mahtaisivat alkaa samalla periaatteella muodostetut summakehitelmét funk-
2
tioille (1 + )3 ja (1 +x)~2?

18. Itse asiassa (4) péatee muodollisesti mille tahansa eksponentille a:

-1 —1)(a—2
(1+m)a:1+am+a(a2' )x2+a(a 3)'(& )m3+...
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Mutta nyt on huolehdittava siita, ettd vasemman puolen lausekkeen maaritelma on kun-
nossa ja etta oikean puolen mahdollisesti aarettoman monta yhteenlaskettavaa sisaltava
summa on ymmarretty oikein. Itse asiassa kéy niin, ettd kaava pétee aina, kun |z| < 1.
Tulos voidaan todistaa matemaattisen analyysin menetelmin, mutta ohitetaan nyt. On
kuitenkin hauska tietaa, ettd kun Isaac Newton ponnisteli kohti differentiaali- ja inte-
graalilaskentaa, han suoritti monia edellisten numeroiden laskelmien kaltaisia kokeiluja.
Newtonille binomikaava oli ennemminkin differentiaalilaskennan perusta kuin sen seuraus.

B. Viela muutama kerroin
19*. Osoita, etta jos p on alkuluku ja 0 < k < p, niin (Z) on jaollinen p:lla.

20*. Johda kaava (8) kdyttamalld numeron 11 polunlaskentamenetelmaa.

21*. Laske
(0)=()+ ()=o)
22*. Laske
1.2 (") ~2.3. (Z) +...+(—1)”(n—1)n(2)
23, Laske
(6)-2(1) +5() -+ i (i)
24, Laske

> (1))

J

25*. Olkoon S(n, k) Pascalin kolmion n:nnen rivin joka kolmannen alkion summa, alettuna
k:nnesta luvusta (k =1, 2, 3). Johda S(n, k) lauseke.

26*. Fibonaccin lukujonon (Fy) méérittelevit yhtdlot Fy = Fr =1 ja Fipq = F + Fr—q,

kun n > 2. Osoita, etta
o n—1 n n—2 n
"L 0 1

(21”) " (2;) " (25") - (ﬁi 1).

28*. Milta nayttaisi binomikaavan vastine lausekkeen (z + y + z)™ tapauksessa?

27*. Laske
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C. Tahdet kertovat

2. Kaavan (2) perusteella riittda todistaa kaavoista ensimméinen oikeaksi. Kaytetaén
induktiota k:n suhteen. Kaava on tosi, kun £ = 0. Induktioaskel: jos kaava on tosi arvolla

k, niin
n n n—+1 . . n+k n n+k+1
0 1 k k+1

B n+k-+1 n n+k-+1 B n+k+2
N k E+1 N E+1 )

n

(n+1P =1 =((n+1*=n®)+ (n® —(n - 1%+ +(2°=1%) => Bk + 3k +1)

k=1
n
1
=3) K*+3- @—f—n.
k=1
Tasta ratkaistaan
ikQ 2P+ 30+ 0 n(n+1)(2n+1)
N 6 N 6 '
k=1
5.
- 1
Dok = ni(n+1)?
k=1
ja
1 1 1
Yyond— —n.

- 1 1
Y k= D62+ 92 +n—1)=-n"+ =
e 5o (0 H D607+ 974 = 1) = gnt+ ont 4 gn” - o

Numeron 3 mukaiset laskut ovat hiukan tycléita ja ne on tehtava huolellisesti.

6. Numeroiden 3 ja 5 tuloksia hyodyntamalla saadaan

1 1
/.Cﬂpd.%%—,
0 p+1

kun p =1, 2, 3, 4. Antamalla n — oo, nahdaén, ettd ~-merkki on tosiasiassa yhtélaisyys-
merkki.

9.

n—+1

1 1 1
1 ontl _ 1
/(1+:U)”dw:/ (1) =" =

ja



10. Derivoidaan

kahdesti:

n(n—1)(1+z)"2 = k:1(k2 — k) (Z) 22,

Sijoitetaan = = 1 ja otetaan huomioon (5). Sievennyksen jilkeen saadaan kysytyksi sum-
maksi 2" ?(n? + n).

2
12. Origosta pisteeseen n, n on kaikkiaan ( n) numerossa 11 maaritellyn kaltaista pol-
n

n

k) kappaletta ja polkuja pisteesta (k, n—k)

kua. Polkuja origosta pisteeseen (k, n—k) on (

n n
pisteeseen (n, n) on yhtd monta kuin origosta pisteeseen (n — k, k) eli ( k:) = ( k:)
n —

k k
kappaletta. Jokainen polku origosta pisteeseen (n, n) kulkee tédsmilleen yhden pisteen
(k, n — k) kautta. Tésté seuraa véite.

17. Jos olisi (1 + 2)5 = /14 2z + a2 = A+ Bx + Ca® + Da® + - - -, niin pitéisi olla
(A+Bz+Cx?+Dx3+- - )3 = A3+3A%2Bx+3(AB*+A%C)2*+(3A2D+3B?C+B3)x3+- - -

n n
kappaletta. Polkuja origosta pisteeseen (n, n) pisteen (k, n — k) kautta on siis ) .

2
1 + 2z + x2. Vertaamalla z:n potenssien kertoimia saadaan ratkaistua A = 1, B = 3’
1 4
C=—=,D=— jne.
97 T 7

Jalkimmaisen kehitelman muodostamiseen voisi kayttaa geometrisen sarjan summan lause-

ketta:
1

m:(1—1‘+.§E2—$3+'-')2:1—233'—}—333'2—433'3—}—”-.

19. Alkuluku p ei ole luvun k! eiké luvun (p—k)! tekija. Sité ei siis voi supistaa osamaarasta
p!
El(p— k)

20. Kaavan vasen puoli (n , k) on numeron 11 mukaisten origosta pisteeseen (n+k—j, j)
johtavien polkujen maéara. JJokainen téllainen polku kulkee jonkin pisteistd (n — r, r),
0 < r < j kautta. Polkuja origosta pisteeseen (n — r, r) on (Z) kappaletta. Pisteesta
(n—r, r) pisteeseen (n+k — j, j) johtavissa poluissaon (n+k—j)—(n—r)+(j—71) =k
askelta ja niistd 7 — r on otettava ylospain. Tallaisia polkuja on siis | . K kappaletta.

Jj—=r
Vaiite seuraa.
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e () () () o)

22. Jos n = 2, summan arvo on 2. Jos n > 3, havaitaan, etta lauseke on polynomin

n

> ()t = oy

k=0
toinen derivaatta, kun £ = 1. Summa on siis 0.

23. Summa on sama kuin

24.

(1+x+y)“:§:(z>(:¢+y Y ()i()

k=0 J=
Kun sijoitetaan z = y = 1, saadaan

()5 ()-»

J

SO50-SE00)

(Tamén kieltdmattéd epdhavainnollinen asia perustuu kuitenkin suoraan osittelulakiin:

Mutta

) ankbrs = anoboo + an1bio + anabao + ansbso + -+ -
=0 k=j
an1b11 + an2bor + ansbs1 + anabar + -+ + an2bze + ansbs2 + an4b42 + ansbsy + - -

= anoboo + an1(b1o + b11) + an2(bao + ba1 + baa) + Z Z Ankbr;.)
k=0 j5=0

25. Tassa on mukava ajatella laajennusta (Z) = 0, kun £ < 0 tai £ > n ja tulkita

S(n, p) lasketuksi kaikkien téllaisten kertoimien parissa. Silloin ndhdéan, ettd S(n+1, 1) =
S(n,3)+Sn, 1), S(n+1,2) = Sn, 1) +S5n,2) jaSnh+1,3) = Sn,2) +Sn,3).
Liséksi binomikertoimien summaominaisuuden (numero 7) perusteella S(n, 1) + S(n, 2) +
S(n, 3) = 2. Koska S(1,1) = S(1,2) = 1 ja S(1,3) = 0, on S(2,1) = 1, S(2,2) =
232 5(2,3) = 1, S(3,1) = 2, S(3,2) = 3, 5(3,3) = 3, S4,1) = 5, S(4,2) = 5,
S(4,3) = 6, S(5,1) = 11, §(5,2) = 10, S(5,3) = 11, §(6, 1) = 22, S(6,2) = 21,
S(6,3) =21ja S(7,1) =43, S(7, 2) =43, S( 3) = 42 jne. Induktiolla voidaan todistaa,
ettd luvuista S(n, 1), S(n, 2) S(n 3) aina kaksi on samaa ja yksi eroaa muista yhdella
yvksikolla; alaspain, kun n on pariton ja ylospain, kun n on parillinen; asetelma toistuu
kuuden jaksoissa.
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26. Tehtavassa esiintyva summa, olkoon se S,,, saa arvon 1, kun n = 1 ja n = 2. Binomi-
kertoimien yhteenlaskukaavan perusteella

S 49 B n—1+n—2+n—3+ +n+n—1+n—2+n—3+
O W) 1 2 0 1 2 3
n+1 n n—1 n—3
TR RO RGO RE I
2 2n —1 2n —1
27. Koska( j_ 1) = ( " )+ ( " ), kysytty summa on kaikkien binomikertoi-

2p 2p+1
) 2n —1 . 091
mien , 0<p<2n—1summa, eli 2°"7*.
p

28. Kun (z +y+ 2)"™ kerrotaan auki, saadaan termeji, jotka ovat muotoa z¥y7 z(n — k — 5).
n
Ajatellaan tulon n:&a tekijaa. Jokainen < ) :sta niiden osajoukosta tuotaa potenssin z*

lopuista n — k:sta tekijistd jokainen j:n valinta tuottaa tekijin y’. Lopuista on otettava
z. Termi 2*y7 2" =7 saadaan kertolaskussa kaikkiaan

(Z) ' (n ; k) - /c!(nni k)! 'j!(rr(zn—_kkz!j)! ~ Kll(n ﬁ!k — )

kertaa. — Lukuja

n!

el MRk =,

kutsutaan multinomikertoimiksi. Niita merkitaan joskus

n
ki, ko, o k)



