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1 Johdanto

Tunnetuin ja ehkd eniten matematiikassa kiytetty epayhtdlo on Cauchy-
Schwarzin epayhtilo. Epayhtilolla on monia sovellutuksia, mutta sen avulla
on pystytty todistamaan my6s monia perustavanlaatuisia tuloksia. Téllainen
on esimerkiksi aritmeettis-geometrinen epayhtalo.

Cauchy-Schwarzin epiyhtdlo on erikoistapaus yleisemméstd Holderin
epayhtilosta: Cauchy-Schwarzin epayhtéldssi termien potenssit ovat molem-

mat suuruudeltaan %, kun taas Holderin epayhtdlossa voivat esiintyd mur-
1
q
Cauchy-Schwarzin epéiyhtdlo ensin, silli Holderin epayhtélon todistuksessa

toluvut % ja =, kun i + % =1, joissa p,q > 0. Aineessa késitelldin kuitenkin
on kiytetty apuna aritmeettis-geometrista epayhtdlod, jonka todistukseen
viitettd antaa Cauchy-Schwarzin epdyhtalo.

Tamén aineen ensimméinen luku kisittelee siis Cauchy-Schwarzin epéyh-
taloa. Kyseinen epdyhtdlo on muotoiltu lauseeksi, joka todistetaan reaalilu-
vuille. Esimerkissd kolme kiytetddn lauseen tulosta sisédtuloavaruudessa
maédritellylle tavalliselle normille. Lisdksi lauseen todistuksessa sivuutettu
yhtdsuuruuden toteaminen on késitelty téssé esimerkissid. Lopuksi todiste-
taan aritmeettis-geometrinen epayhtiloé omassa alaluvussaan. Taméan epé-
yhtalon todistamiseksi esitetddn Jensenin epédyhtilo, joka todistetaan lem-
mana. Tamén jilkeen sovelletaan Jensenin epayhtilod sopivaan funktioon ja
saadaan aritmeettis-geometrinen epayhtald todistetuksi.

Viimeisessa luvussa tarkastellaan Holderin epéayhtalod. Holderin epayhta-
16n diskreetille muodolle esitetidédn todistus. Integraalimuoto esitellddn, mut-
ta sille ei anneta todistusta (se olisi oleellisesti samankaltainen diskreetin

version kanssa).



2 Cauchy-Schwarzin epayhtalo

Cauchy-Schwarzin epayhtalé soveltuu moniin eri tilanteisiin. Yksi yleisin
kiayttoalue on reaalilukujen joukko, jossa epayhtaloa kaytetddn muun muassa
sarjojen arvioinnissa ja suppenemistarkasteluissa. Myos integraaleille on oma
epayhtalonsa, joka on samanmuotoinen diskreetin muodon kanssa. Lisdksi
normiavaruuksissa tdmé epayhtilo pétee, ja tavallisella normilla se palau-

tuukin reaalilukujen vastaavaan epédyhtiloon.

2.1 Cauchy-Schwarzin epayhtilon todistus

Lause 2.1. Cauchy-Schwarzin epayhtald

n n n
=1 i=1 =1

Todistus. Todistetaan epdyhtdld induktiolla. Selvésti arvolla n = 1 epédyh-

talo patee. Tarkastellaan seuraavaksi epayhtilod arvolla n = 2. Vasemmalta

puolelta saadaan neli6on korotettuna
(arby + asby)? = a3b? + 2a1byasby + a3bi.
Tamén jalkeen huomataan, etta
(a1by — agb1)? = a3ba — 2a1asbyby + a3b? >0

joten

2a1a261b2 S a%bg + a%b?
Né&in ollen saadaan edelleen
a?b? + 2a1biaghy + azba < bt + aibi + alb? + aibi = (a? + ad) (b3 + b3),

joten n:n arvolla n = 2 epiyhtald toteutuu.
Oletetaan nyt, ettd n > 2 ja tehddin induktio-oletus, jossa epéayhtélo on

voimassa arvolla n = k, eli

k
IUERD NP
] = =1




Todistetaan induktiovaite

k+1 k+1 k+1

=1 =1 =1

Kirjoitetaan vasemman puolen summa ensin muotoon

k+1 k
Z ab; = Z a;b; + apy1brya,
i=1 i=1
josta induktio-oletusta kayttamalld saadaan
k k k
Z a;b; + app1bp < Z a? Z b2 + aps1bprr.
i=1 i=1 i=1

Edelleen kiayttamalla epayhtaloa
(a1by + a2b1)2 < (a% + a%)(b? + b%)

voidaan kirjoittaa

k k k k k+1 k+1

2 2 24,2 2412 2 2
g a; g b; +agt10p11 < g ai + ai, g by + by, = E a; E b,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

miké todistaa induktioviitteen. Néin ollen epdyhtilo on todistettu oikeaksi.
O

Seuraavaksi esitetddn todistuksetta muutamia Cauchy-Schwarzin epéyh-

talon sovelluksia sekd esitetdan vastaava epayhtdlo integraaleille.

Esimerkki 1. Cauchy-Schwarzin epiyhtilon avulla voidaan todistaa, ettd jos
sarjat Y oo a? ja Y oo b? suppenevat, niin myds sarja Y ., |a;b;| suppenee.

Esimerkki 2. Integraaleille Cauchy-Schwarzin epdyhtilé on muotoa

[/abf(x)g(x)dxr < /abf(x)de /abg(x)de.

Tamd epdayhtalé on wvoimassa funktioavaruudessa Cla,bf, missd normi on

mddritelty integraalina || f|| = f:f(x)de



Esimerkki 3. Mddaritellddn tavallinen normi seuraavasti

n
E 2
:Ei,
i=1

missd x on vektori (xy,xo,...,x,) € R™. Lisiksi madritellian sisdtulo vek-

] =

toreille x© ja y seuraavalla tavalla

(zly) = Z ZiYi
i=1

Nyt voidaan kirjoittaa Cauchy-Schwarzin epiyhtdldd apuna kdyttien

(@ly)| = 1>zl < (| Y a2\ D v =(l2)| - [(yly) = llll - |y]l-
i=1 i=1 i=1

Epdyhtalossd yhtdsuuruus on voimassa, kun vektorit riippuvat lineaarisests

toisistaan.

2.2 Aritmeettis-geometrisen epiyhtalon todistus

Cauchyn epéyhtilon todistuksessa kiytettiin seuraavaa epayhtdlod tapauk-
sessa 1 = 2

2a1a2b1b2 S a%b% + agbf,

josta jakamalla kahdella ja merkitsemilla * = ai;by ja y = asb; saadaan

epayhtild xy < % + % Jos nyt kirjoitetaan x — \/x ja y — /Y, saadaan

Vi < St 0

kaikilla x,y € R, joka on arimeettis-geometrinen epdyhtilo n:n arvolla kaksi.

Tata epayhtilod kiayttamalla saadaan edelleen

< \/$11E2 i \/ZE3$4 < Ty + T+ T3+ Ty

1
. 1
(x1222324) 5 5 S 1

Niin ollen kaikki aritmeettis-geometrinen epiyht#ld on voimassa arvoille 2*
ja saadaan menettelemilld edelld kuvatulla tavalla k& kertaa perdkkiin. Nyt

on viela todistettava epayhtdlo muille kuin kahden potensseille.

4



Epayhtalo on todistettavissa helpommin, kun kiytetiin seuraavaksi esi-
tettavda Jensenin epdyhtilod tietylle reaaliarvoiselle funktiolle. Sitd varten
esitetddn Jensenin epdyhtdlo ja sen todistus. Tata varten méiritelliin ensin

konveksi funktio.

Maaritelma 2.2. Konwvekst funktio
Reaaliarvoinen funktio f : C' — R on konveksi, jos jokaisella x,y, jotka

kuuluvat mddrittelyalueeseensa C, ja t € [0, 1] pditee
fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y)
Funktio on konkaavi, jos funktio -f on konveksi.

Lemma 2.3. Jensenin epiyhtilé (konveksille funktiolle)
Olkoon f konveksi reaaliarvoinen funktio, luvut x; funktion mddrittelyalueella

ja luvut o; positiwvisia. Silloin

Todistus. Todistetaan Jensenin epayhtilo olettaen, etta

>, «; = 1. Tarkastellaan ensin n:n arvoa n = 2. Silloin viite on muotoa

flax + By) < af(x)+ Bf(y). Viite seuraa suoraan funktion f konveksisuu-

desta, silla nyt a4+ 3 = 1, jolloin voidaan valita t =a,1 —t =1—a = (.
Todistetaan yleinen véite induktiolla. Oletetaan, ettid viite pétee n:n ar-

volla n = k ja todistetaan, ettd se on voimassa myos, kun n = k + 1. Kir-

joitetaan aluksi summa muotoon

k+1 k
f (Z Oéﬂ%) = f(z QTj + Q1 Tht1)

i=1
Jotta voitaisiin kdyttad funktion f konveksisuutta, summalausekkeen eteen

on saatava termi 1 — oy, joten lavennetaan summa kyseiselli termilld!.

'Vastaava nimittiji voidaan viedd summan sisélle, silli summauksen indeksi ei vaikuta

tdhin vakiotermiin.



Tamén jilkeen kiytetddn fn konveksisuutta ja induktio-oletusta, jolloin

saadaan seuraava epayhtaloketju

k41 1
f (; aiﬂﬂi) =f (Oékﬂiﬁkﬂ + (1 - ak+1) Z (1_—%“%’%))

=1

k
< g1 f(Tpg1) + (1 — i) f (Z ;&im)

k

< apprf(@Thyn) + (1= agya) Z
i=1

k k+1

= 1 f(Thy1) + Z aif(x;) = Z ;i f(z:).

i=1

1 — ot

Tamaé todistaa Jensenin epédyhtalon.

Lause 2.4. Aritmeettis-geometrinen epdayhtdld

VZT1T2 - Ty S
n

Todistus. Kaytetddn hyviksi Jensenin epiyhtilod, ja sovelletaan sitd konvek-

siin? funktioon f(z) = —In(z) ja valitsemalla jokainen a; = 1. Nyt saadaan

(§n) B

i=1

joka on ekvivalentti epayhtalon

n s A i 1
In (Z x—> > Liza In{z:) = — (2125 - @) = (125 - - 2,) /"
n

- n n
=1

kanssa. Koska luonnollinen logaritmi on aidosti kasvava, niin epéyhtélon

suunta sdilyy, ja tulokseksi saadaan aritmeettis-geometrinen epayhtilo

n
YI1Ty Xy, S ZZ;I

n

x

A [

-+
N
~—

2Témé voidaan helposti osoittaa muotoilemalla konveksisuusehto muotoon f(

w ja kiyttamalla logaritmin laskusd&ntoja.

e ‘



Samanlaisella todistuksella saadaan yleisempikin tulos, jos ei oleteta

Yo a; = 1. Merkitddn oo = > | o, jolloin epdyhtdld saadaan muotoon

1T + Xy + ... + T,
«

n a1 09

.. rQn
xn

3 Holderin epayhtalo

Ensimmadisen kerran Holderin epdyhtélon esitti L.C. Rogers vuonna 1888.
Vuotta my6hemmin saman tuloksen esitti Otto Holder antaen tulokselleen
erilaisen todistuksen kuin Rogers. Varsinaisesti epayhtilon tarkeyden osoitti

Frigyes Riesz, joka my0s muotoili sen moderniin muotoonsa.

3.1 Holderin epayhtalon diskreetti muoto

Lause 3.1. Hélderin epayhtdlo

)

k=1 k=1

kaikille ei-negatiivisille luvuille ay, by ja luvuille p,q > 1, % + % =1.

Todistus. Sovelletaan edelld mainittua aritmeettis-geometrisen epdyhtilon

yleistd muotoa n:n arvolla n = 2. Téll6in saadaan epayhtalo

a [3<L a+ ﬁ a—l—ﬁ'
vy _a~|—ﬁx +a+ﬁ

a+p

Kun nyt sijoitetaan u = 2%v = y°,p = =FJaq= aTJgﬁ, saadaan epayhtalo

kirjoitettua muotoon
11+ 11
—ur + —va
p q

olettaen, ettd x,y < 0 ja a, 8 > 0. Edelleen voidaan kirjoittaa

n

Zakbk S liaiJrlin
pk:I qk:l

k=1



Otetaan kiyttéon apumuuttujat dp = ———+ ja b = — % Nimi
{Ciaa}? {Sivf}e
ovat hyvin méériteltyji, koska voidaan olettaa yleisyyttd menettiméatti, et-

td nimittdjien summalausekkeet ovat nollasta eroavat. Kun nyt sijoitetaan

edelld maaritellyt apumuuttujat epayhtaloon saadaan

n

. arb
Zakbk:Z n P f : n a1t
k=1 k=1 {Zk:1 ak}p {Zk:1 bk}q

1

- —=n ot~ n g

p;Zkzlai q;Zk:1bZ p o q

Kun kerrotaan nimittiji vield toiselle puolelle, saadaan Hdélderin epayhtélo
todistetuksi. O

<

Holderin epéyhtélon integraalimuoto on sama kuin diskreetilld muodolla
(sama huomattiin Cauchy-Schwarzin epayhtilon tarkastelussakin). Holderin

epayhtélo integraaleille on nimittdin seuraavanlainen

[1r@steriar< ([isera)’ ([ era)"

4 Lopuksi

Aineen Kkisittely aloitettiin Cauchy-Schwarzin epéyhtalolld, joka on yksi
tunnetuimmista epdyhtiloistd. Tama epidyhtdléo antoi hieman apukeinoja
aritmeettis-geometrisen epayhtilon todistukseen, mutta varsinainen todistus
nojautuu voimakkaampaan tyokaluun, Jensenin epayhtdloon. Aritmeettis-
geometrista epayhtalod, tai sen yleistettyd versiota, kdytetddn Holderin epé-
yhtilon todistuksessa. Vaikka ndmé epayhtalot ndyttavit kytkeytyvéin tiiviis-

ti toisiinsa, ne muodostavat yksinddnkin jo merkittdvin perustan analyysille.
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