Pohjoismaisten matematiikkakilpailujen tehtavat ja ratkaisut
1995 - 2016

Tehtavat

9. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 15.3.1995

1995.1. Olkoon AB O-keskisen ympyran halkaisija.
Valitaan ympyran kehalta piste C siten, etta OC' ja ¢

R
AB ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Olkoon P P
mielivaltainen (lyhemmén) kaaren BC' piste ja leikat-
koot suorat C'P ja AB pisteessa (). Valitaan R AP:lta A :

niin, ettd RQ ja AB ovat kohtisuorassa toisiaan vas-

taan. Osoita, ettd |BQ| = |QR)|.

1995.2. Viestit koodataan kayttaen vain nollista ja ykkosista koostuvia jonoja. Vain
sellaisia jonoja, joissa esiintyy enintaan kaksi perakkaista ykkosta tai nollaa saa kayttaa.
(Esimerkiksi jono 011001 on sallittu, mutta 011101 ei ole.) Maéritd kaikkien tasan 12
merkista koostuvien jonojen lukumaara.

1995.3. Olkoon n > 2 ja olkoot 1, s, ...z, reaalilukuja, joille on voimassa x1 + x2 +
ooty >0jax?+23+ ...+ 22 =1. Olkoon M = max{xy, 72, ..., T, }. Osoita, etti
1
M>— (1)
n(n—1)

Selvité, milloin (1):ssé vallitsee yhtasuuruus.

1995.4. Osoita, ettd on olemassa adarettoman monta keskendén epéayhtenevia kolmiota T,
joille patee

(i) Kolmion T sivujen pituudet ovat perdkkéisid kokonaislukuja.

(ii) T:n pinta-ala on kokonaisluku.

10. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 11.4.1996

1996.1. Todista, ettd on olemassa 1996:1la jaollinen kokonaisluku, jonka kymmenjarjes-
telmaesityksen numeroiden summa on 1996.

1996.2. Maarita kaikki reaaliluvut z, joille
xn + :L,—n

on kokonaisluku kaikilla kokonaisluvuilla n.
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1996.3. Ympyri, jonka halkaisija on kolmion ABC kérjesta A piirretty korkeusjana, leik-
kaa kolmion sivun AB pisteessi D ja sivun AC pisteessd E (A # D, A # E). Osoita, etti
kolmion ABC ympari piirretyn ympyran keskipiste on kolmion ADFE kéarjesta A piirretylla
korkeusjanalla tai sen jatkeella.

1996.4. Reaaliarvoinen funktio f on maaritelty positiivisten kokonaislukujen joukossa, ja
positiivinen kokonaisluku a toteuttaa ehdot

fla) = £(1995),  fla+1)= £(1996),  f(a+2) = £(1997)
f(n) =1
fn)+1

(i) Osoita, ettd f(n + 4a) = f(n) kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

f(n+a) = kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

(ii) Maérita pienin mahdollinen a.

11. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 9.4.1997

1997.1. Jos A on joukko, jonka alkiot ovat seitsemén positiivista lukua, niin kuinka monta
A:m alkioista muodostuvaa kolmikkoa (z, y, z), missd x < y ja x + y = 2, on enintdén
olemassa?

1997.2. Olkoon ABCD kupera nelikulmio. Oletetaan, ettd nelikulmion sisilld on piste
P, jolle kolmioiden ABP, BCP, CDP ja DAP alat ovat samat. Osoita, ettd nelikulmion
lavistajista ainakin toinen jakaa toisen kahteen yhta pitkaan osaan.

1997.3. Olkoot A, B, C ja D nelja eri pistetta tasossa. Janoista AB, AC, AD, BC, BD
ja C'D kolmen pituus on a. Muiden kolmen pituus on b, missa b > a. Maarita osaméaaran

— kaikki mahdolliset arvot.
a

1997.4. Olkoon f ei-negatiivisten kokonaislukujen joukossa {0, 1, 2, ...} méaritelty funk-
tio, jolle patee

f2z)=2f(x), f(Az+1)=4f(z)+3 ja f(dr—1)=2f(2x—-1)—1.

Osoita, ettd f on injektio, ts. ettéd jos f(x) = f(y), niin x = y.

12. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 2.4.1998

1998.1. Maarita kaikki rationaalilukujen joukossa maaritellyt rationaalilukuarvoiset funk-
tiot f, jotka toteuttavat yhtélon f(z+y)+f(z—y) = 2f(x)+2f(y) kaikilla rationaaliluvuilla
T jay.

1998.2. Olkoot C ja C5 kaksi ympyréa, jotka leikkaavat toisensa pisteissa A ja B. Olkoon
S Ci:n keskipiste ja T" Co:n keskipiste. Olkoon P janan AB jokin sellainen piste, etta
|AP| # |BP| ja P # A, P # B. Piirretdén P:n kautta SP:ti vastaan kohtisuora suora ja
merkitdan sen ja Cf:n leikkauspisteita C:11a ja D:lla. Piirretdan samoin P:n kautta T'P:ta
vastaan kohtisuora suora ja merkitaan sen ja Cs:n leikkauspisteita E:1la ja F:1la. Osoita,
etta C, D, E ja F ovat erdan suorakaiteen karkipisteet.



1998.3. (a) Milla positiivisilla luvuilla n on olemassa jono z1, za, ..., ., joka sisiltda
kunkin luvuista 1, 2, ..., n tasan kerran ja jolle 1 +x24- - -4+ on jaollinen k:lla jokaisella
k=1,2,....,n?

(b) Onko olemassa paattyméaton jono z, zg, xs, ..., joka siséltdd jokaisen positiivisen ko-
konaisluvun tasan kerran ja jolle 1 + 22 + - - - + 1 on jaollinen k:lla kaikilla positiivisilla
luvuilla &7

1998.4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Laske sellaisten lukujen k£ € {0,1,2,...,n}
lukumaara, joille (Z) on pariton. Osoita, etta tama luku on kakkosen potenssi, ts. muotoa

2P jollakin ei-negatiivisella luvulla p.

13. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 15.4.1999

1999.1. Ei-negatiivisten kokonaislukujen joukossa maaritelty funktio f toteuttaa ehdon

[ f(f(n+11)), josn <1999
f(n)_{n—5, jos n > 1999.

Etsi yhtélon f(n) = 1999 kaikki ratkaisut.

1999.2. Ympyran sisaan piirretyn seitsenkulmion kaikki sivut ovat eripituisia. Kuinka
monta 120°:een kulmaa tallaisessa seitsenkulmiossa voi enintaan olla?

1999.3. Adrettomén kokonaislukutason Z x Z = Z2 muodostavat kaikki pisteparit (z, v),
missd = ja y ovat kokonaislukuja. Olkoot a ja b ei-negatiivisia kokonaislukuja. Sanomme
(a, b)-ratsun siirroksi siirtymista pisteesté (x, y) mihin hyvénsa pisteistd (z +a, y £b) tai
(r £ b, y £ a). Maaritd kaikki luvut a ja b, joilla on mahdollista péaésta kiintedstd aloi-
tuspisteestd ldhtien jokaiseen kokonaislukukoordinaattiseen tason pisteeseen (a, b)-ratsun
siirtoja kayttamalla.

1999.4. Olkoot a1, as, ..., a, positiivisia reaalilukuja ja n > 1. Osoita, etta

1 1 1 1 1 1
n{—+--+—1,2 +---+ n+—+---+—1.
a Qn, 14+ a; 1+a, a an,

Milloin vallitsee yhtasuuruus?

14. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 30.3.2000

2000.1. Monellako tavalla luku 2000 voidaan kirjoittaa kolmen positiivisen, ei valttamatta
eri suuren kokonaisluvun summana? (Summia 1+ 2+ 3, 3+ 1+ 2 jne. pidetddn samoina.)
2000.2. Henkilot Py, Ps, ..., P,_1, P, istuvat poydan ymparilla tassa jarjestyksessa, ja
jokaisella on jokin mé&ara kolikoita. Alussa P;:lla on yksi kolikko enemmaéan kuin Ps:lla,
Py:lla yksi kolikko enemman kuin Ps:lla jne., aina P,_j:een asti, jolla on yksi kolikko
enemman kuin P,:1l4. Sitten P; antaa Ps:lle yhden kolikon, tdmé puolestaan antaa Ps:lle
kaksi kolikkoa jne., aina P,:4in asti, joka antaa P;:lle n kolikkoa. Kolikkojen antamista
jatketaan samalla tavalla: P; antaa n + 1 kolikkoa Ps:lle, P, antaa n + 2 kolikkoa Pis:lle;
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talla tavoin prosessi jatkuu, kunnes jollakin henkiloista ei enda ole riittavasti kolikkoja, ts.
hén ei kykene antamaan pois yhta kolikkoa enemman kuin oli juuri saanut. Silla hetkella
kun prosessi paattyy, havaitaan, etta poydan aaressa on kaksi naapurusta, joista toisella
on tasan viisi kertaa niin paljon kolikkoja kuin toisella. Maarita poydan aaressa istuvien
ihmisten lukumaara ja poydan ymparilla kiertavien kolikkojen yhteismaara.

2000.3. Kolmiossa ABC kulman B puolittaja leikkaa AC:n D:ssé ja kulman C puolittaja
leikkaa AB:n E:ssid. Kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa pisteessa O. Lisaksi OD = OF.
Todista, etta joko ABC' on tasakylkinen tai ZBAC = 60°.

2000.4. Reaaliarvoinen funktio f on méaritelty, kun 0 < z < 1. Lisdksi f(0) =0, f(1) =1

ja
L_ 16w
27 fly) = fl=)
kaikille 0 < x <y < 2z <1, joille z — y = y — x. Osoita, etta

1 1
?§f<§)§

15. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 29.3.2001

SIES

2001.1. Olkoon A &arellinen kokoelma sellaisia koordinaattitason neliGité, ettd jokaisen
A:han kuuluvan nelion kérkipisteet ovat muotoa (m, n), (m+1, n), (m, n+1) ja (m+1, n+
1) joillain kokonaisluvuilla m ja n. Osoita, ettd on olemassa sellainen A:n osakokoelma B,
ettd B:hen kuuluu ainakin 25 % A:n nelidista, mutta millddn kahdella B:n neliolla ei ole
yvhteista karkipistetta.

2001.2. Olkoon f rajoitettu reaaliarvoinen funktio, joka on maaritelty kaikilla reaalilu-
vuilla ja joka toteuttaa kaikilla reaaliluvuilla 2 ehdon

f(:c+%>+f(x+%):f(a:)+f(x+g>.

Osoita, ettd f on jaksollinen. (Funktio f on rajoitettu, jos on olemassa luku L siten, etté
|f(x)| < L kaikilla reaaliluvuilla x. Funktio f on jaksollinen, jos on olemassa positiivinen
luku k siten, ettd f(x + k) = f(x) kaikilla reaaliluvuilla x.)

2001.3. Miéritd yhtilsn

5
xs—m7+2m6—2x5+3m4—3m3+4x2—43:—1—5:O

reaalisten juurten lukumaara.

2001.4. Olkoon ABC'DEF kupera kuusikulmio, jossa kukin lavistdjista AD, BE ja CF
jakaa kuusikulmion kahdeksi nelikulmioksi, joiden alat ovat yhta suuret. Osoita, ettd AD,
BE ja CF leikkaavat toisensa samassa pisteessa.



16. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 4.4.2002

2002.1. Puolisuunnikas ABCD, missda AB ja C'D ovat yhdensuuntaiset ja AD < CD,
on piirretty ympyran c sisdan. Olkoon DP AC:n suuntainen ympyréan janne. Oletetaan,
etta pisteeseen D piirretty c:n tangentti leikkaa suoran AB pisteessa E ja ettd PB ja DC
leikkaavat pisteessa (). Osoita, ettd EQ = AC.

2002.2. Kahteen maljaan on sijoitettu yhteensa N palloa, jotka on numeroitu 1:sta /NV:aan.
Yksi pallo siirretaan maljasta toiseen. Tall6in kummassakin maljassa olevissa palloissa ole-
vien lukujen keskiarvo kasvaa samalla maaralla, joka on z. Mika on x:n suurin mahdollinen
arvo?

2002.3. Olkoot ay, asg, ..., a, ja by, ba, ..., b, reaalilukuja ja olkoot a1, as, ..., a, kaikki
eri lukuja. Osoita, etta jos kaikki tulot

(a; +b1)(a; +b2) -+ (ai + bn),
1 =1, 2, ..., n, ovat keskendan yhta suuria, niin myo6s kaikki tulot
(a1 +bj)(az + bj) - - (an + bj),

j=1,2, ..., n, ovat keskenaan yhta suuria.

2002.4. Eva, Per ja Anna leikittelevat taskulaskimillaan. He valitsevat eri kokonaislukuja
ja tarkistavat, ovatko ne jaollisia 11:114 vai eivat. He tutkivat vain sellaisa yhdeksannume-
roisia lukuja, joissa esiintyvéat kaikki numerot 1, 2, ..., 9. Anna viittaa, etta jos tallainen
luku valitaan umpimahkaan, niin todennakéisyys, ettd se olisi jaollinen 11:114, on tasan
1/11. Eva on toista mieltd: hénen mielestaén todennédkoisyys on alle 1/11. Perin mielesta
todennékoisyys on yli 1/11. Kuka on oikeassa?

17. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 3.4.2003

2003.1. 10-riviselle 14-sarakkeiselle sakkilaudalle asetetaan kivia. Asettelun jélkeen ha-
vaitaan, etta kullakin rivilla ja kullakin sarakkeella on pariton maara kivia. Nayta, etta
mustilla ruuduilla on parillinen maara kivia, kun ruudut on varitetty tavanomaisesti mus-
tiksi ja valkoisiksi. Huomaa, etta yhdella ruudulla voi olla useampia kivia.

2003.2. Etsi kaikki kokonaislukukolmikot, joille
3 43 + 23 — 3zyz = 2003.

2003.3. Tasasivuisen kolmion AABC sisalla on piste D, jolle patee ZADC = 150°.
Todista, etté kolmio, jonka sivut ovat |AD|, | BD| ja |C'D|, on vélttdméttd suorakulmainen.

2003.4. Olkoon R* = R\ {0} nollasta poikkeavien reaalilukujen joukko. Etsi kaikki
funktiot f:R* — R*, joille

@)+ fly) = flzy flz+y)),
kun z, y € R* jax +y # 0.



18. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 1.4.2004

2004.1. 27 palloa, jotka on numeroitu numeroin 1:std 27:4an, on sijoitettu punaiseen,
siniseen ja keltaiseen maljaan. Mitka ovat punaisessa maljassa olevien pallojen mahdol-
liset lukumaarat, kun tiedetaan, etta punaisessa, sinisessa ja keltaisessa maljassa olevien
pallojen numeroiden keskiarvot ovat 15, 3 ja 187

2004.2. Olkoon f1 =0, fo = 1, ja fayo = fa+1 + fn, kun n = 1, 2, ..., Fibonaccin
lukujono. Osoita, ettd on olemassa aidosti kasvava paattymaton aritmeettinen kokonais-
lukujono, jonka yksikdan luku ei kuulu Fibonaccin jonoon.

[Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkéisten jésenten erotus on vakio.

2004.3. Olkoon z11, *21, ..., Tp1, n > 2, kokonaislukujono. Oletetaan, ettd luvut x;;
eivat kaikki ole samoja. Jos luvut x1g, xog, - .., Tnr on maaritelty, niin asetetaan
1 . 1
Ti k41 = §($ik +Tigik), 1=1,2,...,n—1, Tppp1= §($nk + 1)

Osoita, etta jos n on pariton, niin jollakin j, k, x5 ei ole ole kokonaisluku. Pateeko tdma
myos silloin, kun n on parillinen?
2004.4. Olkoot a, b ja ¢ kolmion sivujen pituudet ja olkoon R kolmion ympéri piirretyn

ympyran sade. Osoita, etta
1 n 1 n 1 S 1
ab  bc  ca — R%

19. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 5.4.2005

2005.1. Maarita kaikki ne positiiviset kokonaisluvut k, joiden kymmenjarjestelmaesityk-

sen numeroiden tulo on 05
—k — 211.
8

2005.2. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Todista, etta

2a? 2b2 2c?
+ + >a+b+ec.

b+c c+a a+bd
2005.3. 2005 nuorta istuu suuren pyorean poydan ymparilla. Nuorista enintdan 668 on
poikia. Sanomme, etta tyton G asema on vahva, jos tarkasteltaessa G:sta alkaen kuinka
monen hyvansa vierekkain istuvan nuoren joukkoa kumpaan tahansa suuntaan, niin on
néissé joukoissa on aina aidosti enemmaén tyttdja kuin poikia (G on itse mukana laskussa).
Osoita, etta olivat tytot ja pojat missa jarjestyksessa tahansa, joku tytto on aina vahvassa
asemassa.

2005.4. Ympyra C; on ympyrén Cs sisdpuolella, ja ympyrat sivuavat toisiaan pisteessa A.
A:n kautta kulkeva suora leikkaa C;:n myos pisteessé B ja Co:n my0s pisteessd C. Ympyran
C; pisteeseen B piirretty tangentti leikkaa Co:n pisteissa D ja E. Pisteen C' kautta kulkevat
ympyran C; tangentit sivuavat C;:ta pisteissa F' ja G. Osoita, etta pisteet D, E, F ja G
ovat samalla ympyralla.



20. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 30.3.2006

2006.1. Pisteet B ja C sijaitsevat kahdella pisteestd A ldhtevélla puolisateelld niin, etta
AB+ AC on vakio. Osoita, ettd on olemassa piste D # A, niin ettd kolmion ABC' ympéri
piirretty ympyra kulkee D:n kautta kaikilla pisteiden B ja C' valinnoilla.

2006.2. Reaaliluvut z, y ja z eivat kaikki ole samoja ja ne toteuttavat yhtalot

1 1 1
r+-=y+-—-—=z+—=k.
Y z T
Maarita kaikki mahdolliset k:n arvot.

2006.3. Positiivisten kokonaislukujen jonon {a,} méérittelevit ehdot
apg=m ja Apt1 = ai + 487 kaikilla n > 0.

Maarita kaikki sellaiset m:n arvot, joilla jonoon kuuluu mahdollisimman monta neliélukua.

2006.4. 100 x 100-sakkilaudan neliot varitetaan 100:lla eri varilla. Kuhunkin ruutuun
kaytettadn vain yhta varia ja joka vérid kaytetddn tasan sataan ruutuun. Osoita, etta
laudalla on jokin vaaka- tai pystyrivi, jonka ruutuihin on kaytetty ainakin kymmenta
varia.

21. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 29.3.2007

2007.1. Etsi yksi yhtalon
z? — 22 —2007y? = 0

positiivinen kokonaislukuratkaisu.

2007.2. On annettu kolmio, suora ja kolme suorakaidetta, joiden yksi sivu on annetun
suoran suuntainen, niin, etta suorakaiteet peittavat kokonaan kolmion sivut. Todista, etta
suorakaiteet peittavat kokonaan kolmion sisdosan.

2007.3. Taululle on kirjoitettu luku 102°°7. Anne ja Berit pelaavat pelid, jossa pelaaja
tekevat vuorotellen yhden seuraavista operaatioista:

(i) Pelaaja korvaa taululla olevan luvun x kahdella ykkostd suuremmalla kokonaisluvulla
a ja b niin, etta x = ab.
(ii) Pelaaja poistaa taululla olevista kahdesta samasta luvusta toisen tai molemmat.

Se pelaaja, joka ei voi tehdda kumpaakaan naistd vuorollaan, haviaa pelin. Kummalla
pelaajalla on voittostrategia, jos Anne aloittaa pelin?

2007.4. Pisteen A kautta kulkeva suora leikkaa ympyran kahdessa pisteessid B ja C niin,
ettd B on A:n ja C:n valissa. Pisteestd A piirretdan ympyrélle kaksi tangenttia, jotka
sivuavat ympyraa pisteissa S ja T'. Olkoon P suorien AC' ja ST leikkauspiste. Osoita, etta
AP/PC =2-AB/BC.



22. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 31.3.2008

2008.1. Maarita kaikki sellaiset reaaliluvut A, B ja C, joille on olemassa jokin reaalilu-
kuarvoinen funktio f, joka toteuttaa kaikilla reaaliluvuilla z ja y yhtalon

flz+ f(y)) = Ax+ By + C.

2008.2. Pyorean poydan ympérilld istuu n > 3 eriminista ihmistd. Sanomme, ettd mitka
tahansa kaksi naista, A ja B, muodostavat dominoivan parin, jos
(1) M ja N eivét istu vierekkéin, ja
(2) ainakin toisella M:m ja N:n viliselld pdydanympéryksen osalla istuu vain ihmisia,
joiden nimet ovat aakkosjarjestyksessa M:n ja /N:n nimien jaljessa.

Maarita dominoivien parien pienin mahdollinen lukumaara.
2008.3. Olkoon ABC kolmio ja olkoon D sivun BC' ja E sivun C'A piste niin, etta
AD ja BE ovat kolmion ABC' kulmanpuolittajia. Olkoot F' ja G sellaisia kolmion ABC
ympari piirretyn ympyran pisteitd, ettda AF ja DE ovat yhdensuuntaisia ja FG ja BC
ovat yhdensuuntaisia. Osoita, etta

AG  AB+ AC

BG  AB+ BC’

2008.4. Kahden periikkiisen positiivisen kokonaisluvun kuution erotus on neliéluku n?,
missa n on positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd n on kahden neli6luvun summa.

23. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 2.4.2009

2009.1. Kolmion sisalta valitaan piste P. P:n kautta piirretdan kolme kolmion sivujen
suuntaista suoraa. Ne jakavat kolmion kolmeksi pienemmaéksi kolmioksi ja kolmeksi suun-
nikkaaksi. Olkoon f kolmen pienen kolmion yhteenlasketun alan ja koko kolmion alan

1
suhde. Osoita, ettd f > 3’ ja maarita ne pisteet P, joille f = 3
2009.2. Haalistuneelta paperinpalalta voidaan vaivoin lukea seuraavat merkinnéat:
(22 +x+a)(z®—.. ) =2 + 2" + 25— 902* + 2 — 90.

Jotkin osat ovat haipyneet nakyvista, erityisesti vasemman puolen ensimmaéisen tekijan
vakiotermi ja toisen tekijan loppuosa. Olisi mahdollista selvittda kokonaan toinen tekija,
mutta kysytadn vain, mika on vakiotermi a. Oletetaan, etta kaikki tehtavassa esiintyvat
polynomit ovat kokonaislukukertoimisia.

2009.3. Taululle on kirjoitettu kokonaisluvut 1, 2, 3, 4 ja 5. Lukuja voidaan muuttaa
niin, ettd pyyhitdaan pois luvut a ja b ja kirjoitetaan niiden sijaan luvut a 4+ b ja ab. Onko
mahdollista toistamalla tata operaatiota paasta tilanteeseen, jossa kolme viidesta taululla
olevasta luvusta on 20097

2009.4. Turnaukseen osallistuu 32 kilpailijaa. Kaikki ovat pelikyvyiltaan erilaisia ja
kaksinkamppailussa parempi aina voittaa. Osoita, ettda kulta-, hopea- ja pronssimitalien
voittajat voidaan ratkaista 39 ottelun perusteella.



24. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 13.4.2010

2010.1. Kuvaus f : Zy — Z, on kasvava ja toteuttaa kaikilla keskendan jaottomilla
positiivisilla kokonaisluvuilla m ja n yhtélon f(mn) = f(m)f(n). Téssad Z, on positiivisten
kokonaislukujen joukko. Osoita, etti f(8)f(13) > (f(10))?

2010.2. Kolmella ympyralla I'4, I's ja I'c on yhteinen leikkauspiste O. Ympyroiden I 4
ja I'p toinen leikkauspiste on C, ympyroiden I'4 ja I'c vastaavasti B seka ympyroiden I'¢
ja I'p edelleen A. Suora AO leikkaa ympyran I'4 pisteessia X # O. Suora BO leikkaa
ympyran I'p pisteessd Y # O, ja suora CO ympyréan I'¢ pisteessd Z # O. Todista, etta

|AY||BZ||CX|
|AZ||BX||CY|

2010.3. Lauralla on edessaan 2010 lamppua yhdistettyna 2010 nappikatkaisimeen. Han
haluaisi tuntea jokaista katkaisinta vastaavan lampun. Selvittadkseen tdman han seuraa,
mitkd lamput syttyvat, kun Risto painaa joitakin katkaisimia. (On my6s mahdollista, ettei
hén paina yhtdkadn katkaisimista.) Risto painaa katkaisimia aina samanaikaisesti, joten
lamputkin syttyvat samanaikaisesti.

a) Jos Risto valitsee painettavat katkaisimet, kuinka monta erilaista katkaisinkombinaa-
tiota han voi enintaan painaa, ennen kuin Laura osaa liittaa katkaisimet oikeisiin
lamppuihin?

b) Jos Laura valitsee katkaisinkombinaatiot, miké on pienin mééra kombinaatioita, joiden

avulla han pystyy selvittamaan, miten katkaisimet liittyvat lamppuihin?

2010.4. Kutsuttakoon positiivista kokonaislukua yksinkertaiseksti, jos sen tavanomaisessa
kymmenjarjestelmaesityksessa ei ole muita numeroita kuin nollia ja ykkosia. Etsi pienin
positiivinen kokonaisluku k, jolle patee, etta jokainen positiivinen kokonaisluku n voidaan
kirjoittaa muodossa n = +a; + as + ag + ...+ ax, jossa aq, ..., ar ovat yksinkertaisia.

25. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 4.4.2011
2011.1. Olkoot ag, ay, ..., ajgpg numeroita. Voiko 1001-numeroisten lukujen
apay - .. a1000 ja a1000@999 - - - g Summassa olla vain parittomia numeroita?

2011.2. Oletetaan, ettd kolmiossa ABC on AB = AC. Olkoon D sivun AB jatkeella,

niin ettd A on D:n ja B vilissa, ja F sivulla BC' niin, ettd suorat CD ja AE ovat yh-
4h
densuuntaisia. Todista, ettd CD > —— - CE, missa h on kolmion ABC A:sta piirretyn

korkeusjanan pituus. Milloin epayhtalossa vallitsee yhtasuuruus?

2011.3. Maarita kaikki funktiot f, joille

f(f@)+y)=f (2 —y) +4yf(z)

kaikilla reaaliluvuilla z ja y.
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1
2011.4. Olkoon n > 2 kokonaisluku. Tarkastellaan murtolukuja e missa a ja b ovat
a

yvhteistekijattomia positiivisia kokonaislukuja, a < b < n ja a + b > n. Osoita, ettad

kaikkien tallaisten murtolukujen summa on 5

26. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 27.3.2012
2012.1. Reaaliluvuille a, b, ¢ pitee a? + b = 2¢? ja a # b, ¢ # —a, ¢ # —b. Osoita, etti

(a+b+2c¢)(2a® — b — 2)
(a—=b)a+c)(b+c)

on kokonaisluku.

2012.2. Piste P on se kolmion ABC ympéri piirretyn ympyrén piste, joka puolittaa
kaarista BC' sen, jolla piste A ei ole. Piirretdan P:n kautta AB:n suuntainen suora /.
Olkoon k pisteen B kautta kulkeva ympyra, joka sivuaa suoraa ¢ pisteessd P. Olkoon
@ ympyran k ja suoran AB toinen leikkauspiste. (Ellei toista leikkauspistettd ole, niin
@ = B.) Todista, ettd AQ = AC.

2012.3. Madérita pienin positiivinen kokonaisluku 7, jolle on olemassa n (ei valttdmatta

eri suurta) kokonaislukua x1, 2, ..., z,, 1 <z < n, kun 1 < k < n, joille pétee
nin+1) |
T+ a0+ +x, = — T1To -+ Ty = nl,
mutta {z1, o, ..., z,} #{1, 2, ..., n}.

2012.4. Taululle on kirjoitettu luku 1. Sen jalkeen taululle kirjoitetaan vaiheittain lisda
lukuja seuraavasti: kussakin vaiheessa jokainen taululla oleva luku a korvataan luvuilla a—1
ja a + 1; jos taululle ilmestyy luku 0, se pyyhitaan pois. Jos jokin luku ilmestyy taululle
useammin kuin kerran, kaikki esiintymat jatetdan taululle. Siten vaiheessa 0 taululla on
luku 1, vaiheessa 1 luku 2, vaiheessa 2 luvut 1 ja 3, vaiheessa 3 luvut 2, 2 ja 4 jne. Montako
lukua taululla on vaiheessa n?

27. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 8.4.2013

2013.1. Olkoon (ay),>1 lukujono, jonka médrittelevat ehdot a; =1 ja

1
Ap4+1 = \‘an‘f’\/ﬁ‘f‘ EJ

kaikilla n > 1; |z] tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yhta suuri kuin
x. Maarita kaikki n < 2013, joille a,, on nelioluku.

2013.2. Jalkapalloturnaukseen osallistuu n joukkuetta, n > 4, ja jokainen joukkue pelaa
tasan kerran jokaista muuta vastaan. Oletetaan, ettd turnauksen paatyttya joukkueiden
pisteet muodostavat aritmeettisen jonon, jossa jokainen joukkue on saanut yhden pisteen
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enemman kuin jarjestyksessa seuraava. Maarita pienimman pistemaaran saaneen joukku-
een suurin mahdollinen pistemaara, kun pisteet jaetaan jalkapallossa tavallisella tavalla
(ottelun voittaja saa kolme pistettéd ja hévidja nolla, ja tasapelissdé molemmat joukkueet
saavat yhden pisteen).

2013.3. Madritelldén jono (ng)r>o asettamalla ng = ny = 1, ngp = ng + nk—1 ja nog41 =
nk, kun k£ > 1. Olkoon vield g = ny/nk—1 kaikilla k > 1. Osoita, etté jokainen positiivinen
rationaaliluku esiintyy tasan kerran jonossa (qx)r>1-

2013.4. Olkoon ABC teraviakulmainen kolmio ja H sen sisapiste. Olkoot H. ja Hy pisteen
H kuvat peilauksissa yli suorien AB ja AC, téssé jarjestyksessd, ja olkoot H| ja H] H:n
kuvat peilauksissa yli AB:n ja AC:n keskipisteiden. Osoita, ettéd pisteet Hy, H;, H. ja
H! ovat samalla ympyralld jos ja vain jos ainakin kaksi niista yhtyy tai jos H on kolmion
ABC karjestd A piirretylld korkeusjanalla.

28. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 31.3.2014

2014.1. MaAaritd kaikki funktiot f : N — N (missé N on luonnollisten lukujen joukko,
johon kuuluu 0), joille pétee

f@®) = fW?) = flz+y) f(z—y)

kaikilla z, y € N, joilla z > y.

2014.2 Maarita tasasivuisen kolmion kaikki sellaiset sisapisteet, joiden etaisyys yhdesta
kolmion sivusta on niiden kolmion kahdesta muusta sivusta mitattujen etiisyyksien geo-
metrinen keskiarvo. [Lukujen z ja y geometrinen keskiarvo on ,/zy.]

2014.3. Maarita kaikki ei-negatiiviset kokonaisluvut a, b, ¢, joille

Va+ b+ /c=/2014.

2014.4. Pelilautana on n x n -Sakkilauta. Pelin alussa joka ruudulla on 99 kivea. Pelaajat
A ja B valitsevat vuorotellen jonkin laudan vaaka- tai pystyrivin ja poistavat jokaisesta
valitun rivin ruudusta yhden kiven. Pelaaja saa valita sellaisen rivin, jonka jokaisessa
ruudussa on ainakin yksi kivi. Se pelaaja, joka ei voi valita tallaista rivia, havida pelin.
Pelaaja A aloittaa. Maarita kaikki ne luvut n, joilla hanelld on voittostrategia.

29. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 24.3.2015

2015.1. Olkoon ABC kolmio ja I" ympyra, jonka halkaisija on AB. Kulman /BAC
puolittaja leikkaa I''n (my0s) pisteessd D kulman ZABC puolittaja leikkaa I''n (myo6s)
pisteessd. E. Kolmion ABC' sisdéan piirretty ympyra sivuaa BC':ta pisteessd F ja AC:ta
pisteessd G. Osoita, ettd D, E, F' ja G ovat samalla suoralla.

2015.2. Maarita alkuluvut p, ¢, r, kun tiedetaan, etta luvuista pqr ja p + ¢ + r toinen on
101 kertaa toinen.
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2015.3. Olkoon n > 1 ja olkoon p(x) = 2™ + a,_12" ! + --- + ag polynomi, jolla on
n reaalista nollakohtaa (moninkertaiset nollakohdat laskettuina kertalukunsa ilmoittaman
méadréan kertoja). Madritellddn polynomi ¢ asettamalla

2015

o(@) = [[ pla+3).

Tiedetédén, ettd p(2015) = 2015. Todista, ettd g¢:lla on ainakin 1970 eri nollakohtaa
T1, ..., 1970, Diin ettd |r;| < 2015 kaikille j =1, ..., 1970.

2015.4. Tietosanakirjassa on 2000 numeroitua osaa. Osat on pinottu numerojarjestykseen
niin, ettd osa numero 1 on paallimmaisena ja osa numero 2000 pohjimmaisena. Pinolle
voidaan tehda kahdenlaisia toimenpiteitas:
(i) Jos n on parillinen, voidaan ottaa n paallimmaéista osaa ja siirtda ne jarjestystd muut-
tamatta pinon alimmaisiksi.
(ii) Jos n on pariton, voidaan ottaa pinon n pééllimmaéista osaa, vaihtaa niiden jarjestys
painvastaiseksi ja laittaa ne uudelleen pinon paallimmaisiksi.

Kuinka moneen eri jarjestykseen pino voidaan saattaa toistamalla naitd kahta toimenpi-
detta?

30. Pohjoismainen matematiikkakilpailu, 5.4.2016

2016.1. Maarita kaikki ei-negatiivisten kokonaislukujen jonot aq, ..., aso16, joissa kaikki
jésenet ovat enint&dén 2016 ja joissa (i + j) | (ia; + ja,) kaikilla ¢, j € {1, 2, ..., 2016}.
2016.2. Olkoon ABCD jénnenelikulmio (ympyrén siséén piirretty nelikulmio), jossa
AB = AD ja AB+ BC = CD. Maarita ZCDA.
2016.3. Etsi kaikki luvut a € R, joille on olemassa funktio f : R — R, joka toteuttaa
ehdot

(i) f(f(x)) = f(x) + = kaikilla x € R,

(i) f(f(z) —z) = f(x) + ax kaikilla z € R.
2016.4. Kuningas Yrjo on paattanyt yhdistaa valtakuntansa 1680 saarta silloilla toi-
siinsa. Pahaksi onneksi kapinalliset aikovat tuhota kaksi siltaa, sitten kun kaikki sillat
ovat valmistuneet. Tuhottavat sillat ldhtevéat eri saarilta. Mikéa on pienin maara siltoja,

joka kuninkaan on rakennutettava, jotta joka saarelle paasisi siltaa pitkin viela sitten, kun
kapinalliset ovat tuhonneet silloista kaksi?
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Ratkaisuja

1995.1. 1. ratkaisu. Piirretdan PB. Puoliympyran sisaltamaa kehakulmaa koskevan
lauseen nojalla /ZRPB = ZAPB = 90°. Téten P ja Q ovat molemmat ympyralld, jonka
halkaisija on BR. Koska ZAOC = 90°, ZRPQ = ZCPA = 45°. Siis myos ZRBQ = 45°,
ja RBQ on tasakylkinen suorakulmainen kolmio, eli |BQ| = |QR)|.

2. ratkaisu. Asetetaan O = (0, 0), A= (-1,0), B=(1,0),C = (0, 1), P = (¢, , t >0,

—1
u > 0, t> + u? = 1. Suoran CP yhtilé on y — 1 = Y s Niin ollen Q = ( : O)
—u
t t -1
ja |BQ| = — 1 = % Toisaalta suoran AP yhtalo on y = =y 1(,95 1),

t t —
joten pisteen R y-koordinaatti ja samalla |QR| on " i 1 (1 vy + 1) = —(:+ﬁ)@zl _uu> =
t+u—1+¢t? t—1
ut+t Tt _ut . Vaite on todistettu.
(t+1)(1 —u) 1—u

1995.2. 1. ratkaisu. Olkoon S, 2n-numeroisten hyvéksyttyjen jonojen joukko. Jae-
taan 5, osajoukoiksi A,, B,, C, ja D,, joiden alkioina ovat yhdistelmiin 00, 01, 10,
ja 11 paattyvat jonot. Merkitadn joukon S, alkioiden lukumaarda x,:1a, A, :n alkioi-
den lukumaéaaraa a,:1a, B,:mn b,:lla, C,:n c,:lla ja Dy:n dy:lla. Lasketaan zg. Koska
S; = {00, 01, 10,11}, 1 = 4 jaa; = by = ¢4 = di = 1. Jokainen A, ;:n al-
kio saadaan joko B,:n tai D, alkiosta lisadmalla loppuun 00. Siis ap11 = by + dy.
Vastaavasti B,41:n alkiot saadaan B,:n, C,:mn ja D,:n alkioista liittamalla loppuun
01, ja kaantaen. Siis b,+1 = b, + ¢, + d,,. Samoin nahdadn oikeiksi palautuskaavat
Cnt1 = ap + by + ¢ ja dps1 = ap + ¢y Siis apy1 +dpg1 = (by +dyn) + (an + ) = T, ja
Tpt1 = 2ay + 3by, + 3¢y, + 2d,, = 3z, — (ay, + by,) = 32, — x,—1. Léhtemilld alkuarvoista
a1 = by =g =dy = 1 saadaan ay = dy = 2, by = c5 = 3, x9 = 10. Nain ollen x3 = 26,
x4 =3-26—10=068, x5 =3-68 —26 =178 ja xg = 3 - 178 — 68 = 466.

2. ratkaisu Jokainen tapa kirjoittaa luku 12 ykkosien ja kakkosien summana vastaa tasan
kahta hyvéksyttavaa jonoa (eri yhteenlaskettavien jérjestykset lasketaan erikseen). Sum-

mia, joissa on 12 ykkosta on 1, summia, joissa on yksi kakkonen ja 10 ykkosta on (10)

jne. Hyvaksyttavia jonoja on yhteensa

6
12 — k
2-2( ):2-(1+11+45+84+70+21+1):466.
k=0

1995.3. Merkitaan I:11a niiden indeksien ¢ joukkoa, joille x; > 0, ja J:11a niiden indeksien
1
i joukkoa, joille x; < 0. Oletetaan, ettd M < 7) Silloin I # {1, 2, ..., n}, koska

n(n—1
1 1
muutoin pétisi |z;| = x; < ———— jokaiselle i ja olisi > ;27 < —— < 1. Siis
vn(n —1) n—
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1 1 1 n—1

2 _ _
Zlel$z<(n—1>m—g']azzelfﬂz<<n—l)m— n . Koska

n

D LT SR ol
i=1 i€l i€J
n—1 9 2 n—1
on oltava Y ;|| < > ;2 < - and >, ;27 < (X, lwil)” < — Mutta
silloin
n—1
S R
i€l i€J
1

ja on tultu ristiriitaan. — Yhtasuuruuden M = ———————= mahdollisuuden toteamiseksi

vn(n—1)

1 1
valitaan z; = ————,i=1,2, ....,n—1jaz, = —/ ——. Tillin
n(n—1) n

n—l_

- 1
rz,=(n-—1 —
; ( )\/n(n—l) n

ja

= 1 n—1

2
E 2 — 1) - + = 1.
L i (n—1) n(n—1) n

On viela naytettava, ettd yhtasuuruuteen ei paasta kuin edella esitellyssa tapauksessa.

Olkoon siis x; = ﬁ, kun ¢ = 1, ..., p, ; > 0, kun ¢« < ¢, ja ; < 0, kun
n(n —
q+ 1 < i <n. Samoin kuin ylla saadaan

2

Z:c n—l)

1=q+1

[
IA
3
=
=
;M
&
INA
3
f:

joten

On helppo nihdi, ettid ¢> +q <n?+n,kunn >2jag<n—2 mutta (n—1)>+(n—1) =
1

n? — n. Vilttamatonti sille, ettd M = ﬁ on siis se, ettd jonossa on vain yksi
n(n —
negatiivinen termi. Mutta jos positiivisissa termeissa on yksikin, joka on < M, on

n
q+q°
E < —
P n(n —1)
joten tehtavan ehdot eivit toteudu. Yhtasuuruus on siis voimassa vain, kun n — 1 luvuista

e 1—n
r; o ———— Ja Vilimeinen

n(n—1) Vn(n—1)
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1995.4. Olkoon n > 3 ja olkoot n — 1, n, n + 1 kolmion sivut. Kolmion piirin puolikas on

3an
T Heronin kaavan perusteella kolmion ala on

T = s 3—n—n—kl B—n—n 3—n—n—l =
2 2 2 2 2

Jos n =4, niin T' = 6. On siis olemassa ainakin yksi vaaditunkaltainen kolmio. Olkoon n

(n? —4).

>~ w

3
parillinen luku ja olkoon Z(n2 — 4) nelidluku. Asetetaan m = n? — 2 > n. Silloin myds m

on parillinen ja m? —4 = (m + 2)(m — 2) = n?(n? — 4). Niin ollen Z(m2 — 4) on sekin

nelioluku. Lisaksi 7' = % Z(m2 — 4) on kokonaisluku. Viite on todistettu.

1996.1. Luvun 1996 numeroiden summa on 25 ja luvun 2-1996 = 3992 numeroiden summa

on 23. Koska 1996 = 78 - 25 4 46, luku, joka saadaan kirjoittamalla perdakkain 78 1996:tta

ja 2 3992:ta toteuttaa tehtévén ehdon. [3-1996 = 5998; luvun 5988 numeroiden summa on

30. 1996 = 65 - 30 + 46, joten 39923992 5988 ...5988 on myos kelvollinen vastaus, selvasti
65 kpl

pienempi kuin edellinen. ]

1996.2. Merkitdan f,(x) = 2™ + 2~ ". f,(0) ei ole médritelty millddn n:n arvolla, joten

on oltava = # 0. Koska fo(z) = 2 kaikilla x # 0, tutkittavaksi jaéd, milld z # 0 f,(x) on

kokonaisluku kaikilla n > 0. Koska

I (33'1 —l—.CC_l)(.CCn_l _'_wl—n) o (xn—Q +.CC2_”>,

niin jos ' +z7 1 on kokonaisluku, niin 2™ + =" on kokonaisluku kaikilla n > 2. z:n tulee

siis toteuttaa ehto

et 7! =m,

missa m on kokonaisluku. Tamén toisen asteen yhtalon ratkaisut ovat

ne ovat reaalisia, kun m # —1, 0, 1.

1996.3. Olkoon AF kolmion ABC korkeusjana. Voi-
daan olettaa, ettd kulma ACB on terdva. Suo- A
rakulmaisista kolmioista ACF ja AFFE saadaan
/AFE = ZACF. Kehdkulmalauseen perusteella edel-
leen /ADE = ZAFE = ZACB. Kolmiot ABC ja

AFED ovat niin ollen yhdenmuotoiset. Jos P ja Q ovat
kolmioiden ABC ja AED ympéri piirrettyjen ympy-

roiden keskipisteet, niin /BAP = /ZFEAQ. Jos kol- b ¢
mion AE D korkeusjana on AG, niin ZDAG = ZCAF.
Mutta tasta seuraa, ettda /BAP = ZDAG, eli P on

korkeussuoralla AG.

M



16

N e . _fn) -1
1996.4. (i) Kaytetadn toistuvasti kaavaa f(n + a) = f+1
fm -1
=f((n+a)+a)= () +1 S
flt 2 = () ) = o — = =7
f(n)+1
f(n+4a) = f((n +2a) +20) = ——— = f(n)
f)
(ii) Jos a =1, niin f(1) = f(a) = f(1995) = f(3+498 -4a) = f(3) = f(1 4+ 2a) = b

fQ@)
mika on mahdotonta, koska f(1):n ja % merkki on sama. Siis a # 1.
Jos a = 2, saadaan f(2) = f(a) = f(1995) = f(3+249-4a) = f(3) = f(a+1) = f(1996) =

F(4 4249 - 4a) = f(4) = (2 +a) = ;g; : eli £(2)% + f(2) = £(2) — 1. Tillii toisen

asteen yhtalolla ei ole reaalisia ratkaisuja. Siis a # 2.

Jos a = 3, niin f voidaan konstruoida valitsemalla f(1), f(2) ja f(3) mielivaltaisesti ja

f(n)

1
laskemalla f:n muut arvot palautuskaavasta f(n + 3) = # a = 3 on siten pienin
n

mahdollinen a:n arvo. Tarkistetaan, ettd nain maaritelty f toteuttaa tehtdvan ehdot.

Ensinnakin konstruktion perusteella

fin+a)=fn+3) = 0.

Edelleen (i):n perusteella

f(n+12) = f(n+4a) = f(n),

joten
fla) = f(3) = f(3+166-12) = f(1995),

fla+1)=f4)
fla+2) = f(5) = f(5+166 - 12) = f(1997),

F(4+166-12) = f(1996),

kuten pitaa.

Jos f(n) = —1, f(n+ 3) ei ole méadritelty. Jos f(n) =0, f(n+3) =—1ja f(n+6) eiole
madritelty. Jos f(n) =1, f(n+3) = 0ja f(n+9) ei ole mééritelty. On siis valittava f(1),
f(2) ja f(3) eri suuriksi kuin —1, 0, 1.
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1997.1. Olkoot 0 < a1 < ag < ... < ay joukon A alkiot. Jos (a;, aj, ar) on tehtévéin
mukainen kolmikko, niin a; < a; < a; + a; = aj. Pareja (a;, a;), joille pitee a; + a; = ay,

on enintaan k — 1 kappaletta. Pareja, joille lisiksi patee a; < aj;, on enintdan [k—;l]
kappaletta. Pareja on siis enintaan
7
kE—1
> [T} =1+1+2+24+3=9
k=3
kappaletta. Arvo 9 saavutetaan, kun A = {1, 2, ..., 7}, silld téssd tapauksessa kolmi-

kot (1, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 4, 5), (1, 5, 6), (1,6, 7), (2, 3,5), (2,4, 6), (2,5, 7) ja(3,4,7)
tayttavat tehtavan ehdot.

1997.2. Oletamme ensin, ettd P ei ole la-
vistajalla AC ja etta suora BP leikkaa lavis-
tajan AC pisteessi M. Olkoot S ja T pis- D
teistd A ja C' suoralle BP piirrettyjen kohti-
suorien ja suoran BP leikkauspisteet. Koska
kolmioilla APB ja CBP on sama ala, on
AS = CT. Jos S # T, niin suorakulmaiset
kolmiot ASM ja CTM ovat yhtenevét (kks
tai ksk), joten AM = CM. Jos taas S =T,
on ACLPB ja § = M = T, jolloin my6s
AM = CM. Joka tapauksessa M on lavista- c

jan AC keskipiste. Tésmélleen samoin todis-

tetaan, etta suora DP leikkaa AC:n tdméan

keskipistessa eli pisteessa M. Siis toisaalta

B, M ja P, toisaalta D, M ja P ovat samalla

suoralla. Siis M on suoralla DB, eli lavis-

tdja BD jakaa lavistajian AC kahteen yhta

suureen osaan.

Oletamme sitten, ettd P on lavistajalla AC. Silloin P on AC:n keskipiste. Jos P ei
ole lavistajalla BD, paatelladn samoin kuin edelld, ettd AC jakaa BD:n kahteen yhta
suureen osaan. Jos P taas on myo0s lavistajalla BD, se on molempien lavistajien yhteinen
keskipiste.

1997.3. Jos kolmella a:n pituisella janalla on sama karki, esim. A, niin kolme muuta pis-
tetta sijaitsevat A-keskisella a-sateisella ympyralla ja ovat b-sivuisen tasasivuisen kolmion
karkina. Talloin A on kolmion BC'D keskipiste, ja

b b
— = =3
a 23 )
3 2
Oletetaan sitten, ettd pisteestd A ldhtee ainakin yksi a:n pituinen ja ainakin yksi b:n pitui-
nen jana. Oletetaan, ettd AB = a, AD = b. Ei ole mahdollista, ettad joka pisteesta lahtisi

vain yksi a:n pituinen jana (a:n pituisten janojen lukumééra on puolet pisteistd ldhtevien
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a:n pituisten janojen lukumaarasta, koska jokainen jana tulee lasketuksi molempien paate-
pisteidensé kohdalla). Voidaan siis olettaa, ettd A:sta ldhtee toinenkin a:n pituinen jana,
AC'. Jos nyt olisi BC' = a, olisi ABC' tasasivuinen kolmio ja D olisi samalla etaisyydella
b sen kaikista karjistd. Tama ei voi tulla kyseeseen, koska b > a. Siis BC = b. Janoista
CD ja BD toisen pituus on a. Voimme olettaa, ettd tama jana on DC. Janat DC ja
AB ovat joko eri tai samalla puolella suoraa AC. Jalkimmaisessa tapauksessa ABCD
on suunnikas, jonka kaksi sivuparia on a:n pituisia, kaksi b:n pituisia ja lavistajien pituu-
det ovat a ja b. Tama on kuitenkin mahdotonta, koska suunnikkaan lavistajien neliciden
summa (a? + b?) on sama kuin sivujen neliiden summa (2a? + 2b?). Voimme siis olettaa,
ettd BACD on kupera nelikulmio. Olkoon ZABC = «a ja ZADB = 3. Tasakylkisesté
kolmiosta saadaan esimerkiksi ZCBD = (3, ja erityisesti kolmiosta ABD 2a+ 20+ =7
seki Z/CDA = o, Z/DCB = %(ﬂ' — ), ZCAD = «a. Kolmiosta ADC' saadaan néin ollen
a+a+a+ 3(r—3) =7 Kun ratkaistaan, saadaan o = 7 = 36°. Kolmiosta ABC
saadaan nyt sinilauseen avulla

b sin108°  sin72° . Vh+1
- = — = — =2co0s36” = .
a sin 36° sin 36° 2

(Itse asiassa a on nyt séénnéllisen viisikulmion sivu ja b sen lavistdja.) — Toinen tapa

loytas suhde g on tarkastella puolisuunnikasta CDBA, jossa C'D||AB; jos E on pisteen B

1 1
kohtisuora projektio janalla CD, niin CE =b— —(b—a) = 5(6 + a), ja suorakulmaisesta

2
b ? b—
kolmiosta BCE ja DCE saadaan CE? = b — ( + a> =a? — ( 5 a4

2

muotoon b? — ab — a? = 0 ja edelleen g = %

1997.4. Kun z on parillinen, niin f(z) on parillinen, kun = on pariton, niin f(x) on
pariton. Liséksi, jos * = 1 mod 4, niin f(z) = 3 mod 4 ja jos * = 3 mod 4, niin
f(x) =1 mod 4. Selvasti f(0) =0, f(1) =3, f(2) =6 ja f(3) = 5. Todistetaan seuraava
vaite. Jos f(z) = f(y) = = = y, kun z, y < k, niin f(z) = f(y) = = = y, kun
x, y < 2k. Oletetaan siis, ettd = ja y ovat pienempia kuin 2k ja ettd f(z) = f(y). Jos nyt
f(x) on parillinen, niin = = 2t, y = 2u, ja 2f(t) = 2f(u). Koska t ja u ovat pienempia
kuin k, on t = u, joten z = y. Oletetaan sitten, ettd f(x) = 1 mod 4. Silloin x = 3 mod 4;
x=4u—1,ja f(x) = 2f(2u — 1) — 1. Vastaavasti y = 4t — 1 ja f(y) = 2f(2t — 1) — 1.
Lisiksi 2u —1 < 1(du—1) <kja2t— 1<k, joten 2u—1=2t—1,u=tjaz =y. Jos
viimein f(z) =3mod 4, niinz =4u+ 1,y =4t+ 1, u <k, t <k, 4f(u)+3 =4f(t) + 3,
u =t, x = y. Koska kaikille x ja y on olemassa n siten, ettd suurempi luvuista = ja y on
< 2™ - 3, edellinen péattely osoittaa, ettd f(z) = f(y) =z =y.

1998.1. Kun tehtdvan yht&loon sijoitetaan x = y = 0, saadaan 2f(0) = 4f(0), joten
f(0) = 0. Olkoon sitten y = nz, missd n on luonnollinen luku. Nyt saadaan

f(n+ D) = 2f(x) + 2f(nx) — f((n - 1)x).

Téstd saadaan f(2)z = 2f(x) + 2f(z) — f(0) = 4f(z), f(3x) = 2f(x) + 2f(22) — f(x) =
9f(x), Todistetaan, ettd f(nz) = n?f(r). Kiytetdan induktiota. Kaava on tosi, kun

2
> , joka sievenee
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n = 1. Oletetaan, etti f(kz) = k?f(x), kun k < n. Tilléin
F((n+1Dz) = 2f(2) + 2f (nz) — f((n — Dz) = (2+ 20" — (n — 1)) f(2) = (n+ 1)*f(2).

Sits f(nz) = n? f(z). Kun o = 1/q, (1) = f(gz) = ¢ f(x), joten f(1/q) = f(1)/q*. Téisti
seuraa f(p/q) = p*f(1/q) = (p/q)?f(1), joten f(x) = az? jollekin rationaaliluvulle a.
Kiintéen, jos f(x) = az?, niin f(z+y)+ f(x—y) = a(z+y)? +a(z—y)? = 2a22 +2ay? =
2f(z) + 2f(y). Néin ollen f(x) = az? on yhtilon ratkaisu.

1998.2. Kun lasketaan pisteen P potenssi
ympyroiden C; ja Cy suhteen, saadaan PA -
PB = PC-PD = PE - PF. Koska SP on
kohtisuorassa jannettda C'D vastaan, P:n on
oltava C'D:n keskipiste, joten PC' = PD. Sa-
moin saadaan PE = PF. Kaiken kaikkiaan
PC =PD = PE =PF =+PA-PB. Niin
ollen pisteet C, D, E ja F ovat kaikki P-
keskisella ympyralla, jonka halkaisijoita ovat
CD ja EF. Thaleen lauseen perusteella kul-
mat LZECF, ZCFD jne. ovat kaikki suoria.
CDEF on siis suorakaide.

1998.3. (a) Oletetaan, ettd x1, ..., x, on tehtdvissd vaadittu jono. Silloin x1+-- -4z, =
n(n+1)

. Tama summa on jaollinen n:lla, mika on mahdollista vain, kun n on pariton,

(n+1) n(n+1)
2

m mod 2m. Oletetaan nyt, ettd n = 2m + 1 > 1. Vaaditaan, ettd n — 1 = 2m on tekijana
luvussa 1+ - -+x,—1. Koska z1+- - -4+z,-1 = (m+1)(2m+1)—z,, == m+1—=x,, mod 2m,
jal <z, <n,niin x, = m + 1. Seuraavaksi vaaditaan, ettd n — 2 = 2m — 1 on tekijana
luvussa =1 + -+ + xp—2. Koska 1 + -+ 20 = (m+1)2m+1) —z, — xp—1 =
m+1—x, 1mod2m—1lja—-m<m+1—z,_1 <m,onz, 1 =m-+1mod2m—1. Jos
n>3elim>1,onx,1 =m+1=ux,, mika on ristiriita. Siis n = 1 ja n = 3 ovat ainoat
mahdollisuudet. Jos n =1, 1 = 1 on kelvollinen jono. Jos n = 3, on oltava x5 = 2. z; ja
x9 ovat 1 ja 3 kummassa tahansa jarjestyksessa.

jolloin on kokonaisluku. Jos n = 2m, niin =m@2m+1) =2m?* +m =

(b) Olkoon z; = 1. Mééritellddn jono palautuskaavan avulla. Oletetaan, ettd 1, ..., z,—1
on valittu ja ettd ndiden lukujen summa on A. Olkoon m pienin positiivinen kokonaisluku,
jota ei viela ole kaytetty. Jos asetetaan x,11 = m, x,:11a on kaksi rajoitusta:

A4z, =0modn ja A+4+xz,+m=0modn+ 1.

Koska n ja n + 1 ovat yhteistekijattomia, on olemassa y, jolle pitee y = —A mod n,
y = —A —mmodn + 1 ("kiinalainen jdannoslause”) Jos y:hyn lisdtédan tarpeeksi suuri
n(n+1):n monikerta, saadaan luku, jota ei vield ole kdytetty jonoon. Téten jonoa voidaan
aina jatkaa kahdella termilla, ja se tulee sisaltdméan jokaisen kokonaisluvun.
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1998.4. Kun kirjoitetaan Pascalin kolmio mod 2:

havaitaan, etta rivi 1 sisaltaa kaksi rivin 0 kopiota, rivit 2 ja 3 sisaltavat kaksi rivien 1 ja
2 kopiota jne.

Pascalin kolmion perusominaisuudesta (n ; 1> = (p " 1> + (Z) seuraa, etta jos rivin
k kaikki luvut ovat = 1 mod 2, niin rivilla £ + 1 tasan ensimmainen ja viimeinen luku
on = 1 mod 2. Jos k:nnella rivilla vain ensimmainen ja viimeinen luku ovat = 1 mod 2,
niin rivit k, K+ 1, ..., 2k — 1 muodostuvat kahdesta rivien 0, 1, ...k — 1 kopiosta. Koska
rivilla 0 on luku 1, rivi 1 on kahden ykkosen muodostama, 2 ja 3 ovat kahden rivien 0 ja 1
muodostaman kolmion kopioita jne. Tésté padtellddn induktiolla, ettd kaikilla k rivi 2% —1
muodostuu pelkists ykkosisté (siind on kaksi kopiota rivistd 287! — 1 ja rivi 2! —1 =0
on pelkki ykkonen). Téten rivi 2° muodostuu nollista ja piissi olevista ykkosistd. Tasti
seuraa edelleen, ettd rivit 2%, 28 + 1, .... 2Ff1 — 1 ovat kaksi kopiota riveistd 0, 1,
...2F — 1. Olkoon N, rivin, n = 2*¥ +m, m < 2F, parittomien lukujen mééra. Silloin
Ny =2 ja N, = 2N,,. Siis N,, on aina kakkosen potenssi. Todetaan viela, ettd N, = 2P,
missé p on n:n binddriesityksen ykkosten lukuméiri y(n). Koska Ny = 1 = 2¥(0) kaava
pitee, kun n = 0. Luvun n = 2¥ + m biniiriesityksessi on yksi ykkonen enemmén kuin
luvun m binaariesityksessa. Toisaalta N, = 2N, =2 - 2u(m) — gu(m)+1 — gy(n)

k

On viela osoitettava, etta ( ) =1 vain, kun p = 0 tai p = 2. Tami seuraa esimerkiksi

p
k

siita, etta ( ) = 1 kaikilla p, mika taas seuraa edellisesta induktiosta.
p

1999.1. Jos n > 2005, niin f(n) =n —5 > 2000. Olkoon 1 < k < 4. Silloin
2000 — k = f(2005 — k) = F(f(2010 — k)) = £(1999 — k) = F(£(2004 — k)) = £(1993 — k).

Sijoitetaan k = 1. Saadaan 1999 = f(2004) = f(1998) = f(1992). Lisdksi 1995 =
F(2000) = F(£(2005)) = £(1994) ja F(1993) = F(f(2004)) = F(1999) = F(f(2010)) =
£(2005) = 2000. On siis osoitettu, ettd 2000 — k = (1999 — k), kun k£ =0, 1, 2, 3, 4, 5 ja
2000—k = f(1993—k), kun k = 0, 1, 2, 3, 4. Osoitetaan, ettd f(6n+1—k) = 2000—k, kun
n <333 ja0 <k < 5. Tama on jo naytetty toteen, kun n = 333 ja n = 332. Oletetaan,
ettd viite pétee, kun n = m+2 jan =m+1. Silloin f(6m+1—k) = f(f(6m+12—k)) =
FF6(m+2)+1—(k+1)) = £(2000—k—1) = £(1999—Fk) = 2000—k, kun k = 0, 1, 2, 3, 4 ja
F(6m+1-5) = f(6m—4) = f(f(6m+7)) = f(f(6(m-+1)+1)) = £(2000) = 1995 = 2000—5.
Siis véite patee, kun n = m. Kaiken kaikkiaan siis 1999 = 2000 — 1 = f(6n), jos ja vain
josn=1,2,...,334.
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1999.2. On helppo antaa esimerkkeja vaaditunlaisista seitsenkulmioista ABCDEFG,
joissa kaksi kulmaa on 120°. Nama kaksi kulmaa eivat kuitenkaan voi liittya seitsenkul-
mion viereisiin kérkiin: téallainen konfiguraatio olisi symmetrinen karkien vilisen sivun
keskinormaalin suhteen, miké on ristiriidassa sen kanssa, etta seitsenkulmion kaikki sivut
ovat eripituisia. Jos 120° kulmia olisi kolme, niiden tulisi sijaita (esim.) kérjissid A, C ja E.
Koska 120° kehdkulmaa vastaa 240° keskuskulma, kaaret GAB, BCD ja DEF ovat kukin
360° — 240° = 120°. Koska kaaret ovat erillisid, ne peittdavét koko ympyran, joten F' = G,
ja seitsenkulmio surkastuu kuusikulmioksi. 120° kulmia voi siis olla enintaan kaksi.

1999.3. Jos lukujen a ja b suurin yhteinen tekija on d, niin origosta voidaan paasta vain
pisteisiin, joiden koordinaatit ovat jaollisia d:lla. On oltava d = 1. Jos a + b on parillinen,
niin kaikki pisteet (x, y), joihin origosta péadsee, ovat sellaisia, ettd x + y on parillinen.
Osoitetaan, ettd jos d = 1 ja a + b = 1 mod 2, niin kaikkiin pisteisiin padsee. Voidaan
olettaa, etta a > 1 ja b > 1, silla jos ab = 0, voi olla d = 1 vain jos toinen luvuista
a, b on nolla ja toinen 1. Nailla luvuilla kaikkiin pisteisiin paaseminen onnistuu. Koska
d = 1, on olemassa positiiviset luvut r ja s siten, ettd joko ra — sb = 1 tai sb — ra = 1.
Oletetaan, ettd ra — sb = 1. Jos tehdédén r siirtoa (z,y) — (v + a, y + b) ja r siirtoa
(z, y) — (x + a, y — b), tullaan pisteestad (x, y) pisteeseen (x + 2ra, y). Jos tdmén jalkeen
tehdéén s siirtoa (z, y) — (x — b, a) ja s siirtoa (z, y) — (z — b, —a), tullaan pisteeseen
(x + 2ra — 2sb,y) = (z + 2, y). Samoin voidaan konstruoida siirtosarjat pisteestd (x, y)
pisteisiin (z — 2, y), (x, y+ 2), (z, y — 2). Origosta padstéan siis kaikkiin pisteisiin, joiden
molemmat koordinaatit ovat parillisia. Luvuista a, b tasan toinen on pariton; olkoon
a=2k+1, b=2m. Siirto (z,y) — (z+a,y+b) = (x+ 1+ 2k, y + 2m), jota seuraa
k siirtosarjaa (x, y) — (x — 2, y) ja m siirtosarjaa (z, y) — (z, y — 2), johtaa pisteeseen
(r+1, y). Samalla tavalla pééstdan pisteestd (z, y) pisteisiin (x — 1, y) ja (z, y+1). Nain
ollen origosta paasee kaikkiin pisteisiin.

1999.4. Todistettava epayhtalo voidaan kirjoittaa muotoon

(@ va)
n— e _
1 NI 1 < al (7% .

l+a  l4a, - L1

Tama on edelleen yhtapitava epayhtalon

kanssa. Tarkastellaan funktiota

1 T
f(z) =
i%—l

Osoitetaan, etta f on ylospain kupera eli etta

tf(x) + 1 =1)f(y) < flte+ (1 -1)y)
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kaikilla t € (0, 1). Epéyhtild

-1 vy tr+(1—1t)y

t
1+2x l+y 14+te+(1—-1t)y

sievenee muotoon
t*(z —y)* <t(z —y)>,

koska 0 < t < 1, jalkimmaéinen epayhtéld on tosi. [Toinen tapa:

1 2

v L@ <C

fi@) =

Jos toinen derivaatta on negatiivinen, funktion kuvaaja on yléspédin kupera.] Ylospéin
kuperalle funktiolle patee

1 T+t

LU0 + fl) b+ fla)) < 7 (P,

ja téssd yhtdsuuruus vain, jos 1 = x9 = ... = x,. Néin ollen (1) on tosi, ja yhtdsuuruus
vallitsee, kun kaikki a;:t ovat yhta suuria.

2000.1. Olkoon x kolmen eri yhteenlaskettavan summien lukuméara ja y kahden eri
yhteenlaskettavan summien lukumaara. Tarkastellaan rivid, jossa on 3999 numeroitua
laatikkoa ja jokaisessa paritonnumeroisessa laatikossa on punainen pallo. Jokainen tapa

sijoittaa kaksi sinista palloa parillisnumeroisiin laatikkoihin tuottaa 2000:n jaon kolmeksi

1999
yhteenlaskettavaksi. Tapoja sijoittaa siniset pallot on ( 5 = 999 - 1999. Mutta on

3! = 6 eri sijoittelua, jotka tuottavat saman 2000:n jaon kolmeksi eri yhteenlaskettavaksi
3!

ja — = 3 eri jakoa, jotka tuottavat saman 2000 jaon, jossa eri suuria yhtyeenlaskettavia on

kaksi. Koska 2000 ei ole jaollinen kolmella, kaikki sijoittelut antavat joko kolme tai kaksi

eri suurta yhteenlaskettavaa. Siis 6z + 3y = 1999 - 999. Mutta y = 999, koska summassa

kaksi kertaa esiintyvan yhteenlaskettavan arvo voi olla mika hyvansa luvuista 1, 2, ...999.

Ratkaisemalla edellinen yhtalo saadaan z = 998 - 333, joten x + y = 1001 - 333 = 333333.

2000.2. Oletetaan, ettd P,:114 on alkuaan m kolikkoa. Silloin P,,_1:114 on m + 1 kolikkoa,
... ja Pp:lla m + n — 1 kolikkoa. Joka siirrossa henkilo saa k kolikkoa ja antaa pois k + 1
kolikkoa, joten han menettad yhteensa yhden kolikon. Ensimméisen kierroksen jalkeen,
kun P, on antanut n kolikkoa P;:lle, P,:11a on m — 1 kolikkoa, P, _1:l1la m kolikkoa jne.,
kahden kierroksen jalkeen P, :lla on m — 2 kolikkoa, P,_i:1la m — 1 kolikkoa jne. Nain
voidaan jatkaa m:n kierroksen ajan, jonka jalkeen P,:lla ei ole rahaa, P,,_i:11a on yksi
kolikko jne. Kierroksella m + 1 jokainen, jolla on kolikoita, voi ottaa niita vastaan ja antaa
edelleen kuten aikaisemminkin. Rahaton P, ei voi enda antaa pois kolikoita. Han saa
n(m + 1) — 1 kolikkoa P,_;:1td, muttei voi antaa n(m + 1):44 kolikkoa p;:lle. P, _q:114
ei ole kolikoita ja Pj:11a on n — 2 kolikkoa. Ainoa naapuruspari, joista toisella voi olla 5
kertaa niin monta kolikkoa kuin toisella, on (P;, P,,). Koska n —2 < n(m+ 1) — 1, on
oltava 5(n —2) =n(m+1) —1lelin(4d —m) =9. Koskan > 1, on oltavan =3, m =1
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tai n = 9, m = 3. Kokeilemalla nahdaan, ettd molemmat vaihtoehdot ovat mahdollisia.
Ensimmaisessa tapauksessa kolikoiden maara on 34+2+1 = 6, toisessa 114104 --+3 = 63.

2000.3. Tarkastellaan kolmioita AOFE ja

AOD. Niissa on kaksi keskendan yhta

suurta sivuparia ja toista vastinsivuparia vas-

tassa olevat kulmat ovat yhta suuret. Tal-

16in joko AOFE ja AOD ovat yhtenevia tai D

ZAEO = 180° — ZADO. Edellisessa ta-

pauksessa /BEO = ZCDQO, joten kolmiot

EBO ja DCO ovat yhtenevia. Talloin siis . B
AB = AC. Jalkimmaisessa tapauksessa mer- E
kitdan kolmion ABC' kulmia 2a:lla, 25:1la, ja

2v:1la ja kulmaa AFEO d:lla. Kolmion kul-

man vieruskulmaa koskevan lauseen nojalla

saadaan /BOFE = /ZDOC = B+~, d = 20+~

ja 180° — §

= [+ 2v. Kun ndmé yhtalot lasketaan puolittain yhteen, saadaan 3(8 + ) = 180° eli
B+~ =60°. Kun tdmé yhdistetdan yhtdloon 2(a + 8 + ) = 180°, saadaan 2a = 60°.

1 2
2000.4. Merkitaan f <§) = a ja f <§) = b. Kun sovelletaan tehtdvéin epayhtaloa

1
arvoillax:§,y:§jaz:1sekéix:(),y:§jaz:§,saadaan
Lotzb_y, 1 bza_,
2 " b—a— 27 a

Jos olisi a < 0, olisi b —a < 0 ja siis b < 0. Lisaksi olisi 1 —b < 0 eli b > 1. Samanlaiseen
ristiriitaan johtaisi oletus b —a < 0. Siis @ > 0 ja b —a > 0, joten

L(2 o 1y _2(1 2
3\3%973)=>9=313%"3

elia <20—2a,b—a<2a,b—a<2—-2bjal—>b<2b—2a. Naista yhtaloista 1. ja

2 4
3. antavat 3a < 2b ja 3b < 2 + a, joista eliminoimalla b saadaan 3a < 3 + Ea’ a < =
1
Yhtaloista 4. ja 2. antavat vastaavasti 1 4+ 2a < 3b ja b < 3a, joista 1 < 7a, - < a. [Rajoja
. . . .. 4 . 76
voidaan parantaa — tarkat ala- ja ylarajat olisivat 77 ja ﬁ]

2001.1. Jaetaan taso ensin kahdeksi joukoksi sijoittamalla y-akselin suuntaiset neliovyot
vuorotellen kumpaankin joukkoon, valkoisiin V' ja mustiin M Joukoista ANV ja AN
M ainakin toinen sisadltdéd ainakin puolet joukon A neliGistd. Olkoon tama joukko Aj.
Jaetaan ne neliovyot, jotka sisdltéavit A;:n kahdeksi joukoksi E ja F niin, ettd kumpaankin
joukkoon tulee joka toinen vyon nelio. Kummassakaan joukossa olevilla nelioilla ei ole
yhtaan yhteista pistetta muiden samaan joukkoon kuuluvien nelididen kanssa. Nyt ainakin
toisessa joukoista £ N Ay, F'N A; on ainakin puolet joukon A; neliGista ja siten ainakin
neljasosa joukon A nelidistd. Taméa joukko kelpaa joukoksi B.
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1
2001.2. Olkoon g(6x) = f(x). Silloin g on rajoitettu ja g(t+2) = f (é + g), g(t+3) =

f <% + %) ,g(t+5)=f (é + %) jag(t+2)+g(t+3)=g(t)+9g(t+5), g(t+5)—g(t+3) =
g(t+2)—g(t) kaikilla reaaliluvuilla t. Mutta silloin g(t+12) —g(6) = g(t+12) —g(t+10)+
g(t+10)—g(t+8)+g(t+8)—g(t+6) = g(t+9)—g(t+7)+g(t+7)—g(t+5)+g(t+5)—g(t+3) =
gt+6)—g(t+4)+g(t+4) —glt+2)+g(t+2) —g(t)=g(t+6)—g(t). Induktiolla
nahdaén, ettd g(t + 6n) — g(t) = n(g(t + 6) — g(0)). Ellei ole g(t + 6) — g(t) = 0 kaikilla
reaaliluvuilla ¢, johdutaan ristiriitaan sen kanssa, ettd g on rajoitettu. Paatellaan, etta f
on jaksollinen ja ettd ainakin eras jakso on 1.

2001.3. Koska

5
mS—m7+2x6—2m5+3m4—3x3+4m2—4x+§

DO | Ot

= x(x —1)(2% + 22* + 32% + 4) +

jax(zr—1) > 0, kun x < 0 ja = > 1, néilld x:n arvoilla yhtalolla ei ole ratkaisuja. Jos

2
1 1 1
0<z<1,niin0>z(x—1)= (x — 5) ~2 > ~1 jazS+224+3r+4 < 1+2+3+4 = 10.

Lausekkeen arvo on nyt suurempi kuin 1 10 + 5 = 0, joten niillakaan z:n arvoilla

yvhtalolla ei ole ratkaisua.

2001.4. Kuvion alaa merkitaén |- |. Leikat-
koot AD ja BE pisteessa P, AD ja C'F pis-
teessa () ja BE ja C'F pisteessa R. Oletetaan,
ettd P, @ ja R ovat eri pisteita. Ei merkitse
rajoitusta, kun oletetaan, ettd P on B:n ja
R:n ja @ C:n ja R vélissd. Koska |ABP| ja

1
|DEP| eroavat kumpikin §|ABC’DEF|:sta

maaralla |[BCDP|, ABP:a ja DEP:1a on
sama ala. Koska ZAPB = /DPE, on
AP-BP = DP-EP = (DQ+QP)(ER+RP).
Samoin CQ - DQ = (AP + PQ)(FR + RQ)
jaER-FR = (CQ+ QR)(BP + PR). Kun
edelliset kolme yhtaloa kerrotaan keskenaan,
saadaan AB - BP - CQ - DQ - EFR - FR =
DQ-ER-AP-FR-CQ - BP+ positiivisia ter-
meja, jotka sisaltavat PQ:n, QR:n ja PR:n.
Tama on ristiriita. Siis P:n, Q:n ja R:n on
oltava yksi ja sama piste.




25

2002.1. Koska AD < CD, £Z/PDC = /ZDCA <
/ZDAC. Téstd seuraa, ettd kaari C'P on pienempi
kuin kaari C'D, joten P on silla kaarista C'D, joka
ei sisilla A:ta ja B:td. Osoitetaan, ettd kolmiot
ADE ja CBQ ovat yhtenevit. Ympyran sisdan piir-
rettynd puolisuunnikkaana ABCD on tasakylkinen
(koska AB||CD, niin ZBAC = ZDCA, siis BC =
AD). Koska DP|AC, niin ZPDC = ZCAB. Mutta
LEDA = ZCAB (yhté suurta kaarta vastaavat kehé-
kulmat) ja ZPBC = ZPDC (samasta syystd). Siis
/EDA = /ZQBC. Koska ABCD on jannenelikulmio,
on ZEAD = 180° — ZDAB = /ZDCB. Siis ZEAD = ZQCB. Kolmiot ADE ja CBQ
ovat siis yhtenevét (ksk). Mutta silloin FA = QC. Koska liséksi EA||QC, niin EACQ on
suunnikas. Suunnikkaan vastakkaisina sivuina AC' ja EQ ovat yhté pitkét.

2002.2. Olkoon siind maljassa, josta pallo siirretdan, alkuaan n palloa ja olkoon niissa
olevien lukujen summa a. Olkoon vastaavasti m toisen uurnan pallojen maéaré ja b palloissa
olevien lukujen summa. Jos ¢ on siirrettavassa pallossa oleva luku, niin tehtavan ehdoista
seuraa

a—q:ngm,
n—1 n
b b
m+1 m

eli

a=nqg+nn-1)z
b=mqg—m(m+ 1)x.

1
Koskan+m =N jaa+b= 5N(N+1), saadaan
1
iN(N—i—l):Nq—i—m(nQ—mQ—N):Nq+mN(n—m—1)

1 1
jag=3(N+1)—z(n—m—1),b= 5m(N+1)—mmn. Nytb> 1424 --+m = §m(m—|—1).

1 1 1 1
Siis §(N+1)—mn = §(m+n+1)—mn > §(m+1) eli g—mn > 0. Siisz < 3 Yhtasuuruus

T = 3 saavutetaan, kun ensimmaisessa maljassa ovat pallot numerot m+1, m+2, ..., N
ja jalkimmaisessa pallot 1, 2, ..., m ja kun ¢ = m + 1.

2002.3. Olkoon P(z) = (z + b1)(x + b2)---(x + b,). Olkoon P(a;) = P(az) = ... =
P(ay,) = d. Silloin ai, as, ..., a, ovat n:nnen asteen polynomin P(z) — d nollakohdat.

Siis P(z) —d = c¢(z — a1)(x — az) - - - (v — ay). Koska P(z):mn ja P(z) — d:n n:nnen asteen
termit ovat samat, on oltava ¢ = 1. Nyt P(—b;) = 0 kaikilla b;. Siis kaikilla j on

—d = (=bj —a1)(=bj —az) - (=bj — an) = (=1)"(a1 + bj)(az + b;) - - - (an + bj),

mista vaite seuraakin.
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2002.4. Kirjoitetaan tarkasteltavat luvut n = ag + 10a; + 10%2as + - - - + 108ag muotoon

ap + (11 — Day + (99 + Dag + (1001 — 1)as + (9999 + 1)ay + (100001 — 1)as
+(999999 + 1)ag + (10000001 — 1)az + (99999999 + 1)asg
= (ap —a1 +as —az +aqg —as + ag — ar +ag) + 11k
=(ap+ay1+---+ag)—2(a; +as+as+ar)+ 11k =44+ 1+ 11k — 2(a; + ag + a5 + az).

Luku n on jaollinen 11:114 silloin ja vain silloin, kun 2(a; + a3 + a5 + a7) — 1 on jaollinen
11:114. Olkoon s = ay +az+as+ar. Silloin 1+2434+4=10<s<6+74+8+9=30
ja 19 < 2s — 1 < 59. Ainoat 11:11a jaolliset parittomat luvut halutulta véalilta ovat 33 ja
55, joten s = 17 tai s = 28. Jos s = 17, joukon A = {ay, as, as, a7} pienin alkio on 1 tai
2 (34+4+5+6=18). Kdymalla lépi eri mahdollisuudet ndhdéén, ettéd eri joukkoja A on
9: {2,4, 5,6}, {2, 3,5, 7}, {2,3, 4,8}, {1,4,5, 7}, {1, 3,6, 7}, {1, 3, 5, 8}, {1, 3, 4, 9},
{1, 2, 6, 8} ja{l, 2, 5, 9}. Kun s = 28, A:n suurimman alkion on oltava 9 (54+6+7+8 = 26)
ja toiseksi suurimman 8 (5+ 6 + 7+ 9 = 27). Ainoat mahdollisuudet ovat {4, 7, 8, 9} ja

9 9-8-7-6
{5, 6, 8, 9}. Eri tapoja valita joukko A on (4 = 5.3.4 = 126 kappaletta. Naista
11:114 jaolliseen lukuun johtavia on edellisen mukaan 9 + 2 = 11. Todennékéisyys, etta
11 1
valittu luku olisi jaollinen 11:114 on siis — < — =

126 121 11

2003.1. Koska rivien tai sarakkeiden keskinaisen jarjestyksen vaihto ei vaikuta rivien tai
sarakkeiden kivilukumaériin eikd myoskaan mustilla ruuduilla olevien kivien lukumaariin,
voidaan rivit ja sarakkeet jarjestaa niin, etta ruudukon vasemman ylakulman ja oikean ala-
kulman 5 x 7-osasuorakulmiot ovat mustia ja muut kaksi samankokoista osasuorakulmiota
valkoisia. Jos nyt mustilla ruuduilla olisi pariton maara kivia, jommassakummassa mus-
tassa suorakaiteessa olisi pariton maara kivia ja toisessa parillinen. Koska kivien maara
on kaikkiaan parillinen, olisi toisessa valkeassa suorakaiteessa pariton ja toisessa parillinen
maara kivia. Mutta nyt syntyisi joko viiden rivin tai seitseman sarakkeen joukko, jossa
olisi parillinen maéara kivia. Tama taas ei ole mahdollista, koska jokaisessa rivissa ja jokai-
sessa sarakkeessa on pariton maara kivia, joten parittomalla maaralla sarakkeita tai riveja
on pariton maara kivia.

2003.2. Tunnetun kaavan (jonka voi keksié esim. toteamalla, etté jos vasemmanpuoleinen
lauseke on x:n polynomi, niin x = —(y + 2z) on sen nollakohta) mukaan

w34y 2 = Bayz = (v +y+2) (2 oy + 22—y —yz — 2m)

%w—yf+%y—ZV+%z—wV
5 .

=(zx4+y+=z

Tulon jalkimmainen tekija on ei-negatiivinen. Kokeilemalla ndhdaan, ettd 2003 on alku-
luku. Tehtéivin ratkaisuluvut toteuttavat siis joko ehdon x +y +2 = 1ja (x — y)? + (y —
2)?2 + (z — )% = 4006 tai z +y + z = 2003 ja (x — y)?> + (y — 2)® + (z — x)? = 2. Koska
nelicluvut antavat kolmella jaettaessa jakojaannoksen 0 tai 1. edellisessa tapauksessa ta-
san kaksi nelidistia (x — y)?, (y — 2)? ja (2 — x)? on kolmella jaollisia. Tamé on selviisti
mahdotonta. On siis oltava x +y + 2z = 2003 ja (x — y)* + (y — 2)* + (2 — 2)? = 2. Tama
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onnistuu silloin ja vain silloin, kun nelicista yksi on = 0 ja kaksi on = 1. Luvuista kahden
on oltava samoja ja yhden erottava naista yhdella. Helposti nahdaan, etta luvuista kahden
on oltava = 668 ja yhden = 667. Alkuperaiseen yhtaloon sijoittamalla nahd&an, etta taméa
valttamaton ratkaisuehto on myos riittava.

2003.3. Kierretaan kuviota vastapaivaan c
60° pisteen C' ympari. Koska ABC on ta-
sasivuinen, ZBAC = 60°, joten A kuvautuu
B:ksi. Olkoon D:n kuva E. Kierron omi-
naisuuksien takia AD = BE ja /BEC =

150°. Koska kolmio DEC' on tasasivuinen, E
DE = DC ja ZDEC = 60°. Mutta nain

ollen ZDEB = 150° — 60° = 90°. Tehta- D

van janojen pituiset janat ovat suorakulmai-

sen kolmion DBFE sivut. ;_\ -B

2003.4. Tehtavan yhtélosta seuraa, kun z # vy,
f) + flx—y) = flylz —y)f(z)).
Koska f(y) # 0, ei voi olla f(z —y) = f(y(x —y)f(x)) eikd siis x — y = y(z — y) f(z).

Milldan = # y ei siis saa olla y f(z) = 1. Tésta seuraa, ettd on oltava f(x) = —. On helppo

8=

nahda, ettd funktio f, f(x) = l, todella toteuttaa tehtévan ehdon.
T

2004.1. Olkoot pallojen lukumaérat punaisessa maljassa P, sinisessa S ja keltaisessa K.
Keskiarvoehdosta seuraa, ettd S < 5 (palloja, joiden numero on < 3 on enintdén kaksi,
joten palloja, joiden numero on > 3, voi olla enintdén 2). P, S ja K toteuttavat yhtalot

P+ S+ K =27
27
15P + 35+ 18K = > j=14-27 =378,

j=1
Kun naista eliminoidaan S, saadaan 4P+5K = 99. Kokeilemalla huomataan, etta yhtalon
toteuttavat positiiviset kokonaislukuparit ovat (P, K) = (21, 3), (16, 7), (11, 11), (6, 15)
ja (1, 19). Kaksi viimeista ei kuitenkaan toteuta ehtoa S = 27 — (P + K) < 5. On vield
tarkistyettava, ettd kolme ensimmaista ovat mahdollisia. Tapauksessa P = 21, voidaan

valita punaiseen maljaan pallot 5, 6, ..., 25, siniseen 2, 3 ja 4; tapauksessa P = 16
punaiseen 7, 8, ..., 14, 16, 17, ..., 23, siniseen 1, 2, 4 ja 5 seka tapauksessa P = 11
punaiseen 10, 11, ... 20, siniseen 1, 2, 3, 4, 5. Punaisessa maljassa voi siis olla 21, 16 tai
11 palloa.

2004.2. Fibonaccin jono on muodostamisperiaatteensa mukaisesti jaksollinen modulo ko-
konaisluku, kaikilla kokonaisluvuilla. Joillakin kokonaisluvuilla jaksoon eivat kuulu kaikki
mahdolliset jakojaannokset. Esimerkiksi modulo 11 jono on 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 2, 10, 1,
0, 1, 1, ... Jonossa ei ole esimerkiksi lukua 4. Nain ollen mikaan luku, joka on muotoa
4 + 11k ei ole Fibonaccin luku; tassa onkin kysytynlainen aritmeettinen jono.
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2004.3. Lasketaan ensimmadista indeksia modulo n, ts. z1x = xp41,%. Olkoon M; =
max; ;i ja my = min; xj,. Selvésti (My) on vdhenevd ja (my) kasvava jono. Lisdksi
M1 = My, vain, jos i = %41, = My, jollain jm arvolla. Jos tasan p perakkaista lukua
x ;i = My, niin tasan p — 1 perakkaista lukua x; 41 = My = Mj41. Nain ollen aarellisen
monen askelen jalkeen tullaan tilanteeseen M}y 1 < Mj. Vastaavasti myy1 > my joillain
k. Jos kaikkien jonojen kaikki luvut olisivat kokonaislukuja, myos kaikki my:t ja Mp:t
olisivat kokonaislukuja. Asrellisen askelméirian jalkeen my, = Mj, ja kaikki luvut x;; ovat
samoja. Talloin on oltava o1 p—1 + T2 k-1 = Top—1 + T3 k-1 =" = Tp—1,k—1 + Tn k-1 =
Tnk—1 + T1k—1. Jos m on pariton, on T x—1 = T3 k-1 = *** = Ty k-1 J& T k-1 =
Tp—1k—1 = -+ = Tgp—1. Mutta samoin olisivat kaikki luvut z;,_» samoja ja edelleen
kaikki luvut x,, samoja. Jos m on parillinen, kaikki z;;:t voivat olla kokonaislukuja:
olkoon esimerkiksi 11 =231 = =xp—11 =0, T21 = T41 = -+ = Tp,1 = 2. Silloin
jokainen x5 =1, k > 2.

2004.4. 1. ratkaisu. Tunnetun (Eulerin) lauseen nojalla kolmion sisdén piirretyn ympyrén
séde r ja ympéri piirretyn ympyrén side R toteuttavat epéyhtdlon 2r < R (Itse asiassa kol-
mion sisaan ja ympaéri piirrettyjen ympyroiden keskipisteiden etéisyys d toteuttaa yhtalon
d?> = R(R — 2r)). Kolmion ala A voidaan lausua toisaalta muodossa

A= 2(a—|—b—|—c)

toisaalta sinilauseen avulla muodossa

1 abe
A——b = - —
ab sin 1R
Nain ollen
1 1 1 a+b+ec 2A 1 1 1
— == = >
ab  bec  ca abc r 4RA 2rR — R?

2. ratkaisu. Olkoot a < b < ¢ Silloinb=a+zxjac=a+zxz+y, x>0,y >0. Nyt
abc—(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)=ala+z)(a+z+y)—(a—y)(la+2z+y)(aty) =
ar?®+ary+ay?*+2xy*+y> > 0. Siis abe(a+b+c) > (a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c) =

abc
16A2. Viimeinen yht#lé perustuu Heronin kaavaan. Kun téhin sijoitetaan A = 1R (vrt.
1. ratkaisu), saadaan sievennyksen jélkeen
> abe
a+b+c T

josta vaite seuraa.
2005.1. Olkoon

a:ZaklOk, 0<ar <9, kin0<k<n-1,1<a, <09.

Asetetaan

n
1l
k=0
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Koska
25
fla) = 9~ 211 > 0,
. 8 1688 . . . . .
niin a > 35" 211 = 55 > 66. Koska f(a) on kokonaisluku ja 8:n ja 25:n suurin yhteinen

tekijd on 1, niin 8 | a. Toisaalta
fla) < 9" g, <10"a, < a.

Siis
25
ga —211<a

1688
eli a < 7 <211 = ETa < 100. Ainoat 66:n ja 100:n valissd olevat 8:n monikerrat ovat

72, 80, 88 ja 96. Kokeillaan niitd: 25-9 —211 =14 =7-2,25-10 - 211 =39 # 8-0,
25-11—-211=64=28-8,and 25-12—211 =89 # 9-6. 72 ja 88 ovat siis ainoat ratkaisut.
2005.2. 1. ratkaisu. Kaytetaan raakaa voimaa. Kun yhtalon lausekkeet tehdaan saman-
nimisiksi, sulkeet poistetaan ja samanmuotoiset termit yhdistetaan, epayhtalo saadaan
yvhtapitavaksi epayhtéalon

0 < 2a*+2b4+2c* +a3b+a c+ab® +b3 c+acd +be® —2a2b? —20% > —2a? ? —2abc? —2ab* c—2abe

=a + b — 2a%0% + b + ¢t — 2027 + ¢t + at — 2432
+ab(a® + b* — 2¢?) + be(b? + ¢ — 2a?) + ca(c? + a® — 2b?)
_ (a2 . b2>2 + <b2 . 62)2 + (62 . CL2)2
+ab(a — b)? + be(b — ¢)? + calc — a)? 4 ab(2ab — 2¢?) + be(2be — 2a?) + ca(2ca — 2b°)

kanssa. Oikean puolen kuusi ensimmaista termia ovat ei-negatiivisia ja viimeiset kolme
voidaan kirjoittaa muotoon

2a2b% — 2abc? + 2b%¢? — 2a%be + 2¢%a® — 2ab’c
= a?(b* + ¢ — 2bc) + b*(a® + ¢* — 2ac) + c*(a* + b* — 2ab)
=a*(b—c)* +b*(c—a)®*+c*(a—1b)* >0.

Tehtavan epayhtalo on siis tosi.

2. ratkaisu . Epayhtalo on yhtapitava epayhtalon

2(a*(a+b)(a+c)+b?(b+c)(b+a)+F(c+a)c+b) > (a+b+c)(a+b)(b+c)(c+a)

Koska a + b 4 ¢ on positiivinen, epayhtialo on yhtapitava epayhtalon
2(a® +b° + ¢ 4 abe) > (a4 b)(b+ ¢)(c + a) (1)
kanssa. Kun oikeasta puolesta poistetaan sulkeet ja vahennetaan 2abc, saadaan epayhtalo

2(a® + 1% + ¢*) > (a®b + b%c + ?a) + (ac + b2a + D),
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joka edelleen on alkuperaisen epayhtalon kanssa yhtapitava. Mutta nyt voidaan kahdesti
kayttaa tunnettua epayhtaloa

P4yt 422 >y +yte+ % el P —y)+yiy—2) + 2 (z—2) >0, (2)

ja todistus on valmis. [Epédyhtéalon (2) todistus: Voidaan olettaa, ettd x > y, x > z. Jos
y > z, kirjoitetaan z —x = z — y +y — 2, jolloin saadaan alkuperaisen kanssa yhtapitava ja
tosi epiyhtils (y? — 22)(y — 2) + (22 — 2%)(z — y) > 0. Jos z > y, kirjoitetaan puolestaan
T —y=x—2z+2z—y, jolloin saadaan (22 — 22)(x — 2) + (z? —y?)(z —y) > 0]
3. ratkaisu. Epayhtalo on symmetrinen a:n b:n ja c:n suhteen. Voidaan siis olettaa, etta
a>b>c. Siis
1 1 1
> > .
b+c  c+a a+bd

Tsebusevin epayhtalon perusteella on

2a? 202 2¢2 2 1 1 1
> 2002 4 b2 2 ' 1
b—i—c+c—|—0L+0H—b_3(a+ +c) b—|—c+c—|—a+a—|—b (1)

Kaytetaan sitten potenssikeskiarvoepayhtaloa, jonka perusteella saadaan.

a? + b% + 2 S a+b+c 2
3 - 3 '

Siis
2a? 2b? 2¢?
+ +
b+c¢c c+a a+b

2 1 1 1
> = 2 : 2
_9(a+b+c) <b+c+c+a+a+b) 2)

On viela osoitettava, etta

datbte) [+ 1 L )5y (3)
@ ¢ b+c c+a a+b)

Mutta tdméa seuraa harmonisen ja aritmeettisen keskiarvon valisestd epayhtalosta

3 <x+y+z
11 1~ 3 ’
r Yy =z

kinz=a+b,y=b+c, 2z=c+a.

2005.3. Olkoon tyttojen lukumaéra ¢ ja poikien p. Sanotaan, ettd tyton asema on aika
vahva myotdpaivdan, jos hanestd myotapaivaan laskettuna tyttojen luku on aina suurempi
kuin poikien luku. Tytto, jonka vasemmalla puolella on poika, ei ole aika vahvassa ase-
massa. Toisaalta pari, joka koostuu tytosta ja tatd heti seuraavasta pojasta ei vaikuta
sithen, ovatko muut tytot aika vahvassa asemassa. Voimme siis poistaa kaikki tallaiset
parit. Jéljelle jaa ainakin ¢ — p tyttod, jotka kaikki ovat (myotapédivédn) aika vahvassa
asemassa. Samanlainen lasku vastapaivaan, osoittaa, ettd ainakin ¢ — p tyttoa on aika
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vahvassa asemassa vastapaivddn. Koska tehtdvén luvuin ¢ > 2p eli 2(¢ — p) > t, ainakin
yksi tytto on aika vahvassa asemassa molempiin suuntiin. Tallainen tytto on vahvassa
asemassa.

2005.4. Piirretdaan ympyran C, tangentti
CH pisteeseen C. Tangentin ja janteen véa-
lista kulmaa koskevan lauseen nojalla kulmat
ABH ja ACH ovat molemmat yhtd suuria
kuin BA:n ja ympyroiden pisteeseen A piir-
retyn yhteisen tangentin valinen kulma. Kul-
mat ABH ja AC'H ovat siis yhta suuret, ja
CH|BE. Mutta tésté seuraa, ettd C on kaa-
ren DE keskipiste. Tasta seuraa edelleen,
ettd kulmat CEB ja BAFE ovat yhtd suu-
ret, ja CE = CD. Koska kolmioissa AEC
ja CEB on myo6s yhteinen kulma ECB, ne
ovat yhdenmuotoiset. Siis

CB_CE
CE AC’

ja CB - AC = CE? = CD?. Mutta pisteen potenssia ympyrin suhteen koskevan lauseen
perusteella CB - CA = CG? = CF?. Olemme todistaneet, etti CD = CE = CF = CG,
joten pisteet D, E, F ja G ovat samalla C-keskiselld ympyralla.

2006.1 Olkoot F ja F' ne puolisuorien AB ja AC' pis-
teet, joille AE = AF = AB + AC. Olkoon M ja N
janonen AF ja AF keskipisteet ja D janojen AE ja AF
keskinormaalien leikkauspiste. D ei riipu B:n ja C'n
sijainnista, vain suureesta AB+AC. Koska AB = C'F,
on BM = NC'. Suorakulmaisissa kolmioissa AM D ja
AND on AM = AN, joten kolmiot ovat yhtenevét
(suorakulmainen ssk). Siis DM = DN. Mutta

silloin my6s suorakulmaiset kolmiot BM D ja C'N D ovat yhenevit (sks). Taten LZACP =
ZPBM. Nelikulmiossa ABDC' on C-kérjen kulma yhta suuri kuin B-kérjen kulman vie-
ruskulma, joten ABCD on jannenelikulmio.

2006.2. Olkoon (z, y, z) yhtdléryhméan ratkaisu. Koska

1 ky—1 1
c=k—-="Y ja 2= —,
Yy y k—y

on .
Y
=k
k;—y+ky—1 ’

miki sievenee muotoon
(1—k)(*—ky+1)=0.
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Siis joko |k| =1 tai

k=y+ 1

Y
Jalkimmainen vaihtoehto sijoitettuna alkuperaisiin yhtaloihin antaa heti x = y ja z = .
Ainoa mahdollisuus on £ = +1. Jos k = 1, esimerkiksi z =2, y = —1ja z = 5 on ryhman
ratkaisu, jos k = —1, kelpaavat askeisten vastaluvut. Ainoat mahdolliset k:n arvot ovat

siis 1 ja —1.

2006.3. Tarkastellaan lauseketta ° + 487 modulo 4. Selvisti z = 0 = 2% 4+ 487 = 3,
r=1=224+487T=0;2=2=2°+487 =3 jaxz = 3 = 2° + 487 = 2. Tunnetusti
nelicluuvt ovat = 0 tai = 1 mod 4. Jos tutkittavassa jonossa on parillinen nelicluku,
kaikki loput jonon luvut ovat joko = 2 tai = 3 mod 4, eivatka siis neliclukuja. Jos
jonossa on pariton nelioluku, sitd seuraava jonon luku voi olla parillinen nelicluku, mutta
kaikki loput jonon luvut ovat ei-neliolukuja. Jonossa voi siis olla enintaan kaksi neliolukua.
Talloin ensimmainen nelioluku on samalla jonon ensimmainen luku, silld mikadn jonossa
toista lukua seuraava luku ei toteuta ehtoa x = 1 mod 4. Etsitdin sellaiset luvut k2, etti
k'O + 487 = n?. Koska 487 on alkuluku, on oltava n — k> = 1 ja n + k° = 487 eli n = 244
ja k = 3. Tehtdvin ainoa ratkaisu on siis m = 32 = 9.

2006.4. Olkoon R; i:nnen vaakarivin ruutujen varitykseen kaytettyjen varien maara ja
C; jmnen pystyrivin ruutujen varitykseen kaytettyjen varien maard. Olkoon 7 niiden
vaakarivien maara, joilla esiintyy vari k ja olkoon ¢ niiden pystyrivien maara, joilla esiintyy
vari k. Aritmeettis-geometrisen epéyhtalon perusteella rp + ¢ > 2,/rrci. Koska véri k
esiintyy enintaan ci kertaa jokaisella niista ry:sta pystyrivista, joilla se esiintyy, niin cirg
on > kuin varin k esiintymien kokonaismaara, joka on 100. Siis r; + ¢ > 20. Summassa
qu R; jokainen véri k antaa kontribuution 7 kertaa ja summassa Z;iol C; jokainen viri
k antaa kontribuution ¢ kertaa. Nain ollen

100 100 100 100 100
STRAYCi=> "+ > en= (re +cx) > 2000,
=1 j=1 k=1 k=1 k=1

Mutta jos 200 positiivisen kokonaisluvun summa on ainakin 2000, niin ainakin yksi yh-
teenlaskettava on ainakin 10. Viite on todistettu.

2007.1. Yhtalo on sama kuin
z(x —2) =223 (3y)%

Kokeilemalla todetaan, ettd 223 on alkuluku. Jotta yhtalolla olisi kokonaislukuratkaisu,
on joko luvun zx tai luvun x — 2 tekijana oltava 223. Kokeillaan x — 2 = 223. Silloin
r =225 = 15? ja z(x — 2) = 223 - (3 - 5)?. Saadaan siis ratkaisu (z, y) = (225, 5).

2007.2. Valitaan mielivaltainen kolmion sisapiste P. Piirretaan P:n kautta annetun suo-
ran suuntainen suora ja annettua suoraa vastaan kohtisuora suora. Ne leikkaavat kolmion
sivut pisteissd A, B, C ja D. Koska nadmé nelja pistettd kukin kuuluvat johonkin tehta-
van kolmesta suorakaiteesta, ainakin yksi suorakaiteista, erimerkiksi R, sisdltaa pisteista
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kaksi, esimerkiksi pisteet A ja B. Jos A, B ja P ovat samalla suoralla, jana AB kuuluu
kokonaan suorakaiteeseen R ja siten myos piste P kuuluu R:dan. Jos ZAPB on suora
kulma, niin murtoviiva APB, jonka sivut ovat R:n sivujen suuntaisia, kuuluu kokonaan
suorakaiteeseen R. Siis P kuuluu R:a&n.

2007.3. Anne voi ensimmiiseksi siirrokseen korvata 102007 luvuilla 22997 ja 52007, In-

duktiolla ndhdaan, ettd Anne voi pelata niin, ettd hénen siirtonsa jalkeen taululla ovat
luvut 2%, 292 ... 2% ja 5t 5%*2 ... 5% . Ensimmaisen siirron jalkeen nain on. Jos
asetelma on tallainen, Berit voi poistaa luvun p®/ tai kirjoittaa luvun p® paikalle luvut
po‘;‘ ja po‘j_o‘;‘. Silloin Anne voi aina tehd& joko siirron, jossa (7 — p)® poistetaan tai
(7 — p)® korvataan luvuilla (7 — p)® ja (7 — p) 7. Annen siirron jiilkeen tilanne on
jalleen samanlainen kuin ennen Beritin ja Annen siirtoja. Anne ei siis voi havitd. Etta
Anne myos varmasti voittaa, nahdaan siitd, ettd jokainen luvun poisto pienentad taululla
olevien lukujen summaa, ja koska (a —1)(b—1) = ab— (a+b) + 1, niin ab > a + b paitsi jos
a = b = 2. Luvun jakaminen kahden luvun tuloksi siis myos pienentaa summaa. Jokaisessa
Annen ja Beritin siirtoparissa taululla olevien lukujen summa pienenee, joten peli ei voi

jatkua mielivaltaisen pitkdan. Annella on siis voittostrategia.

a; —«

2007.4. Olkoot I'; tehtavan ympyréa ja I's ympyra,
jonka halkaisija on BC. Olkoot A:sta I's:lle piirretty-
jen tangenttien sivuamispisteet S’ ja T ja @ janojen
ST ja S'T' leikkauspiste. Lasketaan pisteen A po-
tenssi ympyroiden I'y ja I', suhteen: AS? = AT? =
AB - AC = AS"? = AT". Pisteet S, T, S’ ja T’ ovat
siis samalla A-keskiselld ympyralla I'. Olkoon @ jano-
jen ST ja S’T' leikkauspiste. Pisteen @) potenssi I':n
suhteen on QS - QT = QS’ - QT'. Mutta naista yhta
suurista tuloista edellinen on @:n potenssi I';:n
suhteen ja jalkimmaéinen @Q:n potenssi I's:n suhteen. Pisteet, joilla on sama potenssi kahden
eri ympyran suhteen, muodostavat ympyroiden radikaaliakselin; jos ympyrat leikkaavat
toisensa kahdessa pisteessa, radikaaliakseli on naiden pisteiden kautta kulkeva suora. Piste
Q on siis suoralla AB ja suoralla ST, joten Q = P. Olkoon nyt I's:n side r ja keskipiste
O ja olkoon AO = a ja PO = b. Yhdenmuotoisista suorakulmaisista kolmioista AOS’ ja
OS'P saadaan

b

a r

eli ab = r?. Nyt
AP_a—b_aQ—ab_(zQ—TQ_a—r_AB_2AB
PC  b+r ab4+ar 124a r  BC TBC’

2008.1. Olkoot f, A, B ja C tehtavan mukaisia. Olkoon z jokin reaaliluku. Asetetaan
z =z— f(0)jay = 0. Silloin f(z) = f(z— f(0)+ f(0)) = A(z— f(0)) + B-0+C =
Az—Af(0)+C. On siis olemassa luvut a ja b niin, ettd f(z) = az+0b kaikilla reaaliluvuilla z.
Taten Az +By+C = f(z+f(y)) = a(z+ f(y))+b = ar+a(ay+b)+b = ar+a®y+(a+1)b.
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Mahdollisia kolmikkoja (a, B, C) ocat siis kolmikot (a, a2, c), missi ¢ on mielivaltainen ja
a # —1 on mielivaltainen, sekid (—1, 1, 0).

2008.2. Osoitetaan induktiolla, ettd dominoivia pareja on vahintaan n — 3 kappaletta.
Jos n = 3, jokaiset kaksi henkil6a istuvat vierekkain, joten dominoivien parien maara on
0 = 3 — 3. Oletetaan, ettd kun henkil6itd on n, dominoivia pareja on ainakin n — 3.
Olkoon poydan aaressa m + 1 henkilod. Jos aakkosissa viimeinen istujista, sanokaamme
Z, poistuu, Z:n kahta puolta istuneet henkilot, jotka muodostivat dominoivan parin, eivat
enaa ole dominoiva pari. Jokainen muu dominoiva pari on edelleen dominoiva, silla tallaisen
parin dominoivuus on perustunut siihen, ettd heidan valissaan on muitakin aakkosissa
myohempia kuin Z. Koska n:n istujan joukossa oli ainakin n — 3 dominoivaa parin, on
n+ 1:n istujan joukossa ainakin n—3+1 = (n+1) — 3 dominoivaa paria. — Toisaalta, koska
sama prosessi, aakkosissa viimeisen poistuminen joukosta, vahentdd dominoivia pareja
tasan yhdelld ja 3:n joukossa ei ole dominoivia paareja, on dominoivien parien maaran
oltava tasan n — 3, eli n — 3 on todella dominoivien parien pienin mahdollinen maéara.

2008.3. Koska FG|BC, ZFGB = ZGBC; kehikul-
malauseesta seuraa nyt, ettda ZGAC = ZBAF ja siis
LGAB = LCAF = ZCED, (koska ED| AF). Liséksi
kehékulmalauseen nojalla ZAGB = ZACB. Siis kol-
miot ABG ja EDC' ovat yhdenmuotoiset. Koska AD
on kulman C'AB puolittaja,

AC

DC=—""7 .
C=ActaB

BC.

koska BE on kulman ABC puolittaja,

BC

EC=2157B0"

AC.

Mutta vaite seuraa nyt edella todistetusta kolmioiden yhdenmuotoisuudesta:

AG EC AC+ AB

BG DC AB+BC’

— Tama kuvion perusteella ilmeinen todistus on kuitenkin sikali puutteellinen, etta se

olettaa, ettd LZAGB = ZACB, miki taas edellyttaé, ettd G ja C ovat samalla puolella

suoraa AB. On siis todistettava, etd nain todella on. Oletetaan ensin, ettd BC = a <

b= AC. Merkitdan /BAF = z. Jos x < v = ZBCA, niin F on kaarella AC eri puolella

suoraa AB kuin C; talloin G tulee olemaan samalla puolen suoraa AB kuin C. Merkitaan
viela AB = ¢, ZCAB = a ja ZABC = (3. Kolmiosta EDC saadaan sinilauseen nojalla

sin(ZCED)  sinfa+z) DC a+c

sin(ZEDC)  sin(8—x) EC b+c

Koska kaavassa esiintyvé z:n funktio on kasvava, x on pienempi kuin yhtélon sin(a +z) =

1 1
sin(# — z) ratkaisu i(ﬁ — «). On helppo ndhdé, ettd i(ﬁ —a) <. Josb < a, on

<1
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torjuttava pisteen F' joutuminen sille kaarista AC, joka on eri puolella suoraa AC kuin
B; tata varten riittda osoittaa, ettd /FAB < «. Todistus voidaan suorittaa samalla
tekniikalla kuin tapauksessa a < b.

2008.4. Oletamme, ettii (m+1)3—m?3 = n?. Silloin n on pariton ja 4(3m?+3m+1) = (2n)?
ja3((2m)2 +2-2m+1) = (2n)%2 — 1 eli 3(2m +1)%2 = (2n — 1)(2n + 1). Jos parittomilla
luvuilla 2n — 1 ja 2n + 1 olisi yhteinen tekija, se olisi lukujen erotuksen 2 tekija ja siis 2.
Yhteisia tekijoita ei ole, joten toinen luvuista on parittoman luvun neli6 ja toinen jaettuna
3:1la on nelié. Jos olisi 2n + 1 = (2t + 1)?, olisi 2n = 4t + 4¢, ja n olisi parillinen. Siis on
oltava2n — 1= (2t +1)? elin =212 +2t + 1 =2 + (t + 1)2.

2009.1. Olkoon kolmio ABC ja leikatkoot

P:n kautta piirretyt suorat kolmion sivut pis- 2N

teissa D ja E, I ja G sekd H ja I. Kolmiot /N O

ABC, DEP, PFG ja IPH ovat kaikki yh- N e
denmuotoisia ja BD = IP, EC = PF. Jos ) SN
BC = a, IP = a1, DE = ay ja PF = as, / 2NN
niin a1 +as+as = a. Koska yhdenmuotoisten D s e
kuvioiden pinta-alojen suhde on vastinsivujen

suhteen nelio, niin kolmioiden alat ovat ka?,

ka3, ka3 ja ka3, missi k on kolmioiden muo-

dosta riippuva verrannollisuuskerroin. Mutta

nain ollen
_ ka? + ka3 + ka3 at + a3 + a3

/ ka? ~ (ay +ag +a3)?’

On tunnettua, etta aritmeettinen keskiarvo on pienempi tai yhta suuri kuin kuin neliollinen

keskiarvo eli
(a1 +az+as)* _ af+a5+aj

9 - 3 ’
ja keskiarvot ovat samat jos ja vain jos a; = as = ag [Jos halutaan, todistus: (a — b)? +
(b—2c)?+ (c—a)® >0 = 2a® + 20> + 2¢* > 2ab + 2bc + 2ca = 3a® + 3b% + 3¢ >
a? + b% + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca = (a + b + ¢)?; ensimmiisessd epiyhtilossi ja kaikissa
seuraavissakin on yhtésuuruus, jos ja vain jos a = b = c¢.] Mutta tdmé on yhtépitavéa sen

1
kanssa, etta f > 3"

Yhtasuuruustilanteessa on siis a; = as = a3. Kolme pikkukolmiota ovat yhtenevia. Silloin
my6s CF = FG = GA ja AH = HI = IB. Koska kolmiot AI'F' ja ABC ovat yhdenmuo-
toisia ja P on IF:n keskipiste, AP:n jatke puolittaa sivun BC. P on siis kolmion ABC
A:sta piirretyn keskijanan piste. Mutta aivan samoin se on B:sta ja C:sta piirrettyjen
keskijanojen piste. Se on siis ABC:n keskijanojen leikkauspiste.

2009.2. Olkoon vasemman puolen ensimmaéinen tekiji P(z), tonen tekija Q(x) ja oikea
puoli R(z). Todetaan, ettd P(0) = P(—1) = aja R(0) = =90 ja R(—1) = —180—4 = —184.
Nyt 90 = 2-32.5 ja 184 = 23.23. Koska a on seki luvun 90 etti luvun 184 tekiji, on oltava
a = %1 tai a = £2. Jos olisi a = 1, olisi P(1) = 3. Toisaalta R(1) = 4 — 180 = —176.
R(1):n numeroiden summa on 14, joten R(1) ei ole jaollinen 3:lla. Siis a # 1. Jos a = —2,
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niin P(1) = 0, mutta R(1) = —176. Siis a # —2. On helppo huomata, ettd R(z) =
(x* + 1) (2! + 2 — 90). Jos a = —1, niin P(2) =5, mutta 2* +1 =17 ja 213 +2 - 90 =
81024 + 2 — 90, misté helposti nikee, etté luku ei ole jaollinen viidelld. Koska siis R(2) ei
ole jaollinen viidelld, a # 1. Ainoaksi mahdollisuudeksi jaa, ettd a = 2. [Voidaan osoittaa,
etti Q(x) = (vt +1)(z1t — 210 — 29 + 328 — 27 — 520 + 725 + 32* — 1723 + 1122 + 232 — 45 ]

2009.3. Kuvatunlainen lukujen muuttaminen joko vahentaa taululla olevien parittomien
lukujen méaéréda tai pitda sen ennallaan (jos a ja b ovat parittomia, niin a 4+ b on parillinen
ja ab pariton; jos a on pariton ja b parillinen, a + b on pariton ja ab parillinen, ja jos a ja b
ovat molemmat parillisia, niin my6s ab ja a+b ovat). Lisidksi operaatio kasvattaa lukuja tai
pitdd toisen ennallaan (jos toinen luvuista a, b on 1). Jotta taululle saataisiin kolme lukua
2009, ei missaan vaiheessa voida operoida kahdella parittomalla luvulla. Oletetaan, etta
vaadittu tilanne olisi saavutettavissa. Ensimmaiseksi taululle kirjoitetun luvun 2009 on
silloin oltava a+b. Talloin joko ab > 2009 tai ab = 2008. Jalkimmaisessa tapauksessa luku
1 on pyyhitty pois, ja lukua 2008 ei siten voi kayttad uuden luvun 2009 synnyttamiseen.
Kummassakin tapauksessa taululla on enaa kolme sellaista lukua, joista voi muodostaa
uuden luvun 2009. Olkoon nyt c¢ ja d sellaiset kaksi néista, ettd ¢ +d = 2009. Jalleen joko
cd > 2009 tai cd = 2008, ja ykkonen pyyhkiytyy pois, eiké cd ole enda kaytettavissa. Koska
lukuja on viisi, ja nelja niistda on sellaisia, ettd niistd ei halutulla tavalla voi muodostaa
lukua 2009, kolmatta lukua 2009 ei voi muodostaa. Haluttuun tilanteeseen ei siis paasta.

2009.4. Kultamitalisti selviaa viidella ottelukierroksella. Ensimmaisella kierroksella on
16 ottelua, naiden voittajien kesken 8, sitten 4, 2 ja 1 eli yhteensa 31 ottelua. Nyt toi-
seksi paras on jollain kierroksella havinnyt voittajalle. Olkoot Vi, V5, ..., V5 voittajan
vastustajat eri kierroksilla. Jos nyt Vi ja Vo ottelevat, voittaja ottelee V3:n kanssa jne.,
niin neljan ottelun perusteella on saatu selville hopeamitalisti. Pronssimitalistin on ollut
havittdva vain voittajalle tai hopeamitalistille (ei hdn muuten olisi kolmanneksi paras).
Jos hopeamitalisti on Vi, niin tdma on voittanut k£ — 1 kertaa ennen kuin on kohdannut
voittajan kierroksella k. Vi on lisaksi voittanut hopeamitaliotteluissa 5 — k vastustajaa
Vit1, .-, V5 ja jos k > 1, yhden vastustajan V;, 7 < k. Kolmanneksi parhaan tilalle on
siis tarjolla K — 14+ 5 —k = 4 tai 4 + 1 = 5 ehdokasta. Jalleen enintaan nelja ottelua
tarvitaan naista parhaan selvittamiseksi. Otteluita tarvitaan siis enintdan 31+4+4 = 39.

2010.1 Koska f on kasvava, f(7)f(13) = f(7-13) = f(91)
Samoin £(8)(9) = /(8-9) = f(72) > [(T0) = /(7 - 10)
positiivisia arvoja, Siis f(7)f(13)f(8)f(9) > f(9)f(10)f
jaetaan puolittain luvulla f(7)f(9), saadaan véite.

> f(90) = f(9-10) = f(9)f(10).
= f(7)f(10). Koska f saa vain
(7)f(10). Kun tadma epayhtilo
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2010.2. 1. ratkaisu. Olkoon ZAOY = «, LZAOZ = (3
ja LZOB = ~. Silloin a + 4+ v = 180°. Liséksi
/ZBOX = « (ristikulmat) ja ZACY = a = £ZBCX
(kehékulmat); ZCOX = f (ristikulmat), LZABZ =
B = ZCBX (kehdkulmat); ZCOY = v (ristikulmat);
/BAZ =~ = ZCAY. Jokaisessa kolmioista C'Y A,
CBX ja ZBA on nyt kaksi kulmaa joukosta {«, 3, v}.
Silloin kolmannenkin on oltava kyseisen joukon kolmas
kulma. Kolmiot ovat siis yhdenmuotoiset. Yhdenmuo-
toisuudesta seuraa

AY AB CX AZ
CY BZ BX AB’
AY Bz CX AB AZ BZ
AZ BX CY BZ AB AZ
2. ratkaisu. Olkoot kulmat «, [ ja v niin kuin ensimmaisessa ratkaisussa ja olkoot
ympyroiden I'4, I'p ja I'c sdateet R4, Rp ja Rc. Laajennetun sinilauseen perusteella
AY = 2Rpsina, BZ = 2Rcsiny, CX = 2R sin3, AZ = 2R¢sin3, BX = 2R sin«
ja CY = 2Rpsiny. Kun namaé sijoitetaan tehtavan lausekkeeseen, nahdéan heti, etta
lausekkeen arvo on 1.

Siis

1.

2010.3. Jos Risto valitsee kaksi lamppua, jotka han joka kerta sytyttaa, han voi kayda lapi
kaikki muiden lamppujen kytkinten 22098 asentoa ilman, etti Laura saa tietéis kahden lam-
pun tilanteesta. Sen jalkeen han voi jattaa molemmat lamput sammuksiin ja taas kayda
lapi muiden lamppujen 22°°% eri asentoa. Témin jilkeen Riston on valittava jokin sellainen
yhdistelma, jossa vain toinen valituista lampuista palaa, ja nyt Laura saa tietad naiden
lamppujen tilan. Mutta lapikaydyissa tapauksissa on esiintynyt jokaisen muun lampun
kohdalla tilanne, jossa vain se on sytytettyna; nain Laura on saanut tietdad kaikkien lamp-
pujen ja kytkinten yhteyden kaikkiaan 22°°9 4 1:n sytytyskerran aikana. Toisaalta Risto voi
salata jonkin lampun ja kytkimen yhteyden vain, jos lamppu kayttaytyy kaikissa painal-
lusyhdistelmissa samoin kuin jokin toinen lamppu. Erilaisia painallusyhdistelmia, joissa
kaksi lamppua kiyttiytyy samoin, on 2-22998, Niin ollen 22999 4 1:n painallusyhdistelmin
jalkeen Laura tietaa kaikki yhteydet.

Jos Laura saa valita kytkimet, han jakaa ne ensin kahteen yhta suureen luokkaan A; ja Ao
ja painaa luokkaan A; kuuluvia kytkimid. Nyt hén jakaa A;:n ja Ag:n (ldhes) yhté suuriin
luokkiin A1, A12; A1, Aso ja painaa luokkiin A1 ja Aoy kuuluvia kytkimia. Nyt hédn on
saanut tietaa kuhunkin luokan kytkimiin kuuluvat syttyvat lamput. Laura jatkaa samalla
tavalla ja saa selville aina pienemmista kytkinjoukoista niihin kuuluvat syttyvat lamput.
Koska 2!! = 2048 > 2010, yhdennentoista jaon luokat ovat enintéifin yhden kytkimen
muodostamia; nyt Laura tietaa jokaiseen kytkimeen kuuluvat lamput. Siten Laura selviaa
11 valinnalla. — Kymmenen valintaa ei riita, koska kahden lampun erottaminen toisistaan
on mahdollista vain, jos niihin liittyvat kytkimet ovat jossain painelussa eri joukoissa,
toinen ”painetuissa”, toinen ”ei painetuissa”. 2¥:n painelun jilkeen suurimmassa sellaisessa
joukossa, jonka kytkimet ovat joka painalluksessa olleet samassa tilassa (painettuina tai
ei-painettuina), on ainakin [2010/2%] alkiota; kun k = 10, timi luku on 2.
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2010.4. Jos m = ZZ:O t,10%, 0 < t,, < 9, on mielivaltainen positiivinen kokonaisluku,
niin voidaan valita yksinkertaiset luvut sq, so, ..., sg niin, etta s, = ZZ:O er10F jae, =1,
kun p <ty ja e =0, kun p > tx. Summassa s = s; + s + - - - + Sg jokaisen 10 potenssin
kerroin on tg, joten s = m. Vaadittu esitys syntyy siis aina ainakin 9:11a yksinkertaisella
luvulla.

Osoitetaan sitten, ettd on olemassa lukuja, joita ei voi esittad vahemmalla kuin yhdeksalla
yksinkertaisella luvulla. Olkoon esimerkiksi

9
m = 10203040506070809 = Z k1018-2k
k=1

Oletetaan, etta m = sy +so+---+8; — Sj41 — -+ — 8, = by — bg, missa n < 9, jokainen
s; on yksinkertainen, b, positiivisten ja b, negatiivisten termien summa. Luvun b; kaikki
numerot ovat < j ja luvun by kaikki numerot ovat < n — j. Nyt by = m + by. Ajatellaan
viimeinen yhteenlasku suoritettavaksi tavallisena allekkain yhteenlaskuna ja katsotaan sita
saraketta, jossa on luvun m numero j + 1. Sen alapuolella on luvun b numero x. Koska
n < 8, naiden numeroiden oikealla puolella on luku, joka on pienempi kuin

15—2j 15—2j
10452 1 8 Z 10k <9 Z 10%.
k=0 k=0

Muistinumeroa ei siis tule, ja j+1+2x > 10 Siisz > 9 — j. Koska z <n —j,onn > 9,
mika on ristiriidassa oletuksen n < 9 kanssa. Siis oletus n < 9 on hylattava, ja on tullut
todistetuksi, etta kaikkia lukuja ei voida esittaa alle yhdeksan yksinkertaisen luvun avulla.

2011.4. Osoitetaan, ettd vastaus on kielteinen. Kaytetaan selvyyden vuoksi lukua, jonka
numerot ovat vasemmalta oikealle ng, nq, ..., ng, tavanomaista merkintda ngoni...ng.

Olkoon

apai - - -a1000 + @10004999 - - - @9 = 100151000 - - - $150,

Ratkaisun ymmartaa helpommin, jos hahmottaa yhteenlaskun allekkain suoritettuna:

ap a1 N a; ... asp0 --- Q@1000—i --- @999 A1000
aipoo @999 ... @1000—; --- Qas00 - -- a; . a1 an
S1001 S1000 S999 ... S1000—i --- 5500 - -- Si - 81 S0

missa S1001 voi olla 0. Nyt S; = a1000—i + @i + blOOO—ia missa blOOO—i € {0, 1, —10, —9}.
(Ajatellaan yhteenlaskemista allekkain ja muistinumeroa). Tehd&dn vastaoletus, jonka
mukaan jokainen s; on pariton. Osoitetaan induktiolla, etta talloin aigop_2; + a2; on
pariton, kun ¢ =1, 1, ..., 250. Tasta seuraa ristiriita, koska a1000_2.250 + @2.250 = 2 - a500-
Rakennetaan induktio. Koska sqg = a1900 + ao tai sg = a1000 + ao — 10, a1000 + aop on
pariton. Induktio péédsee siis alkuun. Oletetaan sitten, ettd ajigpo_2; + a2; on pariton
jollain 7, 0 < ¢ < 249. Koska s19p90_2; on pariton, vaihtoehdot s1900_2; = a2; + a1000—2; + 1
ja $1000—2i = G2; + a1p00—2i — 9 eivat tule kysymykseen, ts. sarake numero 1000 — 27 — 1
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oikealta ei tuota muistinumeroa. Siis ajgpo—2i—1 + a2;+1 < 9. Mutta tasta seuraa, ettei
my6skédédn sarake 2¢ + 1 oikealta tuota muistinumeroa. Jos olisi a1900—(2i+1) + a2i+1 > 10,
olisi oltava aipoo—(2i+1) + @2i+1 = 10, jolloin olisi s3;11 = 0 eli parillinen. Siis sg;40 =
a1000_2(2~+1) + a2(2~+1), joten alooo_z(i+1) + a2(2~+1) on pariton, ja induktioaskel on otettu.

2011.2. Koska AE|DC, kolmiot ABE ja DBC ovat
yhdenmuotoisia. Siis

BC

CD===".AF A
BE
ja "
AE - BC
CD_BE.CE'CE' () B P ¢

Jos AF on kolmion korkeusjana, niin AF > AF = h,

ja yhtasuuruus vallitsee silloin, kun £ = F. Koska ABC' on tasakylkinen, F' on sivun BC
keskipiste. Aritmeettis-geometrisen epayhtalon perusteella

2 2
pr.cp < (BELECY (Y

ja yhtasuuruus vallitsee, kun E on BC':n keskipiste eli F'. Kun saadut arviot sijoitetaan
epayhtaloon (1), saadaan véite; lisdksi on havaittu, ettd yhtdsuuruus on yhtapitdvad sen
kanssa, etta E = F

2011.3. Koska yhtalo
f(f@)+y) = f (2 —y) +4yf(z) (1)

on voimassa, kun y = 22 ja kun y = —f(z), saadaan f (f(z)+a?) = f(0) + 42%f(x)
ja f(0) = f (22 + f(z)) — 4f(2)?, joista seuraa z?f(z) = f(z)? kaikilla 2. Jokaisella z
on siis f(z) = 0 tai f(z) = z?. Erityisesti f(0) = 0. Osoitetaan, ettid jos f(a) # 0
jollain @ # 0, niin f(z) # 0 kaikilla z # 0. Nyt f(a) = a?. Yhtalosta (1) seuraa
f(a®> +y) = f(a® — y) + 4a®y kaikilla y. Jos jollain y # 0 olisi f(a? —y) = 0, olisi
f(a® +y) = 4a®y # 0. Silloin olisi f(a® +y) = (a® + y)? = 4a?y eli (a®> — y)? = 0. Tami
merkitsee sitd, ettd f(z) = 0 vain, kun = 0. Kaiken kaikkiaan yht&lon (1) toteuttaa siis
kaksi funktiota: f(x) = 0 kaikilla z tai f(z) = z? kaikilla z.

2011.4. Olkoon tehtavassa nimetty summa S,,. Todistetaan vaite induktiolla n:n suhteen.

Kun n = 2, ainoat tehtavan ehdon toteuttavat luvut ovat @ = 1 ja b = 2, joten Sy = 5

1
Oletetaan, etta S, 1 = 3 jollain n > 2. Ne termit, jotka ovat summassa S,,_1, mutta
eivat ole summassa S, ovat yhteistekijattomia lukuja a, b, joille patee 0 < a <b <n —1
1
ja a+b=mn. Summaan S5, mutta ei summaan S,,_; puolestaan kuuluvat luvut —, missa

0 < a < njaajan ovat yhteistekijattomia. Merkitaan lukujen = ja y suurinta yhteista
tekijdd tavan mukaan (x, y). Induktioaskel S,,_1 = S, tulee otetuksi, kun todistetaan,
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etta S, _1:std 9,:4an siryttaessa otetaan pois ja lisataan yhta paljon eli etta

Z 1 Z 1
n(a —n) an’

0<a<n/2 0<a<n

(a,n—a)=1 (a,n)=1

Mutta jos (a, n) = 1, niin (n—a, n) = 1. Oikean puolen summan termit voidaan ryhmitell&

1
niin, etta yhdistetaan — ja ————. Mutta
an " (n—a)n

1 1 n—a+a 1

an (n—a)n a(n—an aln—a)

Kaikki oikean puolen termit parittuvat néin, koska jos n on parillinen n ja 5 eivat ole
yvhteistekijattomia.

2012.1. Tehtivissi annetusta ehdosta seuraa —b? = a?—2¢? ja 2a®> —b*>—c? = 3(a®?—c?) =
3(a+ ¢)(a — ¢). Néin ollen tutkittava lauseke supistuu muotoon

3(a—c)(2a+b+c)
(a—0)(b+c)

Lasketaan osoittaja: 3(a—c)(2a+b+c) = 3(a®+ab+2ac—ac—bc—2c?) = 3(ab+ac—bc—b?);
jalkimmaisen yhtisuuruuden kohdalla on jilleen kiytetty hyviksi tietoa a®? — 2¢? = b2,
Mutta ab + ac — be — b* = (a — b)(b + ¢). Tehtiviin lausekkeen arvo on siis aina 3.

2012.2. 1. ratkaisu. Olkoon kolmion ABC' ympéri
piirretty ympyra I' ja kolmion ABC kulmat «, (8 ja
~v. Olkoon R BC:n ja AP:n leikkauspiste. Koska
P on kaaren BC keskipiste, ZQAR = ZQAP =

/CAP = ZCAR = %. Ympyran k pisteeseen P

piirretty halkaisija on kohtisuorassa ¢:44 ja siis AQ:ta
vastaan, joten PB = PQ ja siis /ZBQP = ZQBP.
Mutta ympyran I' kehdkulmina /PCB = ZPAC. Siis
/BQB = /QBP = % + §. Kolmion ABR kulman

vieruskulmana myo6s ZARC = % + 3. Ristikulmien

yhtasuuruuteen yhdistettyna saadaan /PRB = ZPQB. Piste R on siis ympyralla k.
Koska siis BPR(Q on jannenelikulmio, on ZARQ) = ZQBP = ZARC. Mutta tasta seuraa,
ettd kolmiot AQR ja ACR ovat yhtenevid (ksk), joten AQ = AC.

2. ratkaisu. Osoitetaan niin kuin edella, etta PQQ = PB = PC. Koska ZQAP = ZCAP,
kolmioissa AP(Q ja APC on kaksi yhta pitkda sivua ja kaksi yhta suurta kulmaa. Koska
ABPC on jannenelikulmio, kulman PB(Q vieruskulma, joka on yhtd suuri kuin kulman
PQ@B vieruskulma, on kulman ACP suuruinen. Kolmiot APQ ja APC' ovat siis yhtenevia
(ssk), ja AQ = AC.
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2012.3. Jos n on alkuluku, jonkun luvuista zj on oltava n. Jos n toteuttaa tehtavan
ehdon, niin silloin myos n — 1 toteuttaa tehtavan ehdon. Pienin n ei siis ole alkuluku.
Huomataan, etti 4 +4+9 = 17 =3+6+8ja4-4-9 =21.3%2 = 3.6 -8 Joukko
{1,2,4,4,4,5,7,9, 9} toteuttaa tehtavin ehdon. Osoitetaan, ettd kun n = 8, haluttua
joukkoa ei loydy. Jos tallainen joukko olisi olemassa, jokin sen luvuista olisi 5 ja jokin 7.
Olisi siis 6 lukua zg, 1 < xp < 8, joiden tuloon 1:2-3-4-6-8 = 27.32 jasumma 36 —12 = 24.
Luvuissa on parillinen maara parittomia ja parillinen maara parillisia lukuja. Jos parillisia
lukuja olisi vain kaksi, niistd suurempi olisi > 2%. Parillisia lukuja on siis ainakin nelji ja
parittomia enintaan kaksi. Jos kaikki kuusi lukua ovat parillisia, yhden on oltava 4, kahden
6 ja kolmen 2, joilloin lukujen smma on 22. Jos luvuista kaksi on parittomia, ne ovat 1 ja
1 tai 1 ja 3 tai 3 ja 3. Ensimmaisessa tapauksessa parilliset luvut voivat olla vain 4, 6, 6,
8, ja lukujen summa on 26. viimeisessa tapauksessa parilliset luvut ovat ovat joko 2, 4, 4,
4 tai 2, 2, 4, 8. Ensimmaisessa tapauksessa lukujen summa on 20, jalkimmaisessa 22. Jos
viimein parittomat luvut ovat 1 ja 3, niin parilliset ovat joko 6, 4, 4, 4; summa 22, tai 2,
6, 4, 8, summa 24, mutta {z1, ..., zg} = {1, 2, ..., 8}. Todetaan viela, ettd jos tehtdvin
minaisuus on jollain luvulla n, se on kaikilla n:44 suuremmilla luvuilla. Siis ominaisuutta
ei ole luvuilla n < 8, ja tehtavassa kysytty pienin luku on 9.

2012.4. 1. ratkaisu. Olkoon f(k) taululla olevien lukujen médra k:n vaiheen jilkeen.
Siis f(0) =1, f(1) =1, f(2) =2, f(3) =3, f(4) = 6 jne. Kaikki syntyvéat luvut ovat
muotoa 1+141...£1, missd n:nnen vaiheen jalkeen +-merkkeja on n kappaletta. Operaa-
tio £1 muuttaa luvun parillisuuden. Tasta seuraa, etta parittoman vaihemaaran jalkeen
taululla on vain parillisia lukuja ja seuraavassa vaiheessa lukujen maara kaksinkertaistuu:
f(2n) =2f(2n—1). Mé&éritetdén f(2n). Vaiheessa 2n taululla ovat kaikki ne luvut, joiden
lausekkeessa 1 +1+ 1+ ...+ 1 vasemmalta laskien +-merkkien maara on aina suurempi
tai yhtd suuri kuin —-merkkien. Sanomme, etta tallaisessa jonossa plussat ovat voitolla.
Osoitetaan, etta tallaisten jonojen lukumé&ird on sama kuin sellaisten jonojen, joissa on
yhta monta +- ja —merkkia. Lasketaan, kuinka monta ykkosta taululla on vaiheen 2n
jalkeen. Ykkoset ovat syntyneet +-jonoista, joissa on yhtd monta +:aa ja —:ta ja +:t ovat

n
voitolla. Jos merkkien jarjestysta ei otettaisi huomioon, jonoja olisi ( . Sellainen jono,
n

jossa +:t eivat ole voitolla, voidaan muuttaa jonoksi, jossa on n + 1 +:aa, kun lasketaan
alusta ensimmainen sellainen osajono, jossa miinuksia on enemman, ja vaihdetaan sina
kaikki merkit. Kéaantden jokaisesta jonosta, jossa on n + 1 +:aa ja n — 1 —:ta, saadaan
sellainen jono, jossa kumpaakin merkkid on yhta paljon, mutta +:t eivat ole voitolla, kun
alusta lasketaan ensimmainen osajono, jossa +:ia on enemman, ja kaannetdan merkit.
Koska jonoja, joissa on n + 1 +:aa on (ffl) kappaletta, vaiheen 2n jalkeen taululla on

2n 2n
n n+1
ykkosta. Mutta tama merkitsee, etta

F2n+1) = 2f(2n) — (2"> + ( an )

n n+1
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Osoitetaan vield induktiolla, etta

ren = (1) sensn = (1) 1)

n n

T&mé on totta esimerkiksi, kun n = 1. Jos (1) pétee, niin

f@Cn+2)=2f2n+1) =

22+ 1)) (2n+2)! (2n+2)

nln+ 1) (m+Dnln+ 1! \n+1

ja

fRMn+1)+1)=2f(2(n+1)) - (2(7;?11)) + (2(:4_:2”) - (2:;L23)

Pascalin kolmion perusominaisuuden nojalla.

2. ratkaisu. (Janne Hannikaisen kilpailuratkaisusta mukailtu.) Koska tehtédvéssa kuva-
tussa prosessissa parillisissa vaiheissa taululla on vain parittomia ja parittomissa vaiheissa
parillisia lukuja ja vaiheessa n taulun suurin luku on n + 1, niin vaiheessa n taululla on

lukujan+1—-25,k=0,2, ..., LgJ Olkoon f(n, j) luvun n+ 1 — 2j lukuméara taululla
vaiheessa n ja F'(n, k) = f(n, 0)+ f(n, 1)+...4 f(n, k—1) eli taululla olevia k:ta suurinta
lukuarvoa edustavien lukujen méara. Silloin F'(n, 1) = f(n, 0) = 1 kaikilla n ja tehtavéassa
kysytty luku on F <n, {EJ + 1). Osoitetaan, etta

2
r o =(," ) 0

kaikilla n ja k, 1 < k < {gJ Tamé on selvésti totta, kun n = 0, 1, 2, 3. Oletetaan, etta

(1) on totta jollain n. Jos n on parillinen, n = 2m, taululla on vain parittomia lukuja ja
vaiheessa n + 1 = 2m + 1 taululla on yhtd monta eri lukuarvoa kuin edellisessa vaiheessa.
Vaiheen 2m + 1 k£ suurinta lukua syntyvat vaiheen 2m k:sta suurimmasta luvusta, joihin
kuhunkin on lisatty 1 ja vaiheen 2m k — 1l:sta suurimmasta luvusta, joista jokaisesta on
vahennetty 1. Siis

Fln+1, k) = F(n, k) + F(n, k—1) = (ki1)+(kﬁ2) _ (Zfi) )

Jos n on pariton, n = 2m+1, taululla on vain parillisia lukuja, m-+1:ta eri lukuarvoa. Kun
k < m+1, vaiheen 2m+2 k suurinta lukua syntyvét samoin kuin siirryttiessa vaiheesta 2m
vaiheeseen 2m + 1, joten (1) pétee. Lisdksi vaiheen 2m + 2 m + 2:n suurimman lukuarvon
lukujen mééréd (eli kaikkien lukujen) saadaan kertomalla vaiheen 2m + 1 lukujen mééré
F(2m+ 1, m + 1) kahdella. Siis

om + 1 om+1\ [2m+1 om + 2
F(2m+2, m42) = 2F2m41, me1) =22 T = (FE R () Z (R
m m m—+1 m-+1

eli (2) patee nytkin. Todistus on valmis.
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2013.1. Lukujonon ensimmaiset termit on helppo laskea: a1 =1, ay = 2, ag = 3, a4 = 5,
ag = 10, a7 = 13, ag = 17, ag = 21, .... Nayttiisi siis siltd, ettd as, = n? + 1 ja
Aop41 = n? + n 4+ 1. Osoitetaan induktiolla, ettd niin todella on. Niin on, kuten edelld
todettiin, pienilld n:n arvoilla, joten induktio paasee alkuun. Oletetaan, etta jollain k& on
asr, = k% + 1. Koska

N, 1 2
k+ - =k"+k+->k"+1
2 4
1
,onk<\/k2+1<k+§ja

1
A2k+1 = Lk2+1+ k2+1+§J = k> +k+1.
Oletetaan, etti jollain k£ on asgyq = k? + k + 1. Koska

1\? 1
<k+§) :k2+k+1<k2+k+1,

1
on \/k2+k+1>k:+§. Siis

aghro = k> +k+1+k+1=(k+1)%+1.

Induktio on valmis. Mutta téasta seuraa, ettd as, on aina yhta suurempi kuin jokin nelio-
luku ja ag,41 on perikkiisten nelidlukujen n? ja (n + 1)? vilissi. a, on nelidluku vain,
kun n = 1.

2013.2. Kun joukkueita on n, peleja on (2) Jos peleista v paattyy voittoon ja t =

(2) — v tasapeliin, pisteita jaetaan 3v + 2t = v + 2(2). kappaletta. Jos viimeiseksi

jaanyt joukkue saa k pistettd, niin sarjan paattyessa tehtavassa esitetylla tavalla pisteita

(n—1)n

on jaettu nk+1+24---4+(n—1) = nk+ =nk+ (Z) kappaletta. On siis oltava

2
nk = v+ (2) Koska v < (2), nk < 2(2) = (n—1)njak <n—1. Josolisi k = n—1 olisi
v = g . Talloin kaikki ottelut paattyisivat voittoon ja kaikkien joukkueiden pistemaarat

olisivat jaollisia kolmella. Siis £ < n — 2. Osoitetaan, ettéd kaikilla n on mahdollista, etta
k = n — 2. Osoitetaan ensin, ettd ndin voi olla, kun n = 4. Olkoot joukkueet A, B, C
ja D. Jos ottelut padttyvat seuraavasti (pystysarakkeessa kunkin joukkueen vaakarivilld
olevaa joukkuetta vastaan saadusta ottelusta saama pisteméaéra):

A B C D
A - 0 1 1
B 3 — 1 0,
c 11 - 1
D1 3 1 —
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niin A saa 5, B 4, C' 3 ja D 2 pistettda. Oletetaan sitten, ettd jokin m:n joukkueen sarja
on paattynyt niin, ettd joukkueiden pisteméarat ovat n — 2, n — 1, ..., 2n — 3. Silloin
otteluista on voittoon paattynyt

kappaletta. Liitetaan sarjaan uusi joukkue X ja osoitetaan, etta sen ottelut muiden n:n
joukkueen kanssa voivat paattya niin, etta kaikkien joukkueiden pisteméaarat muodostavat
jononn — 1, n, ..., 2n — 1. Koska voittoon on nyt paattynyt

m+1)(n—-2) n? -n-2

2 2

ottelua, eli n — 1 enemman kuin n:n joukkueen tapauksessa, X :n otteluista tasan yksi saa
paattya tasapeliin. X:n pistemaédran on oltava 3p + 1 jollain p. Jos joukkueilla A, B ja C
on alkuaan y, y + 1 ja y + 2 pistetta, niin sen jalkeen kun X on havinnyt A:lle ja B:lle ja
voittanut C':n, joukkueilla on y+4, y+3 ja y+2 pistetta. Jos nyt n on kolmella jaollinen, X
voi pelata alkuperaisen sarjataulukon n —3:a joukkuetta vastaan edella kuvatulla tavalla ja
saada nailta aina kolmea joukketta kohden kolme pistetta eli yhteensa n—3 pistett. Naiden
joukkueiden pisteet muodostavat aritmeettisen jonon n + 3:sta 2n — l:een. Olkoot sitten
A, B ja C taulukon kolme viimeista joukkuetta. Niilld on siis pisteet n —2, n —1 ja n. Jos
X pelaa tasan A:n kanssa, voittaa C:n ja havida B:lle, niin A:n, B:n ja C:n pisteet tulevat
olemaan n—1, n+2 ja n. X: pistemééraksi tulee (n—3)+3+1=n+1. Josn =1 mod 3,
n = 3p + 1, niin X voi pelata taulukon 3p:ta ensimmaista joukkuetta vastaan kuvatulla
tavalla ja saada nailta 3p pistetta; naiden joukkueiden pisteet muodostavat pelien jalkeen
aritmeettisen jonon n + 1:sta 2n — l:een. Jos X pelaa tasan taulukon viimeisen joukkueen
kanssa, X:n pistemaaraksi tulee 3p+1 = n ja viimeisen joukkueen pistemaaraksi n—1. Jos
viimein n = 2 mod 3, n = 3p + 2, X voi saada taulukon 3p:lta ensimmaiselta joukkueelta
3p pistetta. Jos X haviaa taulukon viimeiselle ja pelaa tasan viimeista edellisen joukkueen
kanssa, naiden joukkueiden pisteiksi tulevat n + 1 ja n, ja X:n pisteiksi 3p+1 =n — 1.
Aritmeettinen jono syntyy taas. Induktioaskel on otettu ja vaite todistettu.

2013.3. Jonon maaritelméan mukaan nop = ng+nk—1 = Nogt1 +N2(k—1)+1 = N2k—1+N2k+1-
Jokainen parillisindeksinen termi on siis suurempi kuin jonossa seuraava termi. Todistetaan
tehtdvan vaite epasuorasti. Oletetaan, ettéd jonossa (g, ) ei ole kaikkia positiivisia ratio-
naalilukuja. Silloin kaikki positiivisten kokonaislukujen parit (p, q) eivét esiinny jonossa
(ng) perdkkaisind jasenind. Olkoon t pienin kokonaisluku, jolle on olemassa jokin pari
(p, q), missd p+ q =t ja p ja q eivét ole jonon perdkkaisia jasenid. Oletetaan, ettd p > q.
Silloin p:n olisi tullut olla parillisindeksinen termi, joten jonossa ei ole perikkaisia termeja
p—q, p, ¢ mutta ei myoskaan perakkéisia termeja p —q, g. Mutta koskap—q+q=p <t,
saatiin ristiriita. Jos ¢ > p, saadaan samanlainen ristiriita. Kaikki positiiviset rationaa-
liluvut ovat jonossa (g,). On vield osoitettava, ettd kukin luku on jonossa vain kerran.
Osoitetaan ensin, ettd jonossa (ny) kahden perdkkiisen luvun suurin yhteinen tekija on
1; ts. jonon perakkaiset luvut eivat voi muodostaa murtolukua, jonka voisi supistaa. Jos
(p, q) olisi jonossa ensimméinen téllainen pari, niin ja p olisi luvuista suurempi, silld olisi
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parillinen indeksi, ja jonossa vierekkaiset paritonindeksiset luvut olisivat p — ¢ ja q. Mutta
silloin jo (p — g, q) olisi pari, jota voitaisiin supistaa, ja se esiintyisi jonossa aikaisemmin.
Jos jonossa (ny) esiintyisi jokin kahden perédkkéisen luvun pari kahdesti, jokin pari (p, q)
olisi ensimmaéinen toistuva, Jos olisi p > ¢, niin pari (p — ¢, q) toistuisi my0ds ja esiintyisi
jonossa aikaisemmin. Vastaava paattely toimii myés, jos p < q.

2013.4. Olkoot D ja E AB:n ja AC:n keskipisteet.

Kolmio ADE on kolmion ABC' kanssa yhdenmuotoi- o c
nen suhteessa 1 : 2. Homotetia, jonka keskus on H '

kerroin 2 vie janan DFE janaksi H H; ja AD:n ja AEn H, , -
AB:n ja AC:n suuntaisille suorille, jotka kulkevat H.:n

ja Hp:n kautta. Jos suorien leikkauspiste on A’, niin A
syntynyt kolmio A’H!H; on kolmion ABC kanssa yh-
teneva ja sivuiltaan yhdensuuntainen. Jos H on kol- H, H
mion ADE korkeusjanalla, H on my6s A’H!H; kor-

keusjanalla. Koska HH.1 H. H] ja HA| 1L H/Hj,

HH_.H!A) on jannenelikulmio. Silloin /ZH.HA = ZH H.A}. Mutta myés A'H.HH,
on jannenelikulmio ja A’H on tdmén nelikulmion ympérysympyrdn halkaisja.  Siis
LA'HyH, = ZA'HH,. Mutta nyt on nahty, ettd nelikulmiossa H.H]H;H, vastakkaiset
kulmat ovat vieruskulmia, joten nelikulmio on jannenelikulmio.

Oletetaan sitten, ettd H.H_H;H; on jannenelikulmio. Jos A} on sellainen H.Hj:n piste,
ettd HA; LH!H] niin kulman H.HA} vieruskulma on yhta suuri kuin ZH H.A! ja siis
yhté suuri kuin ZA"HyH.. Mutta tdma merkitsee sita, ettd suora A} H kulkee pisteen A’
kautta, misté seuraa, ettd H on kolmion ADFE ja siten myos kolmion ABC' korkeusjanalla.

2014.1. Havaitaan heti, ettd ainakin funktiot f(z) = z ja f(x) = 0 kaikilla z € N ovat
tehtavan ratkaisuja. Osoitetaan, ettd muita ratkaisuja ei ole. Kun tehtdvan yhtaloon
sijoitetaan = y = 0, saadaan 0 = f(0)2. Siis vilttaméitta f(0) = 0. Kun sijoitetaan vain
y = 0, saadaan f(z?) = (f(z))? kaikilla z € N. Erityisesti f(1) = f(1)?, joten on oltava
F(1) =0 tai f(1) = 1.

Oletetaan, ettd f(1) = 0. Silloin

(fle+1)P=(f@)*=Ff((z+1)?) = f(2®) = fRz+1)f(1) =0

kaikilla z € N. Koska f(0) = 0, niin f(x) = 0 kaikilla z € N.

Oletetaan, ettd f(1) = 1. Olkoon f(2) = a. Silloin a® — 1 = f(2)? — f(1)? = f(2?) -
f(1%) = f(3)f(1) = f(3). Koska f(4) = f(22) = (f(2))? = @?, niin (a* - 1)* -1 =
F(3%) —f(1%) = f(4)f(2) = a®-aeli a* — 2a® = a®. Joko a = 0 tai a® — 2 = a. Koska
a > 0, jalkimmaisen yht&lon toteuttaa vain a = 2. Jos olisi a = 0, olisi f(3) = —1. Koska
tdmi ei ole sallittua, on oltava f(2) = 2 ja f(3) = 22 — 1 = 3. Nyt voidaan osoittaa
induktiolla, ettd f(n) = n kaikilla n € N. Jos nimittéin f(n) = n kaikilla k <n, ja k > 2,
wiin K2 — 1= f()? = f(1)? = f(k) — F(12) = f(b+ 1) f(k— 1) = f(k+ 1)(k — 1), josta
seuraa f(k+1)=k+ 1.
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2014.2. Olkoon ABC tasasivuinen kolmio, P sen si-
sapiste ja ), R, S P:n kohtisuorat projektiot sivuilla
BC, CA, AB. Silloin ASPR, BQPS ja CRPQ ovat
jannenelikulmioita, ja koska kolmion kulmat ovat 60°,
niin ZRPS = ZSPQ = ZQPR = 120°. Oletetaan,
ettd PQ on PS:n ja PR:n geometrinen keskiarvo. Sil-
loin

PS  PQ

PQ PR
Mutta tasta seuraa, etta kolmiot PSQ ja PQR ovat
yhdenmuotoisia (sks). Siis ZPSQ = ZPQR ja /PQS = ZPRQ. Jénnenelikulmioista
BQPS ja CRPQ nahdaan, etta LPBQ = ZPSQ ja LPCQ = ZPRQ. Mutta koska
ZSPQ = 120°, niin ZPBQ+/ZPCQ = LZPSQ+ ZPQS = 180° — LS PR = 60°. Siis my0s
/BPC = 120°. P sijaitsee silla ympyréan kaarella, jolta BC' nakyy 120°:een kulmassa.
Tamé kaari sisaltda kolmion ABC' keskipisteen M. Paéttely on helposti kddnnettavissa:
jos P on taman ympyran kaaren piste, niin kolmiot PSQ ja PQR ovat yhdenmuotoiset

(kk), ja

PS  PQ

PQ PR
Jos PS on PQ@:n ja PR:n geometrinen keskiarvo, P on pisteiden A, B, M méaaraamalla
kaarella ja jos PR on PS:n ja PQ:n geometrinen keskiarvo, P on pisteiden A, C, M

maaraamalla kaarella. Nailld kaarilla olevilla pisteilla on toisaalta tehtavin mukainen
keskiarvo-ominaisuus.

2014.3. Osoitetaan ensin, etta jos kahden ei-negatiivisen kokonaisluvun z ja y neliojuurien
summa on rationaaliluku, niin molemmat kokonaisluvut ovat neliolukuja. Olkoon siis

\/E—F\/ﬂ:qe(@. Josq=0,2z=y=0. Jos ¢ >0, niin 2 +y + 2\/zy = ¢* Siis /2y
2

on rationaaliluku. Se on mahdollista vain, jos xy on nelidluku, xy = z2. Silloin z = = ja
Y

q= = + \/5 Mutta silloin \f = 2y € Q. Mutta tdma on mahdollista vain, jos y on
Y q

nelioluku. Silloin my6s  on nelicluku.

Tehtivan yhtalosté seuraa a + b + 2v/ab = 2014 + ¢ — 21/2014¢. Siis Vab + v/2014¢ € Q.
Edella todistetun mukaan taméa on mahdollista vain, jos ab ja 2014c ovat neliolukuja. Koska
2014 = 2-19 - 53, on oltava ¢ = 2014m? jollain kokonaisluvulla m. Samalla paittelylls
saadaan a = 2014k? ja b = 2014/2. Mutta nyt k + m + [ = 1, joten luvuista k, m, I
tasan yksi on = 1 ja kaksi muuta ovat = 0. Kolmikko (a, b, ¢) on siis joko (2014, 0, 0),
(0, 2014, 0) tai (0, 0, 2014).

2014.4. Osoitetaan, ettd A:lla on voittostrategia, jos ja vain jos n on pariton. Osoitetaan
ensin, etta riippumatta siita, miten A ja B pelaavat, lauta on tyhja, silloin kun peli paattyy.
Olkoon (i, j) ruutu, joka on i:nessi vaaka- ja j:nnessd pystyrivissd. Tehdédén vastaoletus:
laudalla on jokin ei-tyhja ruutu (a, b) tilanteessa, jossa peli paéttyy. Silloin a:nnessa
vaakarivissd on jokin tyhja ruutu (a, c) ja b:nnessa pystyrivissd on jokin tyhja ruutu (d, b).
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Oletetaan, etté i:s vaakarivi on valitu r; kertaa ja j:s pystyrivi s; kertaa silloin, kun peli
paattyy. Nyt ro 4+ sp < 99, ro + sc = 99 ja rg + sp = 99. Siis rg + s > 99. Tama on
mahdotonta, koska ruudusta (d, ¢) on ollut alussa 99 kived, joten siitd on voitu ottaa kivi

vain 99 kertaa.
2

= n? pelivuoron jilkeen, koska joka vuorolla poistuu 99 kivei. Jos

Peli paattyy siis
n on pariton, A voittaa riippumatta siitd, miten hén pelaa, koska A:n noston jilkeen on

nostoja on tehty pariton maara ja B:n noston jalkeen parillinen maara. Jos n on parillinen,
niin B voittaa aina.

2015.1. Suora ED leikkaa BC'n pisteessd F' ja AC:n
pisteessd G'. Suorat AD ja BE leikkaavat toisensa
kolmion ABC' sisaympyran keskipisteessa I. Pyritaan
osoittamaan, ettd IG'LAC ja [F'1BC. Silloin G’
ja F’ ovat kolmion ABCn AC ja BC sivuamispis-
teet ja siis G = G sekd F' = F. Osoitetaan, etta
A, I, G’ ja FE ovat samalla ympyralla. Tahéan riittaa,
jos nahdaén, ettd /IAG' = ZIEG'. Mutta nain to-
della on, silla AD on kulman ZC'AB puolittaja, jo-
ten /G'AI = /CAD = /DAB = /DEB = /G'EI.
Yhtéaloketjun toiseksi viimeinen yhtasuuruus perustuu
kehakulmalauseeseen sovellettuna ympyraan I'. Koska
AB on ympyran I' halkaisija, ZAFEB on suora kulma.
Mutta kun kehakulmalausetta sovelletaan ympyraan
AIG'E, nahdéén, etta ZAG'] = ZAEI = ZAEB. Kulma ZAG’'I on siis myos suora,
joten G’ = G. Aivan samoin nahdaan, etta F’' = F. Koska G’ ja F’ ovat suoralla ED,
ovat G ja F' myos talla suoralla, ja vaite on todistettu.

2. ratkaisu. (Luetaan edellistd kuvaa niin, ettd F’ ja G’ ovat sivuamispisteet F' ja G.)
Koska kulmat ZAEI = ZAEB ja ZAGI ovat suoria kulmia, AIGE on jannenelikulmio.
Siis /BEG = /IEG = /IAG = /DAC = /DAB = ZBED. Mutta tama merkitsee,
ettd G ja D ovat samalla E:n kautta kulkevalla suoralla. Samoin osoitetaan, ettd F' ja F
ovat samalla D:n kautta kulkevalla suoralla. Siis G ja F' ovat suoralla ED.

2015.2. Olkoon luvuista p, g, r suurin m. Koska jokainen luvuista on > 2, niin p+q+r <
3m ja pgr > 4m. Kysyttyjen lukujen summa on siis aina pienempi kuin niiden tulo.
Luvut toteuttavat siis yhtélon pgr = 101(p + ¢ + r). Luku 101 on alkuluku. luvuista
p, q, r ainakin yhden on oltava 101. Oletetaan, ettd » = 101. Silloin pqg = p + ¢ + 101 eli
(p—1)(¢—1) = 102. Luku 102 voidaan jakaa tekij6ihin seuraavilla tavoilla: 102 = 1-102 =
2.51 = 3-34 = 6-17. Joukko {p, q} voi siis olla {2, 103}, {3, 52}, {4, 35}, {7, 18}. Mutta
ainoa vaihtoehto, jossa seké p ettd ¢ ovat alkulukuja, on {2, 103} Tehtédvan ainoa ratkaisu
on {p, q, r} = {2, 101, 103}.

2015.3. Merkitéén hj(z) = p(x +j). Tarkastellaan polynomia hggi5. Silld on samoin kuin
p:ll& n reaalista nollakohtaa sq, Sa, ..., sp. Lisksi hog15(0) = p(2015) = 2015. Vietan
kaavojen mukaan polynomin nollakohtien tulo on polynomin nollannen asteen termi tai
sen vastaluku. Siis |s1sg---s,| = 2015. Koska n > 2, ainakin yhdelle s; pétee |s;| <
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V2015 < v2025 = 45. Merkitaan tata s;:ta symbolilla m. Kaikilla j = 0,1, ..., 2014
on hogis—j(m + j) = p(m + j + 2015 — j) = p(m + 2015) = hgg15(m) = 0. Siis luvut
m, m+ 1, ..., m+ 2014 ovat kaikki polynomin ¢ nollakohtia. Koska 0 < |m| < 45, niin
ehdon |m + j| < 2015 toteuttaa ainakin 1970 eri lukua j, 0 < j < 2014, joten viite on
todistettu.

2015.4. Osoitetaan induktiolla, ettd jos jarjestetyssa jonossa voi vaihtaa kahden pe-
rakkéaisen alkion paikan, niin siina voi vaihtaa kahden mielivaltaisen alkion paikan niin,
ettd muut alkiot pysyvat paikoillaan. Jos vaihdettavat alkiot ovat perakkéin, asia on
selva. Oletetaan, etta vaite patee, aina kun vaihdettavien alkioiden etiisyys on k as-
kelta. Jos a ja b ovat alkioita, joiden etdisyys on k + 1 askelta (a ennen b:td) ja ¢ on
a:sta seuraava alkio, niin induktio-oletuksen mukaan voidaan tehdad seuraavat vaihdot
cey @y Cy ooy by — Lo ay by e, — Lo bay oo e — o by oo ay
missa kolmella pisteella merkityissa paikoissa olevat alkiot pysyvat paikoillaan, samoin
kuin c.

Jos mielivaltaiset kaksi jonon alkiota voidaan vaihtaa muita alkioita siirtamatta, jono voi-
daan saattaa mihin tahansa jarjestykseen. Ensimmaiseksi haluttu alkio voidaan vaihtaa
paikalleen. Jos k ensimmaista on jo saatu paikoilleen, niin k4 1:lle paikalle haluttava ei ole
k:n ensimmaisen joukossa. Se voidaan siis vaihtaa paikalleen sekoittamatta jo paikoilleen
asetettujen alkioiden jarjestysta.

Osoitetaan nyt, etta jokaiset perakkaisissa parittomissa paikoissa olevat osat voidaan vaih-
taa keskenaan, niin etta kaikki muut osat pysyvat paikoillaan. Pinon paallimmaisen ja
kolmannen osan voi ndin vaihtaa, soveltamalla operaatiota (ii) kolmeen p#éllimmaéiseen
osaan. Sijoilla 2n + 1 ja 2n + 3 olevat osat voi vaihtaa soveltamalla ensin operaatiota
(i) niin, ettd 2n padllimmaista osaa siirtyvat jarjestyksensa sdilyttden pinon alimmaisiksi,
sitten soveltamalla operaatiota (ii) kolmeen paéllimmaéiseen osaan ja viimein soveltamalla
operaatiota (i) 2000 —2n:4én pasllimmaiseen osaan, jolloin pohjalla olleet 2n osaa palaavat
alkuperéisille paikoilleen ja alun perin pohjalla olleet 2000 — 2n osaa palaavat muuten al-
kuperaisille paikoilleen, paitsi paikoilla 2n+1 ja 2n+ 3 olleet osat ovat vaihtaneet paikkaa.
Edella esitettyjen yleisten tulosten perusteella on nyt selvaa, etta kaikki paritonnumeroiset
osat voidaan operaatiolla (i) ja (ii) saada mihin tahansa jarjestykseen niin, etté parillisnu-
meroiset osat pysyvat paikoillaan.

Osoitetaan viela, ettd myoOs parillisnumeroiset osat voidaan samalla tavalla saada mihin
tahansa jarjestykseen. Paikoilla 2 ja 4 olevat osat voidaan vaihtaa tekemaélld operaatio
(ii) pinon viiteen ylimpéan osaan. Silloin paikoilla 1 ja 5 olevat osat vaihtavat paikkaa,
mutta edelld osoitetun perusteella ne saadaan palautettua paikoilleen operaatioita (i) ja
(ii) yhdistelemalla. Perékkéisilla paikoilla 2n ja 2n+2 (n > 1) olevat osat voidaan vaihtaa
tekemélld ensin operaatio (i) 2n— 2:een péallimmaéaiseen osaan. Silloin paikoilla 2n ja 2n+2
olevat osat siirtyvat paikoille 2 ja 4, ja ne voidaan vaihtaa muuttamatta muiden osien
paikkaa. Operaatio (i) sovellettuna 2000 — (2n — 2):een pééllimmaéiseen osaan palauttaa
kaikki osat alkuperaisille paikoilleen, lukuun ottamatta paikoilla 2n ja 2n + 2lleita osia,
jotka ovat vaihtaneet paikkaa. Kaikki parillisnumeroisilla paikoilla olevat osat voidaan
siis saada operaatioilla (i) ja (ii) mielivaltaiseen jarjestykseen, puuttumatta parittomilla
paikoilla oleviin osiin.

Eri jirjestyksid on siis yhteensa (1000!)2.
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2016.1 Selvisti kaikki vakiojonot, a; = a kaikilla ¢, missi a on mika hyvénsa véalin [0, 2016]
kokonaisluku, toteuttavat tehtdavan ehdon. Osoitetaan, ettd muita ratkaisuja ei ole.

Olkoon (a;) jono, joka toteuttaa tehtdvin ehdon. Koska ia; + ja; — (i + j)a; on jaollinen
luvulla ¢ + j, my0s i(a; — a;) on jaollinen talld luvulla. Erityisesti 2k — 1 on tekija luvussa
k(ar — ar—1). Mutta luvuilla k ja 2k — 1 ei ole yhteisid tekijoitd, joten 2k — 1 on luvun
ap — ax—1 tekiji. Kosta ai ja aj ovat vélin [0, 2016] kokonaislukuja, |ax — ar—1| < 2016.
Jos 2k — 1 Z 2017 eli k Z 1009, on oltava ar — Ap—1 = 0. Siis valttamatta ai1008 = A41009 =

. = asgo16- Olkoon sitten ¢ < 1007. Tarkastellaan perakkaisia lukuja 2017 — ¢, 2017 —
(i —1),...,2017 — 1 = 2016. Jokin néiistd, sanokaamme m, on i:n monikerta. Silloin
ainakin toinen luvuista m 4 1 kuuluu samaan perakkaisten ¢:n luvun joukkoon. Talla
luvulla, olkoon se j, ja i:lla ei ole yhteisia tekijoita. Silloin ei myoskadn luvuilla ¢ + j ja
i ole yhteisia tekijoitd. Mutta i(a; — a;) on jaollinen ¢ + j:1ld. Siis a; — a; on jaollinen
i+ j:1la. Mutta i+7 > 142017 —4 = 2017. Samoin kuin edelld, todetaan, etta a; —a; = 0.
Koska j > 1008, a; = ago16. Siis my0s a; = ago16. Tehtavan ehdon toteuttava lukujono on
vakiojono.

2016.2. Osoitetaan, ettda LZCDA = 60°. Valitaan
janalta C'D sellainen piste E, ettd DE = AD. Sil-
loin CE = CD — AD = CD — AB = BC, joten
CEB on tasakylkinen kolmio. Koska nyt AB = AD,
niin /BCA = ZACD. Puolisuora C'A on siis kul-
man /BCD = /ZBCFE puolittaja. Tasakylkisen kol-
mion huippukulman puolittaja on kantasivun keski-
normaali. Piste A on siis janan BFE keskinormaalilla,
joten AE = AB = AD = DE. Nain ollen kolmio
AFED is on tasasivuinen kolmio, ja viite seuraa.

2. ratkaisu. Olkoon Z/CDA = o, AB = AD = a, BC' = b. Silloin CD = a + b. Koska
ABCD on jannenelikulmio, ZABC = 180° — «a. Tiedetaén, ettd cos(180° — o) = — cos av.
Lasketaan kosinilauseen avulla AC? kolmioista ABC' ja ACD ja merkitiin saadut lausek-
keet yhta suuriksi. Saadaan

a® +b* + 2abcosa = a® + (a + b)* + 2a(a + b) cos .
Tama sievenee heti muotoon

a® + 2ab = (4ab + 2a*) cos a,

1
josta cosa = 3 ja a=60°.
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3. ratkaisu. Valitaan ymparysympyralta, toiselta puo-
lelta suoraa C'D kuin B, piste E, jolle CE = C'B. Lei-
katkoon AE C'D:n pisteessa F'. Kehdkulmalauseen no-
jalla ZBAC = LCAFE ja /ZBCA = ZACD. Kolmiot
BCA ja FCA ovat yhtenevia (ksk). Siis BC = CF ja
FD=CD—-CF =CD — BC = BA. Mutta edelleen
AF = AB. Koska myos AD = AB, kolmio AFD on
tasasivuinen ja ZC'DF = 60°.

2016.3. Ehdon (i) perusteella z = f (f(x)) — f(x) ja

siis f(z) = f(f (f(x)) — f(x)). Ehdon (ii) perusteella «
edelleen f(f (f(x)) = f(x)) = [ (f(x)) — af(x). Siis, £

kun vield kdytetaan ehtoa (1), (14 a)f(z) = f (f(z)) = f(z) + z kaikilla z € R. Jos olisi
a =0, olisi z = 0 kaikilla z € R. Siis a # 0, ja f(z) = —g kaikilla x € R.

Jotta ratkaisu toteuttaisi ehdon (i), on oltava

T
fEa)=F(-2) =5 =f@)+o=-=+a
kaikilla . Tama merkitsee, ettd a:n on toteutettava yhtildo a® —a — 1 = 0, eli on oltava

1+5

Jotta (ii) toteutuisi, oltava

f(x)+ax=—g—l—am:f(f(x)_m):f(_g_x) Zf(—1+ax> 14a

a a

kaikilla z. T#sté seuraa, ettd a:n on toteutettava yhtilo a®—2a—1 = 0. Mutta a®—2a—1 =
(a+1)(a® —a — 1), joten (ii) madrii, ettd a = —1 tai a on jompikumpi niisti arvoista,

1
jotka madrdytyvét ehdosta (i). Kaikkiaan siis tehtéviassa kysytyt luvut a ovat 5(1 +/5).

2016.4. Mihinkaan saareen ei voi vieda vain yksi silta, koska kapinalliset voisivat tuhota
sen ja eristad saaren muista saarista. Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa on kaksi toisiinsa
liittyvaa saarta S js Sa, joista kummastakin lahtee vain kaksi siltaa. Ei voi olla niin, etta
molemmat sillat yhdistaisivat S7:n Ss:een — talloinhdn S; ja Sy olisivat muista saarista
eristettyja. Ei voi olla myoskdan niin, ettd S; on yhdisetty saareen S3 ja S, saareen
Sy # S3. Siltojen (S, S3) ja (S2, S4) tuhoaminen eristéisi S1:n ja Sa:n muista saarista.

Tarkastellaan nyt saari- ja siltaverkkoa, joka on rakennettu kestamaan terroristien kahden
sillan tuhoamisen. Olkoon siind B kappaletta siltoja. Jos verkossa on sellainen toisiinsa
liitetty saaripari, etta kummastakin parin saaresta lahtee vain kaksi siltaa, poistetaan tama
pari ja siihen liittyvat kolme siltaa. Jaljelle jaa edelleen yhtenainen saari- ja siltaverkko.
Jos siind on edelld kuvatunlainen pari, poistetaan se. Jatketaan tata, niin kauan kuin
mahdollista. Koska poistettavia saaria on parillinen méaara, jaljelle jaa n saarta, missa
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n on parillinen, ja B’ siltaa. Olkoon niiden joukossa x sellaista, joista ldhtee vain kaksi
siltaa. Tehdyn konstruktion perusteella mitkaan kaksi naista saarista eivat ole yhdistettyja
toisiinsa. Se merkitsee, ettd B’ > 2x. Nyt (n — x):sté saaresta ldhtee ainakin 3 siltaa. Nyt
2B’ > 2z + 3(n — ) = 3n — x ("saarista ldhtevien siltojen” maéra on kaksi kertaa siltojen
médrd). Kaikkiaan siis 2B’ > max{4x, 3n — x}. Suorat y = 4z ja y = 3n — x leikkaavat

3 12
pisteessa xg = ?n’ joten 2B’ > ?n ja B' > ?n Mutta nyt

6n  6-1680 6n> 6 6
5) 4 4 —\4 20

3
B:B'+§(1680—n)2—+ ———)'168022016.

Osoitetaan sitten, ettd on mahdollista yhdistad saaret tasan 2016:lla sillalla niin, etta
tehtavan ehto tayttyy. Valitaan ensin 672 saarta, ja numeroidaan ne 0, 1, 2, ..., 671.
Rakennetaan saaresta numero i silta saariin numero ¢ — 1, ¢+ 1 ja ¢ + 336 mod 672. Siltoja

3
syntyy 3 672 = 1008 kappaletta. Sillat kytkevat saaret numerojarjestyksessa renkaaksi

0—1—-2—-3—---—671—0. Jos naista silloista katkaistaan yksi, jaljelle jaa yhtenéinen
verkko. Jos silloista katkaistaan kaksi, rengas katkeaa kahdeksi osaksi. Jos ¢ on lyhemmassa
osassa (tai jos osat ovat yhté pitkét, kummassa tahansa), niin i 4+ 336 mod 672 on toisessa
osassa, ja verkko on yh&a yhtendinen. Jos yksi tai kaksi tuhottavaa siltaa on renkaan
ulkopuolella, yhtenaisyys sailyy myos. Muutetaan nyt konstruktiota niin, ettd jokainen
silta korvataan kahdella sillalla, jotka yhdistyvat yhteen sellaiseen saareen, joka ei ollut
alkuperdisessa konstruktiossa. Silloilla yhdistettyja saaria on nyt 672 + 1008 = 1680 ja
siltoja 2 - 1008 = 2016. Koska kapinalliset eivat katkaise kahta samalta saarelta lahtevaa
siltaa, sama paattely kuin edelld osoittaa, ettd rakennelman yhtenaisyys sailyy kahden
sillan poistamisen jalkeen.



