Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun ratkaisut
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P1. Pihlan tyoviikon pituus oli aluksi ¢ ja tuntipalkka s, joten viikkopalkka oli ts. Muu-

tosten jilkeen tyoviikon pituudeksi tuli ¢ (1 — L) ja tuntipalkaksi s (1 + L). Pihlan

100 100
viikkopalkalle saadaan siis yhtalo

t<1—i)s(1+i> :ts(l—i>
100 100 100
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Togz = 096 <= 10000 —p? = 9600 <= p® =400 <= p =20,

= 1-

silla p > 0. Siis véitteet b ja c ovat oikein, a ja d sen sijaan vaarin.



P2.

P3.

P4.

Saannollinen kuusikulmio jakautuu tunnetusti kuvion mukaisesti kuudeksi tasasivui-
seksi kolmioksi,

joten puoliympyroiden yhteinen halkaisijan pituus on ympyran I' sdde r ja puoliympy-
roiden yhteinen side on r/2.

2
Puoliympyréiden alojen summa on 6- %7? (%) = %7?7“2 ja kysytty suhde on siis 3/4 < 0,8.

Siis kohdat b ja c ovat oikein, a ja d vaarin.

Merkitdan a = 0,0246246 . .. ja b = 0,0328328 . . ., jolloin

10a = 0,246246... | 10b = 0,328328...
10000a = 246,246246 . . . J 10000b = 328,328328. . .,

mista laskemalla erotuksia saadaan
9990a = 246 ja 99900 = 328.

Siis a = 246/9990 ja b = 328/9990. Etsittédva luku on niiden keskiarvo (joka voidaan
selvasti kirjoittaa murtolukuna, joten kohta d on vaarin)

1 1 246+328 574

— Z(a+b) == . .
¢=5la+b) =5 =355 19930

Tama on kohdan ¢ vastaus; tarkastetaan vield, etta kohdissa a ja b on eri lukuja. Koska
612 > 574 ja 15000 < 19980, niin 612/15000 > 574/19980. Koska 574 > 3 - 120 ja
19980 < 3 - 7290, niin 574/19980 > 120/7290. Siis vain kohta ¢ on oikein, muut ovat

vaarin.

Tasakylkisen puolisuunnikkaan PQRS sivujen pituudet ovat oletuksen mukaan |PQ| =
|IRS| =a+3,|QR|=a—-3ja|SP|=a+T.
Q




P5.

Merkitdan lavistajien leikkauspistetta symbolilla M. Tarkastellaan lévistajien osia x =
|MP|, y = |MQ|, u = |[MR| jat = |[MS|. Koska lavistdjit ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa, saadaan Pythagoraan lausetta toistuvasti kayttamalla

2? +y* = [MPP + |[MQP = |PQ|* = (a + 3)?
y? +u? = [MQP + |MR]> = |QR* = (a — 3)?
u? + 12 = |MR|?* + |[MS|? = |RS|)* = (a + 3)?
2422 = |MS|2+|MP]2=|SP|2 = (a+7)%

Kahdesta ensimmaisesté ja toisaalta kahdesta seuraavasta yhtalostéd saadaan edelleen

Pt = (2 )~ (5 ) = (a4 3~ (a3
2wt =+ - (P +t?) =(a+7)?— (a+3)>

Néita tietoja yhdistelemalla saadaan a:lle yhtalo

(a+7)?=(a+3)=2"—u*=(a+3)"—(a—3)°
=(a+7—(a+3)(a+7+(@+3)=((a+3)—(a—3))(a+ 3+ (a—3))
= 4-(20+10) =620 <= 8a+40 =12a <> 40 =4da <> a = 10,

Ratkaisu @ = 10 on kokonainen (kohdat b ja d oikein). Kohdat a ja ¢ ovat sen sijaan
vaarin.

Huomautus: Tehtéavin voi siis ratkaista olettamatta, ettd nelikulmio PQ RS on puoli-
suunnikas. Kaikkien ratkaisussa esitettyjen tuntemattomien ratkaisemiseen sen sijaan

tarvittaisiin tata oletusta, ja kayttamalla kolmioiden PM .S ja QM R yhdenmuotoisuut-
ta saataisiin 2 =t = 17/v2 jay = u = 7/V/2.

a) Tallainen viisikulmio on todellakin olemassa. Lahdetaan liikkeelle yhdensuuntai-
sista janoista, esimerkiksi BD ja CE, missa B = (2,1), C = (2,2), D = (1,1) ja
E = (1,2). Asetetaan A sellaiseen paikkaan, ettd muodostuu viisikulmio ABCDE,
vaikkapa origoon. E

C

B

A

b) Sadannollisen monikulmion lavistéjat eivit valttamatta leikkaa toisiaan, kun sivuja
on vahintaan kuusi.




Pé6.

Pr.

¢) Kolmiolla ei ole lavistajia. Neli- ja viisikulmioiden tapauksessa lavistdjan jommal-
lekummalle puolelle ja&a vain yksi karki. Sen tahden kahdella lavistajélla on pakko
olla joko yhteinen kérki tai niiden on leikattava, joten ne eivéit voi yhdensuuntaisia.

d) Monikulmion lavistéjat voivat olla saman suoran erillisid osia, kuten seuraava kuva

osoittaa. /\/\/\

Kohdat a, ¢ ja d ovat siis tosia, b valetta.
Merkitasn n = 77" . Talloin
lg(n) =7"1g7 < 7" = (7%)* -7 < 50° - 7 = 875000 < 10°,
joten luvussa n on vahemman kuin miljoona numeroa.
Huomataan, ettd 7% = 2401 = 1(mod 10), joten sen, mihin numero 7% paittyy, kun
n € N, ratkaisee eksponentin arvo modulo 4. Saadaan
7" =(-1)"=-1=3 (mod 4),
joten
n="7=343=3 (mod 10).
Siis luku n paattyy numeroon 3.

Kolmella jaollisuuden séannén mukaan n on kolmella jaollinen, jos ja vain jos sen nu-
meroiden summa on kolmella jaollinen. Toisaalta selvasti n ei ole kolmella jaollinen,
koska sen ainoa alkutekija on 7. Tasta samasta syysta n ei tietenkadn myoskadn ole
alkuluku. Siis kaikki vaihtoehdot ovat oikein.

Perussarjan perinteiset tehtavat

Ratkaisemalla d yhtélosta
d B ay + d

aq d

< d2 = (a1)2 -+ ald A d2 — ald — (a1)2 =0

saadaan

1 1 1 a
d= 5&1 + \/Z(a1)2 + (a1)2 = 5011 + |2—1|\/g

Koska ase = 2020 4+ 2018v/5 > 0 sekd ay ja d ovat samanmerkkisia, niin ne ovat
valttamatta positiivisia. Siis d = al(% + ?) Sijoittamalla tdma tieto yhtaloon aggg =
2020 + 2018+/5 saadaan

52

1
2020 + 2018\/5 = Q9019 — A1 + 2018d = a + 2018&1 <§ + —_— = 5(2020 + 2018\/5),

joten a; =2 jad =14+ 5.



P8. Tama on tehtavin V5 erikoistapaus. Kohdassa a vastaus on siis kylla, kohdassa b ei.

Kohtaan a on myos yleista ratkaisua suorempia menetelmia.

(1

Origosta nappulan voi siirtdd vinoon ruutuun (7,7), josta edelleen pystysuoraan ruu-
tuun (7,1) ja vaakasuoraan ruutuun (2,1). Kaikkiaan kolmella nappulan siirrolla syn-
tyy siis ratsun siirto. Peilisymmetrian vuoksi kaikki siirrot origosta ruutuun (2, 41)
pystyy tekeméaén kolmella nappulan siirrolla. Reittid

0,0) > 2% (2,1) 2502 (4 9) 5 (—1,2
(

pitkin péésee origosta myos ruutuun (—1,2), ja peilisymmetrian vuoksi seitseméllé
siirrolla kaikkiin ruutuihin (£1,42). Siis korkeintaan seitseméllé siirrolla pystyy syn-
nyttdméaédn kaikki ratsun siirrot eli siirtyméén origosta ruutuhin (£2, £1) ja (1, £2).
Tunnetusti shakkiratsulla paédsee ddrettomén ruudukon kaikkiin ruutuihin. Symmet-
rian vuoksi riittda nimittiin osoittaa, ettd ruutu (1,0) on tavoitettavissa. Koska ratsu
pédsee sithen kolmessa siirrossa pitkin reittia (0,0) — (2,1) — (0,2) — (1,0), niin
tehtavin nappulalla padsee ruutuun (1,0) origosta 3 4+ 3 4+ 7 = 13 siirrossa.

N\

>

el

Valisarjan monivalintatehtavat

3.+ | - | - |+

V1. Ympyripohjaisen kartion pohjan side on 1, kartion korkeus v/3, joten tilavuus on @

Nelidpohjaisen kartion pohjan ala on 4 ja korkeus /22 — (1/2)2 = /2. Tilavuus on siis
44/2
=



V2.

V3.

Tilavuudet voidaan siis laskea annetuilla tiedoilla, ne eivat ole kokonaislukuja, eivatka
ne ole samoja. Siis kohdat a, b ja ¢ ovat vaarin.

Verrataan nyt tilavuuksien suuruutta. Suuruusjérjestys sailyy, vaikka poistettaisiin ni-
mittijit ja korotettaisiin nelioon. Verrataan siis lukuja 372 ja 16-2 = 32. Koska 7 < 3,2
ja 31 < 10, on pyramidin tilavuus suurempi. Siis kohta d on myos véarin.

Polynomille P(x) saa tekijoihinjaon, nimittiin P(z) = (22 + 2z +1)(2? —x +1). Kaikille
x € R patee P(x) > 1, joten nollakohtia ei ole. Polynomin kuvaaja on symmetrinen
y-akselin suhteen, silla

P(—z) = (—2)* + (—2)* + 1 =2 + 22 + 1 = P(x).
Viimeisen kohdan yhtélon pystyy ratkaisemaan:
Pla)=7 < 2" 422 -6=0 <= (2*-2)(2*+3) =0 <= 22 =2Vva? = -3,

mutta edelliselld toisen asteen yhtalolla ei ole rationaalisia eikd jalkimmaiselld edes
reaalisia ratkaisuja. Siis kohdat b ja ¢ ovat oikein ja muut vaarin.

a) Jos x,y €1]0,00] ja f(z) = f(y), niin
ef@=2=l — () = f(y) = /W71 = /@1

eli f(r)—z—1= f(z) —y—1,eli x =y. Viite a siis pitdi aina paikkaansa.

b) Jos viite b pitéisi paikkaansa, niin erityisesti olisi f(1) < 1. Mutta on oltava
f(1) > 1. Siten vdite b ei voi pitda paikkaansa.

c¢) Jos olisi olemassa x € |0, 00|, jolle olisi f(z) = x + 1, niin silloin olisi
p+1=etmrl =,

eli olisi z = 0. Siten viite c ei pida paikkaansa.
d) Olkoon z € ]0, oo[. Koska
ef@=e=l — f(2) > 1,

on

)

eli f(x) >z + 1> x. Siten viite d pitdd varmasti paikkaansa.

Valisarjan perinteiset tehtavat

V4. Sama kuin P7.

V5.

Jos k — 1 on parillinen, niin huomataan, ettd pelinappulan x-koordinaatti pysyy aina
parillisena. Jos siis tavoiteruudun z-koordinaatti on pariton, kuten ruudulla (1,0), niin
Maija ei koskaan voi saavuttaa sita. Siis Maija ei voi aina voittaa, jos k£ on pariton.



V6.

Al.

Osoitetaan nyt, ettd jos k on parillinen, niin Maija pystyy tavoittamaan minké tahansa
ruudun. Talloin siirtdmalla k kertaa oikealle ja k — 1 kertaa ylos Maija padsee ruutuun

(k* — k, k* — k). Koska
syt(k? — k,k+1) =syt(k(k — 1),k +1) =syt(k — 1,k + 1) =syt(2,k + 1) =1,

niin yhdistaméalla tété siirtosarjaa diagonaalisiirtoihin (k + 1 diagonaalilla) padstaan
ruutuun (1,1). Vastaavasti pddstddn ruutuun (1, —1). Naméa yhdistdmalld padstaan
ruutuun (2,0) ja vastaavasti ruutuun (0,2). Koska k£ — 1 ja k + 1 ovat parittomia,
pédstéddn ndiden siirtojen avulla ruutuihin (£1,0) ja (0,+£1). Néiden siirtojen avulla
taas paastdan mihin tahansa ruutuun.

Yhtalostéd seuraa, etti xiy? = 2019 — 22 = 2(1009 — x) + 1 on pariton, joten seké x etti
y on pariton. Erityisesti y? > 1. Kun |z| > 7, niin saadaan

vry?42r > ot 2x > |zt -2|z| = |z|(|zP—2) > 7(7*—2) = 7-341 > 7-300 = 2100 > 2019,
joten yhtalolld ei tdssa tapauksessa voi olla ratkaisua. Siis |z| < 7 ja luvun x paritto-

muuden vuoksi |z| < 5. Eri tapaukset on siten helppoa kayda lapi.

Kun |z| = 1, niin 2%y + 2z = 1y + 22 = y* + 27 ja yhtélé supistuu siis joko muotoon
y? 4+ 2 = 2019 eli y? = 2017 tai 3> — 2 = 2019 eli y? = 2021. Luvut 2017 ja 2021 eivit
kuitenkaan ole kokonaisluvun nelioité, silla 44% = 1936 ja 45% = 2025.

Kun |z| = 3, niin 2* = 3* =81 ja
rhy? + 22 = 2019 < 81y* = 2019 — 2z.

Jos x = 3, niin 2019 — 22 = 2013 ei ole luvulla 81 jaollinen, mutta jos x = —3, saadaan
edelleen 2019 — 2z = 2025 = 81 - 25 = 81 - 52. Siis x = —3, y = %5 on yhtilén ratkaisu.

Kun |x| = 5, niin 2* = 5% = 625. Jos # = 5, niin yhtilo supistuu muotoon 625y = 2009,
jos taas ¥ = —5, niin muotoon 625y% = 2029. Kuitenkaan kumpikaan luvuista 2009 ja
2029 ei ole luvulla 625 jaollinen.

T =3

y = +£5.

Vastaus: Yhtalon ratkaisu on
Avoin sarja

Olkoon R lavistdjien AD ja BFE leikkauspiste.
C B
>
D W A

E




A2.
A3.
A4.

Tarkastellaan seuraavaa tapaa paloitella tarkasteltavat alat.

Viaitetaan, ettéd kuviossa jokaisella oranssiksi varitetylla kolmiolla on sama ala a ja mo-
lemmilla vaaleansinisilla kolmioilla on sama ala b. Vaaleansinisten kolmioiden tapaus on
helppo, silla tahden sisélle syntyva pieni viisikulmio on myos sddnnoéllinen ja molemmat
kolmiot ovat tasakylkisid kolmioita, joiden kanta on sddnnoéllisen viisikulmion lavistéja
ja kyljet tdmén viisikulmion sivuja. Siten ne ovat yhtenevia ja niilld on sama ala. Orans-
seista kolmioista viisi on tdhden sakaroita, kuten kolmio PRA, ja ne ovat sdénnollisen
viisikulmion sdannoéllisyyden vuoksi yhtenevid. Perustellaan, miksi PRA on yhteneva
my6s kuudennen kolmion PQ R kanssa. Saannollisen viisikulmion lavistdja on luonnol-
lisesti yhdensuuntainen sen sivun kanssa, jonka kanssa silla ei ole yhteista karkea. Siis
PQ || AD, joten my6s PQ || AR. Samalla tavoin saadaan perusteltua AP || QR, joten
APQR on suunnikas (itse asiassa neljakés). Téastd seuraa suoraan APRA = ARPQ).

Edellisen tarkastelun perusteella nelikulmion APQ D, joka koostuu kolmesta oranssista
ja yhdesta vaaleansinisesta kolmiosta, ala on 3a 4 b. Téhden ala on vastaavasti 6a + 2b.
Koska 6a + 2b = 1, niin 3a + b = 1(6a + 2b) = 3.

Vastaus: Nelikulmion APQD pinta-ala on %
Sama kuin V5.
Sama kuin V6.

Osoitamme, etta tavoiteltu luku on k& = 10. Koska toisaalta Fy = 34 ja Fjy = 55, ja
toisaalta 3% = 27 < 34 ja 43 = 64 > 55, on oltava k > 10, jos halutunlainen luku k on
olemassa. Koska liséksi toisaalta

Iy = 55, I =89, Fio = 144, Fi3 = 233, [y =377, ja Fi5 =610,

ja toisaalta
43 = 64, 5% =125, 6% = 216, 73 = 343, ja 8 =512,

on
F10<43<F11<53<F12<63<F13<73<F14<83<F15.

Riittéda siis endéd osoittaa, ettd jokaisella kokonaisluvulla n > 15 lukujen F), ;1 ja F),
valistéa 16ytyy kuutioluku. Ta4mé puolestaan seuraa valittémasti, jos / Fj,.1 — / F,, > 1,



silla talléinhdn on olemassa kokonaisluku ¢ € }\3/ E,, JF,1 [, jolloin F,, < 3 < F, 4.

Tamén puolestaan voimme osoittaa arvioimalla

3Fn+1_ an Fn+1_F
\/ +1+\/Fn+1F +\/73 \/F2+1+\/Fn+1F +\/7
J
33F3+1 3\/(F + Fo_1) N \/(2Fn_1+Fn_2)
> Fnl _\/nl \/F14_3;)T7’?7)>1-

3(3F, 1)
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