Lukion matematiikkakilpailun
loppukilpailun ratkaisut

1. Fevalla ja Martilla on kokonaislukumaara euroja. Martti sanoi Eevalle: “Jos annat
minulle kolme euroa, niin minulla on n-kertainen maara rahaa sinuun verrattuna”. Eeva
puolestaan sanoi Martille: “Jos sind annat minulle n euroa, niin minulla on kolminker-
tainen madérd rahaa sinuun verrattuna”. Oletetaan, ettd molemmat véaitteet pitavét
paikkansa. Mitd arvoja positiivinen kokonaisluku n voi saada?

Ratkaisu: Olkoon x Martin rahaméara ja y Eevan rahamaara. Talloin

v +3=n(y—3)
y+n=23(x—n).

Kun ylemmaésta yhtélosta ratkaistaan x = n(y — 3) — 3 ja sijoitetaan alempaan, saadaan
y+n=3ny—3)—3—n)=3ny —12n9 <= y+9=3ny — 13n = n(3y — 13).

Koska y+9 > 0 jan > 0, niin siis my&s 3y—13 > 0. Lisdksi huomataan, ettd 3y—13 | y+9
eli 3y — 13 jakaa luvun y 4+ 9. Téstéd seuraa 3y —13 | 3(y+9) — (3y — 13) = 27+ 13 = 40,
joten koska 3y — 13 > 0, saadaan

3y — 13 € {1,2,4,5,8,10,20,40}.

Toisaalta tietenkin 3y — 13 = —13 = 2 (mod 3), joten jaljelle jadvét vain vaihtoehdot
3y—13 = 2,3y—13 = 5, 3y—13 = 8 tai 3y—13 = 20, mista ratkaisemalla saadaan y = 5,
y =6,y = T7taiy = 11. Vastaavat luvun n arvot saadaan yhtalosta n = (y+9)/(3y—13):
n=1,n=2n=3jan="T.

Vastaus: n=1,n=2,n=3jan="T.

2. Kolmion ABC sivut ovat a = |BC|, b = |C'A| ja ¢ = |AB|. Pisteet D, E ja F
ovat sellaiset sivujen BC, C'A ja AB pisteet, ettd AD, BE ja C'F ovat kolmion ABC
kulmien puolittajia. Maéritéd janojen AD, BE ja C'F pituudet a:n, b:n ja c:n avulla.

Ratkaisu: Lasketaan BE = z. Tunnetusti kolmion kulman puolittaja jakaa vastaisen
sivun viereisten sivujen suhteessa. Siis

ab

ICE| = .
a+tc




Kosinilauseesta saadaan

9 9 (ab)? a?b
= -2 BCA).
x a® + (ato? a+ccos(<I CA)

Mutta kosinilauseen mukaan on myos ¢ = a? + b? — 2abcos(BCA). Siis

b 2
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Siis

x:\BE|:a—\/_iC_L_CC\/(a+b+c)(a—b+c).

Symmetrian perusteella

|AD| = F\/b_cc\/(a+b+c)(—a+b+c)

ja
Vab
oF| = 2
a+b

Vie+b+ce)a+b—c). O

3. Ympyran janteet AB ja CD leikkaavat ympyréan sisalla pisteessd M, joka on lisaksi
janteen P(Q) keskipiste. Pisteet X ja Y ovat janojen AD ja PQ sekid BC ja PQ leik-
kauspisteet, tassa jarjestyksessa. Osoita, ettd M on janan XY keskipiste.



Ratkaisu: Maaritetaan pisteet O, U ja V kuvan esittamalla tavalla.

JCMB = <DMA ja <ADM = <M BC, joten kolmiot BCM ja ADM ovat yhden-
muotoiset. Edelleen <MV C = AU M, koska yhdenmuotoisissa kolmioissa vastinjano-
jen (tésséd tapauksessa keskijanan ja sivun) vélinen kulma on sama. Koska <OVY =
LY MO = 90°, niin OVY M on jannenelikulmio. Lisaksi SOMX = < XUO = 90°,
joten OM XU on myos jannenelikulmio. Néaista seuraa

IMOY = gMVY = qMVC = JAUM = < XUM = < XOM,

joten OY X on tasakylkinen kolmio ja OM sen korkeusjana. Siis |Y M| = |MX]| eli M
on janan XY keskipiste. O

4. Maiaritellddn kuvaus f:7Z, — Z. niin, ettd f(1) = 1 ja f(n) on luvun n suurin
alkutekija, kun n > 1. Aino ja Vainé pelaavat pelia, jossa molemmilla on kasa kivia.
Jokaisella siirtovuorolla vuorossa oleva pelaaja, jolla on m kivea kasassaan, saa poistaa
toisen kasasta korkeintaan f(m) kived mutta vahintddn yhden kiven. (Oma kasa sdilyy
muuttumattomana.) Pelin voittaa se, joka ensiksi tyhjentdd toisen kasan. Osoita, ettd



on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku n, ettd Aino hdviaa parhaimmallakin
pelitavalla, vaikka saa aloittaa ja molemmilla on aluksi yhtd monta kivea eli n kivea.

Ratkaisu: n = 16 on pienin ratkaisu tehtavaan. Todistetaan tama, vaikka tehtavanannossa
pyydetaan ainoastaan etsiméan jokin n, jolla Aino havida pelin. Seuraava tulos on siis
oikeastaan tarpeeton, mutta osia siitd kaytetaan todistettaessa varsinaista tehtavan
vaatimaa tulosta.

Viite: Peli on Ainon voitto, kun n < 15.

Todistus: Jos n on alkuluku tai yksi, Aino voi tietenkin nollata toisen pelaajan kivien
maaran aloitussiirrollaan.

Yleisemmin Aino voittaa kaikki ne pelitilanteen (p, m), missa hén on siirtovuorossa,
p on alkuluku ja p > m. Sovelletaan tata erityisesti niiden pelien analysoimiseen, joissa
n = 2p ja p alkuluku. Aino poistakoon toiselta pelaajalta suurimman sallitun maérian
eli p kivea. Tapauksessa n = 4 huomataan, etta Vainolla ei ole tyydyttavaa vastasiirtoa:
seké (3,2) ettd (2,2) ovat Ainon voittoja. Tapauksessa n = 6 pelinkuluksi muodostuu
seuraava, kun Vaino yrittaa ohittaa jo tunnistetut havioasemat:

6 4 3
6 3 1 0

(Ylarivissa Ainon, alarivissd Vdinon kivimé&érat.) Tapauksessa n = 10 on useita ilmeiset
sudenkuopat ohittavia peleja:

10 9 8

10 5 2 0.

10 8 6

10 5 2 0

10 6 4

10 5 2 0

Jaljella on tapaus n = 14:

14 12 10
14 7 4 0
14 10 8tai9
14 7 2 0
14 9 8 6
14 7 4 2 0
14 8 bt 4

14 7 6 1 0.

Huomattakoon viimeisesté pelisté, ettd Aino poistaa V&inolta pelitilanteessa (8,7) yh-
den ainoa kiven, koska (6,6) on tunnistettu voitto.

Jaljella ovat vain tapaukset n = 8, n =9, n = 12 ja n = 15. Tapauksessa n = 8
Ainon pelitapa on tuttu pelitilanteesta (8, 7):

8 5 4
8 6 1.



Tapauksessa n = 9 Vainon on vaikeata ohittaa tunnistettuja havioasemia:

9 8 6 5
9 6 4 1 0.

Tapaus n = 12 on myo6s suoraviivainen:

12 10 8tai9 6tai8
12 9 4 2 0.

Edellista voittoa kayttaen tapauksessa n = 15 jaa tarkasteltavaksi

15 14 12 10
15 12 6 4 0. O

Vaite: VAino voittaa pelin, kun n = 16.

Todistus: Jos Aino poistaa aloitussiirrollaan Vainon kasasta vain yhden kiven,
V&iné voi poistaa Ainolta nelja (4 < 5 | 15), jolloin paddytdéan asemaan (12,15), joka on
yksi tapauksessa n = 15 esiintyneista asemista paitsi, etta roolit ovat vaihtuneet, joten
Vaino voittaisi tdssd tapauksessa. Ainon on siis yritettdva kahden kiven poistamista
tassa tapauksessa, ja pelinkulku on

6 9 8 3 1 0
16 14 12 10 8tai9 7tai8 O

5. Ratkaise Diofantoksen yhtalo

$2018 _ 2018 _ (xy)2017

Y

b

kun x ja y ovat epanegatiivisia kokonaislukuja.

Ratkaisu: Jos toinen luvuista on nolla, on toisenkin oltava. Pari (0,0) on ratkaisu.
Oletetaan nyt, ettd molemmat luvuista ovat nollasta poikkeavia. Nyt

.’D2018 .CCZOlS _ ,,2018 __

y _ (xy)2017,

>

joten = > y?°17. Lisiksi molempien lukujen alkutekijéiden on oltava samat. Koska

y < x, on oltava alkuluku p, jolla pétee p® | y, p®*1 t =, p* | y, P t y ja a > B.
Merkitidn titd p® || = ja p® || y. Nyt

pRO18a || L2018 20185 | 2018 5 200T(+B) || (4))2017,
Erityisesti siis
min(p2017(a+5) ,2018ay | 2018
Koska 2018a > 201883, on padettivi, p?017(@+8) | 20188 eli 2017(a 4 ) < 20183, eli
2017« < 8, mikd on mahdotonta. Ainoa ratkaisu on siis (z,y) = (0,0). O



