Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun ratkaisut

Perussarjan monivalintatehtavat
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P1. Merkitaan lukion A oppilasméarad vuoden 2017 alussa z:11a ja lukion B oppi-
lasmaaraa y:11a. Vuoden 2017 lopussa oppilasméaarat ovat siis a = 1,052 ja b = 1,10y,
mista saadaan vuoden 2017 alun oppilasméaarien suhteeksi

r a/1,05 1,10a 22a

y  b/1,10 1,05  21b°

Siis kohta ¢ on oikein, ja muut vaarin, koska niissd annetut vastaukset eivét ole yhté
suuria oikean vastauksen kanssa.

P2. Koska k?* = 16 ja k > 0, niin

k3T — kT = (k2)3/2 — (k?*)Y/2 = 16%/2 — 16Y/% = 16v/16 — V16 = 16 - 4 — 4 = 60.



Siis kohta c on oikein. Sen sijaan muut kohdat ovat vaarin, silla 60 # 56 on rationaali-
luku, ja vastaus on riippumatoman lukujen k ja x arvoista, kunhan oletukset patevét.

P3. Koska kaikki kuvatulla tavalla 16-kulmiot ovat yhdenmuotoisia, voidaan olettaa,
ettd alkuperdisen nelion kérjet ovat pisteissd A = (—1,—-1), B = (1,-1), C = (1,1) ja
D = (—1,1). Koska nelién ABC D livist#jin pituus on 2v/2 ja kierretyn nelion lavistéjit
ovat koordinaattiakseleilla origon suhteen symmetrisesti, kierretyn nelion EFGH karjet
ovat siis F = (v/2,0), F = (0,v/2), G = (=v2,0) ja H = (0,—+/2). Edelleen
huomataan, ettd syntyvan 16-kulmion kaikki sivut ovat yhta pitkia, vaikka se ei ole
saannollinen, silla 16-kulmion on symmetrinen 45° asteen kierron suhteen.
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Lasketaan nelididen sivujen BC' ja F'G leikkauspisteen L koordinaatit. Koska B =
(1,—1) ja C = (1,1), niin L = (1,y). Toisaalta sivulla F'G koordinaattien summa on
V2, joten y = v/2 — 1. Tésté seuraa, ettd 16-kulmion sivun pituus on

IO = —yl=1-(V2-1)=2- V2.

Piirien suhde on siis

%‘2@:2-(2—\@):4—2\6,

Toisaalta

4 4-2-v2)  4-2-v2) _4-2-Vv2) o
hVE EVBE- VD | moyE | A2 Y

joten kohdat b ja ¢ ovat molemmat oikein. Toisaalta 4—2v2 < 4—2.1,4=4-28 =1,2,
joten myos kohta a on oikein. Sen sijaan LSH > % = 1,5, joten kohta d on vaarin.

P4. Kun z # 1, niin

2¢ + a? — 3a

| =a < 2r+a*-3a=a(r—1)=ar—a
m_

— (2-a)x+ad*-2a=0 <= (2—a)(zx—a)=0.



Jos a = 2, niin yhtalo supistuu identtisesti todeksi yhtaloksi, joten vaihtoehto a on
oikein. Jos a # 2, niin (2 —a)(x —a) =0 <= z = a, mutta koska x # 1, niin yhtélolle
ei jaa ratkaisuja, kun a = 1. Siis kohta b on oikein. Vaihtoehdot ¢ ja d ovat ristiriidassa
kohdan b kanssa, joten ne ovat vaarin.

P5. Olkoon m(k) pienin mahdollinen mééré alueita ja M (k) suurin mahdollinen mééré
alueita, jotka syntyvét, kun k suoraa jakaa tason alueisiin. Selvésti m(1) = M (1) = 2.
Jokainen lisatty suora lisda alueiden maaraa vahintaan yhdelld ja enintdan k + 1:lla,
missé k on tasoon alemmin piirrettyjen suorien mééra, ts. m(k + 1) = m(k) + 1 ja
M (k+1) = M(k)+k+1. Jéalkimmaisen rekursiokaavan voi paételld niin, etta lisattavalla
suoralla on korkeintaan £ leikkauspistetta aiemmin piirrettyjen suorien kanssa, joten
alemmat suorat jakavat uuden suoran korkeintaan k + 1:ksi janaksi ja puolisuoraksi,
jotka ovat uusien alueiden reunoja. Erityisesti saadaan

9
m(10) =m(1) +9=2+9 =11 ja M(10) = M(1)+ > (k+1)=2+9-6 = 56.
k=1

Vaihtoehto c on siis oikein ja b vaarin.

Koska 11 < 20 < 32 < 56, taytyy erikseen tutkia, voidaanko kymmenen suoraa
asetella sopivalla tavalla niin, etta alueiden maaraksi tulee 20 tai 32. Molemmat osoit-
tautuvat mahdollisiksi. 20 aluetta saadaan niin, ettd 9 yhdensuuntaista suoraa jakaa
tason ensin 10 osaan ja yksi erisuuntainen puolittaa alueet.

Vastaavasti 32 = 4 - 8, mika maara alueita saadaan, kun 7 yhdensuuntaista suoraa
jakaa ensin tason 8 osaan ja sen jalkeen 3 naiden kanssa erisuuntaista, mutta keskenaan
samansuuntaista suoraa jakaa kunkin osan neljaan alueeseen.




Vaihtoehdot a ja d ovat siis oikein.

P6. Kahden loikan jilkeen sammakko on pisteessi (z,y), jolle x + y on parillinen ja
Va2 +y2 < 25 eli 22 + 92 < 20. Tillaiset pisteet ovat kaikki nelion [—4, 4] x [4,4]
sisalla, mutta eivat ole ao. nelion karkia. Huomataan, etta naita pisteita on

[92/2] —4 =37

kappaletta. Tarkastellaan ensin eri kahden loikan tapauksia.
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a) Jos (z,y) = (£4,£2) tai (z,y) = (£2, +4), niin sammakko pédsee pisteeseen (z,y)
kahdella loikalla vain yhdelld tavalla. N&itd pisteitd (merkitty kuvassa siniselld
ympyrilld O) on 8 kappaletta.

b) Sammakko ei itse asiassa pédse kahdella loikalla lainkaan pisteisiin (£2,+2), joita
on nelja kappaletta (kuvassa (). Kaikkiin muihin 33 pisteeseen sammakko pisee.

¢) Sammakko pystyy yhdelld loikalla siirtymaéan kahdeksaan eri pisteeseen, ja padsee
tietenkin mistd tahansa niistd palaamaan origoon (kuvassa

d) Jos (z,y) on jokin muu kahdella loikalla tavoitettavissa oleva piste, niin sen voi
tavoittaa kahdella eri tavalla, silli origo- ja (x,v)-keskiset, v/5-siiteiset ympyrit
leikkaavat kahdessa pisteessa.
Kahdella viimeisella loikalla sammakko joutuu palaamaan takaisin siita pisteesta,

mihin se joutui kahdella ensimmaiselld, ja paluutuplaloikka on samassa tapauskatego-
riassa kuin menotuplaloikka. Siten erilaisia neljan loikan sarjoja on

8-124+1-8+(37—-12—-1)-22 =8+ 64 +24-4=168.

Koska 80 < 100 < 168, niin kohta a on oikein ja d vééarin. 168 = 21 - 8, joten 8 | 168,
mutta selvésti 51 168. Siis b on oikein ja ¢ vaarin.

Perussarjan perinteiset tehtavat

P7. Koska 22 — 4% = (2 + y)(x — y), niin yhtélon 22 — y? = 2018 ratkaisut saataisiin
sopivasta kokonaisluvun 2018 tekijoihinjaosta. Oletetaan, ettd nadméa kokonaisluvut oli-
sivat a ja b eli 2018 = ab, ja jollekin ratkaisulle patisi x +y = a ja x —y = b. Talloin



2 = (x +y)+ (xr —y) = a + b, joten tekijoihinjaossa tekijéiden summan pitéisi olla
parillinen. Kuitenkin luvun 2018 alkutekijaesitys on 2018 = 2-1009, joten missi tahansa
tekijoihinjaossa toinen tekija on parillinen ja toinen pariton. Siis Diofantoksen yhtalolla
ei ole ratkaisua.

P8. Tehtavan kuviossa on kaksi ns. koululaisen kolmiota, jotka saadaan puolittamalla
tasasivuinen kolmio pitkin keskijanaa. Siis pienemman kateetin pituus on 1, hypote-
nuusan 2 ja suuremman kateetin v/22 — 12 = /3. Piirretiéin kolmiot koordinaatistoon,
yhteinen suora kulma origoon.

(—1,0) (0,0)

Tehtavassa kysytaan kuvan syaaninvarisen nelikulmion pinta-alaa; selvitetaan ratkaisua
varten nelikulmion neljannenkin karjen koordinaatit.
Hypotenuusojen yhtalot ovat

y=\/§x+\/§
y=,5+1t0L

silla kulmakertoimet ovat kateettien suhteiden mukaiset ja hypotenuusat paattyvat y-
akselille tunnettuihin pisteisiin. Hypotenuusojen leikkauspisteen x-koordinaatiksi saa-

daan .
V3z+V3=—"2+1,
V3

1-v3  V3-3
— — = .
Vi— 2
Symmetrian avulla (tai yhtaléihin sijoittamalla) saadaan y-koordinaatiksi

_3-3
==
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Y



Merkitadn selvitettdvad pinta-alaa A:lla. Kummankin koululaisen kolmion pinta-
alaonl- \/§/2 = \/5/2, joten koko kuvion pinta-ala on V3 — A. Toisaalta alemman
sinipunaisen kolmion z-akselilla sijaitsevan kannan pituus on v/3 — 1 ja sité vastaava
korkeus nelikulmion neljinnen kiirjen y-koordinaatti eli (3 — 1/3)/2. Siis sinipunaisen
kolmion pinta-ala on

%(\/3—1)-3_7‘/§> = ?(\/3—1)2: ?(4—2\/3): %(2\@—3).

Kuvion pinta-ala taman avulla laskettuna on
23 — 3+ A,

mista saadaan yhtalo

1%

V3-A=2V3-3+A4 < 3-V3=24 <— A=

Vastaus: Yhteinen pinta-ala on (3 — v/3)/2.



Valisarjan monivalintatehtavat

3.+ | - |+ | -

V1. Merkitaan aritmeettisen jonon periakkaisten jasenten erotusta d:lla ja jasenten lu-
kumaaraa 2k:1la, missa k € Z . Jarjestysluvultaan parittomista jasenistda ensimmainen
on 1 ja viimeinen 1 + (2k — 2)d, parillista jarjestyslukua olevilla ndmé ovat vastaavasti
1+djal+ (2k —1)d. Tiedetdén, etta

1+ (1+ (2k — 2)d)
2

(14+d) + (14 (2k — 1)d)

k-
2

= 210,

=190 ja k-

mista seuraa

2():210—1902k-(1+d)+(12+(2k_1)d>—k~1+(1+(22k_2>d) :k-yzkd.

Siis 210 = k - (1+d)+(1;(2k_1)d) = k(1 + kd) = k- 21, joten k = 10 ja d = 2. Jonossa on
siis 2k = 20 jdsentd (kohta a on oikein), mutta perdkkéisten erotus on vain 2 (kohta b
véarin). Lukujonon viimeinen jésen on 1+ (2k —1)d = 1+19-2 = 39, joten ¢ on védrin
ja d oikein.

V2=P3.

V3. Luku 8zy + 2 = 2(4zy + 1) on aina parillinen ja yhdistetty luku, silld 4zy +1 > 1.
Siis 22 + 49y + 1 < S8xy + 2, koska luku 22 + 4y? + 1 on alkuluku. Luvun 8S8zy + 2
suurin tekija on luonnollisesti 8zy + 2, ja toiseksi isoin on (8xy +2)/2 = 4xy + 1. Siispé
22 + 492 + 1 < 4oy + 1. Tisti seuraa

(x —2y)* = 2% — 4oy + 49> < 0.

Koska nelié (z — 2y)2 on suurempi tai yhta suuri kuin nolla, on itse asiassa oltava

(x —2y)? = 0, eli # = 2y. Siten luku z on parillinen ja a)-kohta tosi. Ja c¢)-kohdan
osamaara on

8zy+2 16y +2

w2 +4y2+1 Sy2+1

b

ja koska 2 < 4, on myds c¢)-kohta varmasti tosi.



Toisaalta, jos valitaan vaikkapa x = 6 ja y = 3, niin luku
2? +4y* +1=173

on alkuluku ja luku
8ry+2=146=2-73

on jaollinen luvulla 22 4 4y + 1, eli timi lukupari toteuttaa tehtidvinannon ehdot.
Koska luku 3 ei ole parillinen, eikd luku 146 viidella jaollinen, eivit kohdat b) ja d)
valttamatta pida paikkaansa.

Valisarjan perinteiset tehtavat

V4.
Alla on tehtavasta mittatarkka kuva.

Huomataan, ettd kuvaan liittyvistd kolmioista ABC, BCF ja EAB ovat tasakylkisia
(huippu mainittu ensin), silla

SBCF =€ =50° = 180° — 80° — 50° = 180° — (8 + 0) — ¢ = ¥CFB

{<IABC:B+5:20°+60°:80°:50°+30°:e+’y=<IBCA
JEAB = 4CAB =180° —2-80° =20° = 8 = 4ABE.

Erityisesti |AB| = |AC|, |BC| = |BF| ja |AE| = |BE|. Otetaan vield kdytt66n apu-
piste, joka sijaitsee sivulla AC niin, ettd kolmio BC'G on myo0s tasakylkinen ja B sen
huippu.

B




Koska ¥GBC = 180° -2xBCG = 180° =24 BCA = 180° —2-80° = 20°, niin < F'BG =
JFBC — 4<GBC =+ § — 20° = 60°. Koska liséksi |BF| = |BC| = |BG|, niin kolmio
BGF on tasasivuinen ja siten |[FG| = |BF| = | BG|. Kun huomataan vield, ettd kolmio
GEB on myos tasakylkinen (YGEB = 180° — <AEB = 180° — (180°2 - 20°) = 40° ja
samoin I EBG = 4 EBC—9GBC = §—20° = 40°), niin saadaan |EG| = |BG| = |FG],
joten kolmio GE'F on tasakylkinen. Tésta seuraa SGEF = (180° — 40°)/2 = 70°. Siis
¢ = SGEF — 3GEB = 70° — 40° = 30°.

Vastaus: ¢ = 30°.

V5. Yhtalo voidaan sieventad ensin muotoon
2?4+ 2x 4+ 1+ (x+1)y = 101,

ja sitten muotoon
(z+1)° + (z+ 1)y = 101,

ja edelleen muotoon
(x+1)(z+1+y)=101.

Luku 101 on alkuluku, ja vasemman puolen molemmat tekijat ovat kokonaislukuja.
Siten kokonaisluvut x ja y toteuttavat alkuperéisen yhtéalon tasmalleen silloin, kun jokin
seuraavista patee:

{x+1:—101 . {x+1:—1
tal

r+1+y=-1 z+1+y=-101
tai

r+1=1 tai z+1=101

z+1+y=101 " \z+l+y=1

Jokaisella naista yhtalopareista on yksikasitteinen kokonaislukuratkaisu. Kun naméa
yhtaloparit ratkaisee, saamme tulokseksi, ettda kokonaisluvut x ja y ratkaisevat alku-
peraisen yhtalon tasmalleen silloin kun

r=—102 tai =2 tai z=20 tai xz = 100
y=10 "M Yy=-100 "M Yy=100 " |y=-100.

V6. Kymmenen rastia riittaa, silla nailla ruudukosta voidaan tayttaa kaksi rivia, ja
yhden rastin poistaminen jattaa aina yhden kokonaisen rivin. Tarkastellaan toisaalta
tapausta, jossa rasteja on korkeintaan yhdeksan. Jos asetelmassa on vain kerran viisi
rastia perakkéin, niin niista voi sopivan rastin pyyhkimalla saada aikaan lopputuloksen,
jossa ei ole rasteja perakkain. Viela triviaalimpi on tilanne, jossa alun perinkaan ei
ole viitta rastia perdkkain. Oletetaan siis, ettd asetelmassa olisi ainakin kaksi viiden
perakkaisen suoraa. Naiden on pakko leikata, silla muuten rasteja olisi valmiiksi kym-
menen. Kahdessa viiden suorassa on siis rasteja yhteensa 5+ 5 — 1 = 9, joten muita
rasteja ei voi olla. Siis pyyhkimalld leikkausrasti saadaan kaikki viiden perakkaiset
suorat poistettua. Siis yhdeksén rastia ei riité.

Vastaus: Kymmenen rastia riittaa ja tarvitaan.



Avoin sarja

Al1=P7.

A2. Olkoon ABC terdvakylkinen kolmio, d pisteen B etdisyys sivusta AC, D sivun
BC piste, dy pisteen D etaisyys sivusta AC ja dy sivusta AB. Esimerkkikuva on
tasakylkinen, etaisyys d on merkitty sinisella seka etaisyydet dg ja dy syaanilla.

A

Huomataan, ettd jana AD jakaa kolmion ABC' kolmioihin ABD ja ADC. Lasketaan
kolmion ABC' pinta-ala kahdella tavalla, toisaalta vetoamalla siihen, ettd d on sivun
AC vastainen korkeus, toisaalta laskemalla pinta-ala pikkukolmioiden pinta-alojen sum-
mana. Saadaan

d do dy
—|AC| = —=|AB|+ —|AC|.
Yact = ©1ap+ D acy

Jos |AB| = |AC|, niin tdmé& yht&lo supistuu muotoon d = dy+d;. Jos taas |AB| < |AC|
ja D # B, niin
do

d _do dy
§|AC| =5 |AB| + 5 |AC| < (2

di

— ) |AC
mistd seuraa d < do + di. Jéljelle jadvassd vaihtoehdossa |AB| > |AC| ja D # B
saadaan vastaavasti d > do + dy. Siis kun |AB| # |AC|, niin my6s d # dy + dy
riippumatta pisteestd D, kunhan D # B. O

A3. Ritarit saavat joka lahtotilanteesta kaikki lamput sammutettua, paitsi jos 3 | n.
Tarkastellaan katkaisimien painallusjonojoa. Ensimmainen huomio on, etta jokai-
sen lampun kannalta vain silla, onko sen laheisyydesséa olevia kolmea katkaisinta pai-
nettu parittoman vain parillisen monta kertaa, on merkitysta. Tama myos merkitsee,
ettd minkaan ritarin ei kannata painaa katkaisintaan kuin korkeintaan kerran. Oletetaan
jatkossa, ettei kukaan ritareista siis paina nappiaan kahdesti tai useammin. Painallusten
jarjestyksella ei myoskaan ole valia, joten tarkasteltavana on 2" erilaista painallusyhdis-
telmaa. Huomattakoon, etta lamppujen erilaisia aloitustiloja on myos 2". Tarkastellaan



kahta tapausta sen mukaan, onko n jaollinen kolmella. Indeksoidaan ritarit syklisesti
modulo kolme.

a) Oletetaan, ettd 3 | n. Jos kaikki lamput ovat aluksi poissa paaltéd, niin on rita-
rien tehtavalla on triviaali ratkaisu, nimittain olla painamatta mitaan katkaisinta.
On kuitenkin my6s epéatriviaali ratkaisu, nimittdin ensin kaikki ritarit, jotka on in-
deksoity kolmella jaollisilla luvilla, painavat katkaisinta, jolloin kaikki lamput syt-
tyvét. Sen jilkeen kaikki indeksejd k = 1 (mod 3) olevat ritarit tekevét saman,
ja lamput sammuvat. Koska yhteen alkuasetelmista on ainakin kaksi ratkaisua ja
alkutiloja on yhta monta kuin tarkasteltavia oleellisesti erilaisia painallusjonoja,
niin kaikkia alkutiloja ei pystyta ratkaisemaan.

b) Oletetaan, ettd n Z 0 (mod 3). Riittdd osoittaa, ettd jos kaikki lamput ovat
aluksia sammuksissa, niin ritarit pystyvat sytyttdmaan minka tahansa yksittaisen
lamput. Voidaan olettaa, ettd tama on lamppu 2. Kun ritarit 1 ja 2 painavat
katkaisintaan, niin lamput 0 ja 3 jaavat paille ja muut ovat sammuksissa. Vastaa-
vasti jokaisella kokonaisluvulla £ on mahdollista vaihtaa lamppujen 3k ja 3k + 3
tila (muiden pysyessd ennallaan), joten induktiolla padstaan tilaan, jossa lamput 0
ja 3k ovat padlld ja muut sammuksissa. Koska syt(n,3) = 1, kokonaisluku & voi-
daan valita niin, ettd 3k =1 (mod n). T&ll4 luvun k valinnalla pdastdéan tilaan,
jossa lamput 0 ja 1 ovat paalla ja muut sammuksissa. Kun ritari 1 nyt painaa
katkaisintaan, niin vain lamppu 2 on paalla.

A4.
Funktio f: R — R,

F(z) = 100 — g

toteuttaa tehtdvanannon ehdot, silld se on polynomina jatkuva, ja sille patee f(150) =
100 — 150/2 = 100 — 75 = 25 ja

f(2) + F(2f(x)) = 100 = 5 + 100 - % (2- (100-3))

x T
:100—54—100—1004—5:100,

kun z € R. Siten luvun f(100) yksi mahdollinen arvo on 100 — 100/2 = 100 — 50 = 50.
Olkoon sitten f mika tahansa tehtavdanannon ehdot toteuttava funktio. Koska

£(50) = f(2-25) = £(2f(150)) = 100 — £(150) = 100 — 25 = 75,

saa f molemmat arvoista 25 ja 75. Jatkuvana funktiona sen taytyy myos saada arvo 50
jossakin pisteessid a € |50, 150[. Nyt

F(100) = f(2-50) = f(2f(a)) = 100 — f(a) = 100 — 50 = 50.

Siis luvun f(100) ainoa mahdollinen arvo on 50.

Vastaus: 50 on ainoa mahdollinen luvun f(100) arvo.
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