Lukion matematiikkakilpailu loppukilpailu 2017, tehtavien rat-
kaisuja

1. Tehtavan mukaan
m_22+5 _220+ 50
no n 10  10n
ja, koska seuraavassa jakolaskun vaiheessa jaetaan edellisesta jaosta yli jaaneita 50:ta kym-

menesosaa,

50 2
=44 =
n n

Jalkimmainen yhtalo antaa heti n = 12, ja kun tama sijoitetaan ensimmaiseen yht&aloon,
saadaan m = 269.

2. Tehtavan ehtojen perusteella

1= (z+y)® =2 +y°+ 3ay(z+y) =2+ 3uy,

. .
joten zy = —3 Siis

2
1:(:U+y)2::c2+y2+2xy:x2+y2—g.
. . . 2 2 5
Téasta ratkaistaan x° + y° = 3 Mutta nyt
25 2
? _ (:c2+y2)2:m4+y4+2w2y2:w4+y4+§.
23
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3. Koska luku =z = 22220038 — 22220038™ = 22220038 (22220038~ "™ — 1) padttyy kah-
deksaan nollaan, se on jaollinen luvulla 10% ja siis luvulla 28. Sulkeissa oleva erotus
on pariton, joten luvun 22220038" on oltava jaollinen luvulla 28. Mutta 22220038" =
27 . 11110019™, ja koska jalkimméiinen potenssi on pariton, jaollisuus 2%:lla voi toteutua
vain, jos n > 8. [Voi kysyé, onko sellaisia lukuja m ja n, joille  on jaollinen 10%:lla.
Kun tarkastellaan lukuja 22220038%, 1 < k < 10%® + 1, niin jollain kahdella luvulla on
valttdmatta samat kahdeksan viimeistd numeroa. Niiden erotus kelpaa luvuksi z.

4. [Tehtdvéan tekstistéd oli jadnyt pois oletus m > 1.] Jompikumpi pelaajista voittaa aina.
On mahdollista, ettd Akselilla on voittostrategia, jossa hdnen ensimmaéinen valintansa on
m. Ellei nain ole, Elina voi valita jonkin m:n tekijan k ensimmaiseksi valinnakseen, ja
voittaa. Mutta nyt Akseli voikin ensimmaéiseksi valinnakseen ottaa k:n ja pelata niin kuin
Elina olisi pelannut voittaakseen. Akselilla on siis voittostrategia.



5. Piirretddn T-keskinen ympyrd A:n kautta. Tan-
genttien leikkauspisteesta sivuamispisteisiin piirretyt
janat ovat tunnetusti yhta pitkat, joten B on myos
talla ympyralla. Koska TAB on tasakylkinen kol-
mio, /ZTAB = /TBA. Olkoon AP piirretyn ympy-
ran halkaisija. Piste @) on ympyrélla I', jos AQBP
on jannenelikulmio. Tahéan riittaa, ettd ZAPB ja kul-
man ZAQB vieruskulma eli ZBQX ovat yhta suuret.
Koska kulmat Z/QBX = /Y BX ja ZABP ovat suo-
ria, riittaa, ettd osoitetaan kulmat /PAB ja /BX(Q =
/BX A yhta suuriksi. Mutta /BX A = Z/TBA, koska
BT on tangentti, ja ZTBA = /TAB = /P AB, koska
T AB on tasakylkinen kolmio. Viite on siis todistettu.




