Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun ratkaisut

Perussarjan monivalintatehtavat

Ll -+ ] - |+
2. | + | - | - | +
3. - |+ | - | +
4. |+ |+ | - | +
5. - |+ | - | -
6. | — | — | + | -

P1. Lehtipuiden lukuméaara olkoon aluksi n, jolloin havupuiden méaara on 1,4n. Hakkui-
den jalkeen lehtipuiden méaara putoaa lukuun n — 0,12n = 0,88n ja havupuiden lukuun
(1-0,2)-1,4n =0,8 - 1,4n = 1,12n, joten havupuiden osuus on hakkuiden jélkeen on
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Siis kohdat b ja d ovat oikein, a ja c¢ sen sijaan vaarin.

P2. Olkoon oppilaiden lukumaara 100n. Tanaén sairaita on 20n ja terveita 80n.
Terveistd on huomenna sairaita 5% eli
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Sairaista on huomennakin sairaita

ﬁ -20n = 11n.
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Huomenna sairaita on siis 4n 4+ 11n = 15n eli 15 % kaikista. Vaihtoehdot a ja d ovat
siis oikein, b ja c sen sijaan vaarin.
P3. Ratkaistaan ensin yhtalot:

P 4r—-2=0<+<= (z—-1)(z+2)=0 <= z=1Vr=-2
ja
y? =3y +2=0 = (y—1y—2)=0 <= y=1Vy=2.

On siis mahdollista, ettd x = y = 1 (kohta a véarin), ja selvésti xy on kokonaisluku (b
oikein). x + y ei vélttdmatta ole positiivinen, silld —2 +1 = —1 < 0 (c védrin.) Eri
mahdollisuudet summalle x + y ovat 2, 3, —1 tai 0. joten kohta d on oikein.
P4. Kohta a seuraa suoraan klassisesta Thaleen lauseesta ja sen kaanteislauseesta. Sen
voi paatella myos kehdkulmalauseesta: Koska ABC' on tasakylkinen, ainoastaan sen
huippukulma AC'B voi olla suora. Tehtavén ympyré on kolmion ABC' ymparysympyra,
joten kehdkulmalauseen mukaan <AC'B = 90°, jos ja vain jos jannettd AB vastaava
keskuskulma on oikokulma. Téllin AB on tietenkin ympyrén halkaisija.

Tasakylkisen kolmion ABC' korkeusjana on tietenkin osa janteen AB keskinormaa-
lista, joten kohta b on myos oikein.
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Kohta c ei pida paikkaansa, silld kolmion ABC' korkeus on aina korkeintaan ym-
pyran halkaisija, kun taas kanta AB voi olla mielivaltaisen lyhyt.
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Kohta d pitaé paikkansa sen tdhden, ettd kolmion ABC' korkeus on aina vahintaén
ympyran sateen pituus, jolloin kylkien pituuksien summa on jo vahintaan ympyran
halkaisija.



P5. Tehtavan oletuksesta saadaan
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Siis kohta b on oikein. Kohdat a ja c eivat pade, silla x = 0 toteuttaa oletuksen, mutta
10/(0—1)] = 0 ei ole vililli [1,1] eiké ei ole vililli [, 3]. Kohta d on tietenkin viirin,
koska kohta b on oikein.
P6. Ratkaistaan yhtalo
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Siis ratkaisuja on tédsmaélleen kaksi, joten kohta c on ainoa oikea.

Huomautus: Yhtaloa ei ole tarpeen ratkaista loppuun asti, jotta tietaisi, etta ratkai-
suja on tasmalleen kaksi. Sijoittamalla ¢ = 3% saadaan nimittéin toisen asteen yhtélo
3t2 — 4t + 1 = 0, jolla on kaksi ratkaisua, silld diskriminantti (—=4)> —4-3-1 =4 on
positiivinen. Lisdksi namé ratkaisut ovat positiivisia, koska vakiotermi on positiivinen
ja ensimmaisen asteen termin kerroin on negatiivinen, joten saatuja ¢:n arvoja vastaavat
z:n arvot.

Perussarjan perinteiset tehtavat

P7. Yhden sinisen renkaan ala on (2k + 1) — (2k)? = 4k + 1, missd k on parillinen
kokonaisluku ja k < 100. Kokonaisala on siis

(17 =02 +3>— 22+ 52 — 4% + .- 4+ 99% — 98?)

=r(1+5+94--+4-49+1)

49 - 50

=507 + 47 = 507 + 2749 - 50 = 49507.




P8. Merkitaan kysymys-vastaus-sarjoja seuraavasti: Jos kysymykseen ”Onko se s”
saadaan myonteinen vastaus, merkitadn yksinkertaisesti s, jos kielteinen, niin sen sijaan
5. Esimerkiksi acb tarkoittaa siis, etta kysymykseen ”Onko se a” on saatu myonteinen
vastaus, kysymykseen ”Onko se ¢” sen sijaan kielteinen, ja kysymykseen ”Onko se b”
jalleen myonteinen vastaus. Jos w on tallainen kysymys-vastaus-sarja ja siita voidaan
paatella, ettd Veeran valitsema alkio oli s, merkitaan w — s.

Vaite: Oletetaan, ettd Kari kysyy kolmella ensimmaisella kysymyksellaan ensin,
onko valittu alkio a, sitten onko se b ja lopuksi uudelleen, onko se a. Jos Veera vastaa
ainakin kahdesti myonteisesti, niin Kari voi paatella valitun alkion.

Todistus: Huomataan ensin, etta

aba — a, aba — a.

Koska nimittain kolmesta perdkkaisestd Veeran vastauksesta korkeintaan yksi on vale,
niin Veeran on taytynyt puhua totta vastatessaan kahdesti myonteisesti kysymykseen
”Onko se a?”. Jaljelle jaavissa tapauksissa saadaan

aba — b, aba — b.

Veera on nimittain valehdellut jo kerran vastatessaan kysymyksiin a:sta, joten myon-
teinen vastaus b:std on rehellinen. O

Viite: Oletetaan, etté kysymys-vastaus-sarjan alku on aba tai aba. Talloin Kari
pystyy selvittamaan Veeran valitseman alkion korkeintaan kahdella jatkokysymyksella.

Todistus: Kari tietdd Veeran valehdelleen ainakin kerran kysymyksiin a:sta, joten
epaava vastaus b:std on rehellinen. Siis valittu alkio on a tai ¢, joten Kari jatkaa ky-
symalld ”Onko se ¢?” ja toistaa kysymyksen, jos se on tarpeen. Jos Veera vastaa naihin
kysymyksiin kahdesti samalla tavalla, niin Kari tietda vastauksen perusteella valitun
alkion. Muuten Kari tietdd Veeran valehdelleen ainakin kerran, joten kolmas vastaus
on rehellinen ja Kari paattelee valitun alkion sen perusteella. Tarkemmin saadaan

al_)c_Lc, al_)déc, dl_)aéc, abacc — c,
al_)c_LEE, abacé — a. O
Viite: Oletetaan, ettd kysymys-vastaus-sarjan alku on aba tai aba. Talloin Kari
pystyy selvittamaan valitun alkion kaikkiaan kuudella kysymyksella.
Todistus: Kolmen ensimmaisen vastauksen perusteella Kari tietdd, ettd valittu
alkio on b tai ¢. Han kysyy ensin uudestaan, onko alkion b, ja varautuu kysymaén sen
jalkeen kahdesti, onko alkio c. Jos Veeran vastaus toiseen kysymykseen oli myonteinen,

niin voidaan paatella ~
abab — b, ababc — c,

ababéc — ¢, ababeec — b.
Jos toinen vastaus sen sijaan oli kielteinen, niin
abab, ababee — ¢
ababce, ababe — b. O
Naista aputuloksista seuraa ratkaisu.

Vastaus: Kari pystyy kuudella kysymyksella selvittamaan Veeran valitsemaan alkion.



Valisarjan monivalintatehtavat
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V1=P5.

V2=P6.

V3. Ratkaistaan yhtalo:

x:a—\/aQ—x\/x2+a2
\/aQ—x\/mQ—i—aQ:a—:v — d’>—zvVr2+a2=a®—2ax +2°

=
— 0=2%—-2az+2V22+ a2
= 0==z(z—2a+ V2?2 + a?)
= z=0V+V2i+a?=2a—=x
= z=0Va2’+d’=4d®>—dar+2*> = z=0Va®=4d®—4dax
= =0V 4dazr = 3a>
3
— x:OVx:Za

Sijoittamalla havaitaan, ettd nama todella ovat ratkaisuja:
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silla @ > 0. Siis kohta d on oikein ja ¢ vaarin. Koska ratkaisuja on kaksi ja molemmat
ovat epanegatiivisia, niin kohta a on vaarin ja kohta b oikein.



Valisarjan perinteiset tehtavat

V4=P7.

V5. Kolme lukua muodostaa aritmeettisen jonon, jos ja vain jos yksi niista on kahden
muun keskiarvo. Voidaan olettaa, etta jono on valmiiksi oikeassa jarjestyksessa ja siis

2 1 N 1
a+c a+b b+c

Kertomalla tdma puolittain nimittéjien tulolla saadaan

2a+b)(b+) = (a+)b+c) +(a+c)(a+b)
eli
2ab + 2ac + 2b% + 2bc = ab + ac + bc + ¢ + a® + ac + be + ab.

Sievennyksen jilkeen ja vain 2b% = a? + ¢2. Siis b? on a?m ja ¢?m keskiarvo. [Tehtéivi
Yy J J

oli ylioppilastutkinnossa vuonna 1931.]

V6. Olkoot liikkkuvien janojen pituudet a ja b seké niiden véalinen vakiokulma ~.

h1\b1

ao vy ai
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Janat jakautukoot leikatessaan osiin niin, ettd a = ag + a1 ja b = by + by (ks. ku-
vaa). Lasketaan kérkipisteiden méadraaméan nelikulmion ala sen avulla, ettéd jana, jonka
pituus on a, jakaa nelikulmion kahdeksi kolmioksi. Olkoot hg ja h; kantaa a vastaan
kohtisuorassa olevat korkeusjanat. Téalloin ala on

ahg N ahy  a(ho +h1)  a(bosiny +bysiny) absiny

2 2 2 - 2 2

ts. riippumaton siita, missa pisteessa janat leikkaavat. O



Avoin sarja

Al.
20177917 — 20167710 = 72017 — 6910 = 72917 — 6 (mod 10).

Luvun 7 potenssien jaannokset kymmenella jaettaessa ovat 7,9, 3,1, 7,9, 3, 1, 7,....
Koska 2017 = 1 mod 4, on jakojaannos 7, joten

2017297 — 2016*"°=7 -6 =1 (mod 10).

Vastaus: Viimeinen numero on yksi.

A2,
a) Piirretddn tilanteesta verkko niin, ettd kurssit ovat solmuja ja kahden solmun vélille
piirretaan sarma tasmalleen silloin, kun joku haluaa osallistua molempiin kokeista.

Jos kurssien valilla on sarma, niin niiden kokeet pitaa jarjestaa eri koetilaisuudessa;
verkkoteoreettisesti sanotaan, ettd ne pitda vdarittdd eri vareilla. Solmulle K tulee
selvasti oma varinsa, ja koska muut solmut muodostavat parittoman syklin, niiden
varittamiseen tarvitaan kolme varia. Yksi mahdollinen varitys neljalla varilla on
seuraava.

b) Peruuttava oppilas on joko joku oppilaista A-F tai joku oppilaista F—J. Sym-
metriasyista riittad tarkastella niitd tapauksia, joissa A tai F' peruuttaa. Jos A
peruuttaa, kolme koetilaisuutta riittaa.

Vahemmallakaan ei selvita, koska jo 5-syklin varittdmiseen tarvitaan kolme varia.



Jos F' peruuttaa, niin jalleen selvitaan kolmella varilla.

Téassa tapauksessa solmu K7 vaatii oman varinsi, ja muiden varittaminen yhdella varilla
ei tietenkdan onnistu.

Vastaus: a) Tarvitaan nelja koetilaisuutta. b) Kolme koetilaisuutta riittda (ja tarvi-
taan) peruutuksen jéilkeen.

A3=V5.

A4. Olkoon sainnollisen kuusikulmion sivun pituus s. Saannoéllinen kuusikulmio ja-
kautuu kuudeksi tasasivuiseksi kolmioksi, joiden korkeudet ovat puolet nelion sivusta

eli %
AVA

Gig V3,1
iis —s = —, mistd s = —.
2 2’ V3
Saannollisten monikulmioiden leikkauksen ala saadaan poistamalla neliosta nelion

karkiin jaavat suorakulmaista kolmiot.
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Tallaisen kolmion lyhyemman kateetin pituus saadaan luonnollisesti siita, etta kaksi
tallaista kateettia ja kuusikulmion sivu yhdessd muodostavat nelion sivun. Siis tdman
kateetin pituus on (1 — s)/2. Liséksi poistettavan suorakulmaisen kolmion kulmat voi-
daan paatelld siita, ettd sdédnnollisen viisikulmion kulmien yhteinen suuruus on (6 —2) -
180°/6 = % - 180° = 120°. Siis lyhyemman kateetin ja hypotenuusan vélinen kulma on



180° — 120° = 600. Siten pidemmin kateetin pituus on v/3(1 — s)/2 ja poistettava ala

g L VB-s) 1-s  VB1-1/v3)? _ V3(V3-1)?
2 2 2 2 2-3
_V3(4-2v3)  2v3-3  2v3
2.3 3 3

Leikkauksen alaksi saadaan siis
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Vastaus: Yhteisen osan ala on 2 — —3
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