Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun ratkaisut

Perussarjan monivalintatehtavat

Ll -1 -1-1H+%
2. | = | + | - | +
3. - | + | + | -
4. | = | = | + | +
5.+ |+ | - | -
6. | — | - | - | -

P1. Tiedetiin, ettd nelijuuret v/2 ja /7 ovat irrationaalilukuja (timi seuraa arit-
metiikan peruslauseesta ja siitd, ettd 2 ja 7 ovat alkulukuja), mutta 1,414213562373
ja 2,645751311064 ovat rationaalisia. Siis kohdat a ja c ovat vaarin. Kohdassa b lu-
vut eiviit ole yhtd suuria, koska v/5 —2v6 > 0 ja v/2 — /3 < 0. Sen sijaan pitee
\/7+\/§>Oja (ﬁ+\/§)2 =T7+2V/14+2=9+2/14, joten d on oikein.

P2. Olkoon ilmapallon sdde ennen tayttoa r ja tayton jalkeen R, jolloin

R3 — 3 3 R® R 3 21 3 3\?°
73 37.5% 8 7 F r3 8 8 23 (2)
j§_§j3_2_§2_§2_?
r 2 2 r 2 4
AT R? — 4nr? R? 9 5
_— = — - 1==—-1=-=125%.
4mr2 r2 4 4 5%

Ilmapallon pinta-ala kasvaa siis 125%, joka on korkeintaan 175% (ehdot b ja d), mutta
ehdot a ja c ovat vaarin.



P3. Koska lukuja on n > 1 kappaletta ja niiden keskiarvo on M, niiden summa on nM .
Kun a poistetaan, jaljelle jaavien summa on nM — a ja keskiarvo

nM — a M —a
”

n—1 n—1"

kunhan M # 0 (kohta a véérin). Tamé on alkuperiistd pienempi, esimerkiksi jos luvut
ovat 1, 2 ja 3, joista 3 poistetaan (kohta b oikein). Uuden ja vanhan keskiarvon erotus

on
nM —a M_nM—a—(n—l)M_M—a
n—1 B n—1 Con—1"

joten c on oikein. Uuden ja vanhan keskiarvon keskiarvo on

l(nM—a+M):nM—a+(n—1)M 2n—1)M—-a , nM—a

2\ n—1 2(n— 1) T 2(n—1) 7£2(n—1)’

kunhan M # 0 (kohta d véé&rin).

P4. Laventamalla saadaan toisaalta

c a—l—c_ c? +ac+02
b b _
at 0l ac+b ac—>b

c c

_ A(ac—b) + (ac+ c*)(ac +b)
B (ac+b)(ac —b)
ac® —bc? + ac(ac + b) + ac® + be?

a2c? — b2
2ac® + aclac+b)  ac(2¢® + ac+b)
- a?c? — b2 - a?c? — b2 ’
mutta toisaalta
C a-+c 2 2
i B i ac+ ¢
b b ac+b ac—0>
at+- a—-
2 2

ac c c
ac—b+ac+b+ac—b

ac c(ac— b+ ac+b)
ac—b + (ac —b)(ac+b)
3

ac n 2ac
ac—>b  (ac—"b)(ac+b)

Kohdat c ja d ovat siis oikein. Kun a = 2 ja b = ¢ = 1, niin lausekkeen arvoksi saadaan

& +cH—c_ 1 +24—1_ 1 n 3 _1+3 317&0
b b1 T —1 31 "377
arl ol ooyl oo 2 241 2-—-1 3 1 3
c & 1 1




mutta

c(2bc +a’c+ab)  1(2-1-1+2%-1+2-1) 2+442 8 “0
b2 — a2c2 B 12 —22.12 S 1-4 =3 7

Siis a ja b eivat tule kysymykseen.

P5. Tunnetun kolmosen jaollisuussdannon mukaan mille tahansa positiiviselle koko-
naisluvulle m pétee 3 | m <= 3| S(m). Erityisesti kohta a on voimassa. Kohdan d
ehto ei sen sijaan pidd paikkansa, pienin vastaesimerkki on n =2: 74 5(14) = 5.

Olkoon luvun n € Z; kymmenjarjestelmaesitys n = Ef:o a; - 10%, jolloin

Olkoon vastaavasti luvun 2n kymmenjarjestelmaesitys 2n = Zf:o b; - 10° (esityksissi

voidaan kdyttdd samaa yhtd monta numeroa, jos n:n esitys aloitetaan nollalla). Huo-
mataan heti, ettd numero b, maaraytyy numerosta a; ja mahdollisesta edeltavasta nu-
merosta a;_1 niin, ettd b; = 2a; (mod 10), ellei i > 0 ja a; > 5, jolloin b; = 2a; + 1
(mod 10). Luvun 2n numeroiden summa méaéraytyy siis luvun n numeroista niin, etta
kukin numeroista tuplataan ja S(2n):4én vaikuttaa tésta tuplasta ykkososa ja mahdol-
linen muistinumero. Merkitaan

5a) = 2a, kun a € {0,1,2, 3,4}
YT\ 2a-104+41=2a—9, kunac€{5,6,7,8,9}.

Edellinen tarkastelu osoittaa talloin, etta
k k
S@n) =Y b= 6(a;).
i=0 i=0
Koska kaikilla ¢ € {0, ..., k} patee 6(a;) < 2a;, saadaan
k k
S@2n) =Y 6(a;) <Y 2a; =25(n),
1=0

i=0 i—

mika on kohdan b arvio. Kohtaan ¢ n =5 on vastaesimerkki, nimittdin S(10) =1 <
15(5) = 21.
2 2



P6. Yhtaloparin voi ratkaista:

8% 23ac
gory — 04 ) o
iy = 243 S = 243
23w—(w—|—y) _ 26
32(z+y)—4y _ g5
= { g(xx:_(z)—i__yiy::% (z — a® aidosti kasvava, kun a > 1)
o J—y=6 _ [20-y=6
— {2$:1(2$—y)+y:6+1:7,
y —

josta seuraa 2ry = 7-1 = 7, joka on pariton positiivinen kokonaisluku (kohdat ¢ ja d
oikein, muut véérin.)

Perussarjan perinteiset tehtavat

P7. Merkitaén ¢ = |AB|, a = |BC| ja b = |AC|. Piirretdan kuva, jossa on tehtévan
suorakulmaisen kolmion ABC' ja pisteen P liséksi pisteen P kohtisuorat projektiot @)
ja R kateeteille AC ja BC.

B
R’\P

A

¢ Q

Kolmiot CAB, RPB ja QAP ovat tietenkin yhdenmuotoisia, koska ne ovat kaikki suo-
rakulmaisia ja niissé on pareittain yhteinen terdvé kulma. Oletuksesta |PB| : |PC| :
|PA| =1:2:3seuraa |PB|:|AB| =1:4]ja |AP|: |AB| = 3 : 4, joten yhdenmuotoi-
suudesta saadaan . 3
IRP|=[CQ| = +bia |PQ| =

—a.
4
Huomataan myos, ettd kolmoissuhteesta seuraa |PC| = 1——2H’>C = ¢/2. Soveltamalla
Pythagoraan lausetta kahdesti, suorakulmaisiin kolmioihin ABC' ja C'QQ P saadaan
CLQ—FbZ:CQ N a2—|—b2202
(b/4)% + (3a/4)* = (¢/2)> 7 | 9a® + b? = 4c?

8a? = 3¢? V8a = V3¢
= = =a:b:c=vV3:vh:V8.
{5a2—3b2:o {\/Ea:\/Eb aibre=V3:V5:V8



P8. Kun z,y, z € R, niin
(+y+2)? =3(zy + 22 +y2)

<:)x2+y2—|—22+2xy+2xz+2yz:3xy+3xz+3yz
<:>x2+y2+22:xy+xz+yz
= 227 + 297 + 222 = 22y + 222 + 2y2
<:)x2—2xy—|—y2+x2—2x2+22+y2—2yz—22:O
= -y’ (-2 +(y—2)°=0
—zr-—y=r—z=y—2=0 (t> > 0,kun t € R)
<—zr=y==z U0

Valisarjan monivalintatehtavat

Ll =+ |+ -
2. | + | + | - | -
3. + | - | - | -

V1=P3.

V2=P5.

V3. Oletuksen mukaan yhtéalon ratkaisut ovat u — d, u ja u + d joillakin luvuilla u ja
d # 0. Sijoittamalla juuret takaisin yhtaloon saadaan siis

(u—d)*+3alu—d)?+blu—d)+c=0
u3 + 3au® + bu+c =0
(u+d)®+3a(u+d)? +blu+d)+c=0.

Laskemalla kaksi ensimmaista yhtaloa puolittain yhteen ja kayttdmalla sievennyksessa
keskimmaista hyvaksi saadaan

0= (u—d)?>+3a(u—d)?+bu—d +c+ (ut+d?+3a(u+d?+but+d +c
= u® — 3u?d + 3ud® — d® + v® + 3u*d + 3ud® + d°
+ 3a(u® — 2ud + d* + u® + 2du + d?) + b(u — d + u + d) + 2c
= 2u® + 6ud? + 3a(2u? 4 2d*) + b - 2u + 2c
= 2(u® + 3au® + bu + ¢) + 6ud® + 3a(2d*)
=204 6ud® + 3a(2d*) = 6ud?® + 6ad® = 6d*(u + a).



Koska d # 0, niin yhtilostd 6d*(u + a) = 0 seuraa u + a = 0 eli u = —a. Siis

0 =u®+3au® +bu+c = (—a)® +3a(—a)® + b(—a) +c
= —a®+3a®—ab+c=2a°—ab+c

eli ab = 2a3 + ¢ (kohdan a viittima).

Kolmannen asteen juuriksi saadaan aritmeettisen kolmikon jasenet 0, 1 ja 2, kun
yht#lé on (z—0)(z—1)(z—2) = 0 eli 22 — 322 +22 = 0. Tissi tapauksessa a = —1 # 0,
b= 2 jac=0. Huomataan, ettd 3a+c=—-3+0=—-3#4=2bjab=2+# 0= 3ac.
Siis muut vaihtoehdot ovat vaaria.

Valisarjan perinteiset tehtavat

V4. Piirretaan kuva tilanteesta.

Koska oletetaan, ettd |BX| = |CX]|, niin kolmio BC' X on tasakylkinen ja sen kantakul-
mat ovat yhta suuret. Siis

JACB = 4XCB = 9XBC = ¥QBC = 4QAC,

missa viimeinen yhtasuuruus seuraa siita, etta samaa kaarta vastaavat kehakulmat ovat
yhta suuret. Koska suora AC leikkaa suoria AQ ja BC niin, ettd SACB = <QAC), niin
AQ || BC. Koska AP on kohtisuorassa sivua BC' vastaan, niin se on kohtisuorassa myos
janaa A(Q) vastaan, joten kehdkulma PAQ on suora. Kehdkulmaa vastaa keskuskulma
on siis oikokulma, ts. PQ on ympyréan S halkaisija. O



V5. Voidaan olettaa, ettéd laudan keskipisteiden koordinaatit ovat muotoa (x,y), missi
x,y € Zja0 < zx,y <2012, ja laudan ruutuihin viitataan naiden kautta.

Jarjestetadn ensin nappulat vasempaan alakulmaan: Tartutaan siihen nappulaan,
jonka x-koordinaatti on pienin, ja jos naitd on useita, valitaan naista se, jonka y-
koordinaatti on pienin. Olkoon tdmé& nappula ruudussa (zg,yo); siirretdén se origoon
pitkin vapaata reittid (zo,yo0) — (20,0) — (0,0), missé siirrot voivat olla surkastu-
neita, ts. voi olla zg = 0 tai yo = 0. Valitaan seuraavaksi lopuista nappuloista sa-
moin koordinaateiltaan pienin. Olkoot sen koordinaatit (x1,y;); voidaan olettaa, etté
x1 # 0, silla tilanteen voi tietenkin tarvittaessa korjata muutamalla siirrolla. Siir-
retddn se origossa olevan viereen: (z1,y1) — (z1,0) — (1,0), 2 x 2-pikkuneli6 saa-
daan kasaan seuraavasti: Lopuista kahdesta nappuloista toinen siirretdan joko reittia
(x2,y2) — (0,y2) — (0,1) tai (z2,0) — (x2,2012) — (0,2012) — (0, 1), toinen ensin
oikeaan alakulmaan: (zs3,ys) — (2012,y3) — (2012,0). Asetelma saadaan nyt kasaan
siirroilla (1,0) — (1,2012) ja (2012,0) — (1,0) ja (1,2012) — (1,1).

Vasemman alakulman nappuloita voi kiertaa positiivisen kiertosuuntaan siirtosar-
jalla

b: (1,0) — (2012,0), a:(0,0) — (2011,0) — (2011,2012),

d:(0,1) = (0,0), ¢:(1,1) — (0,1),

b: (2012,0) — (1,0) — (1,2012), a:(2011,2012) — (2011,0) — (1,0) ja

b: (1,2012) — (1,1),

missa selvyyden vuoksi nappulat on nimetty kirjaimilla a, b, ¢ ja d. Téassa perusasetel-

massa siis sinisen nappulan voi olettaa olevan missa vain ruudussa neljasta ruudusta.
Osoitetaan, ettd tamé 2 x 2-asetelma voidaan siirtdd aina yhden ruudun verran

oikealle tai ylospain, jos vain laudan reuna ei tule vastaan. Oletetaan, ettd nappulat

ovat ruuduissa a: (z,y), b: (z+ 1,y), c:(z+1,y+1) jad: (x,y+ 1). Symmetrian vuoksi

riittaa tarkastella oikealle siirtamista, jolloin oletetaan, ettd x > 2010. Oletetaan lisaksi,

ettd y > 0 ja kasitellddn y = 0 erikoistapauksena. Siirretdan ensin nappulat a ja c

pysdyttimiksi laudan reunaan (kuvan esimerkissi on tehtdvén lautaa hieman pienempi

lauta):

ce+1Ly+1)—(2012,y+ 1) ja a: (x,y) — (x,0) — (2012,0) — (2012, y).

Y

>@O

@O
QO




Jarjestellaan ylarivi:

c: (2012, y+1) - (x+ 1,y + 1),
d: (z,y+ 1) — (z,2012) — (2012,2012) — (2012,y + 1) — (z + 2,y + 1),

@O

jonka jalkeen asetelma saadaan kasaan:

a:(2012,y) — (z + 1,y).

@)@
@O
A
[ ]

Erikoistapaus y = 0 on helppo, silla silloin voidaan siirtaa

d: (z,1) = (z,2012) — (2012, 2012) — (2012, 0)
a: (z,0) — (x,2012) — (2012,2012) — (2012,1) — (x4 2,1) ja
d: (2012,0) — (z + 2,1).

Edella todistetusta seuraa, ettd mika tahansa laudan ruutu voi tulla nappulan valloitta-
maksi niin, ettd nappula on osa 2 x 2-asetelmaa. Koska sininen nappula voi perusasetel-
massa olla mika neljasta nappulasta tahansa, sininenkin nappula paasee mihin hyvansa
ruuduista.



V6. Muokataan yhtdlo Diofantoksen yhtaloksi kertomalla puolittain 12mmn:llA.

1 4 1
— 4 — = — = 12n+48m =mn
m n 12

< mn — 12n —48m + 12 - 48 = 576
< (m —12)(n — 48) = 576.
Siis n — 48 | 576 = 9 - 64, mutta koska n ja n — 48 ovat parittomia, saadaan n — 48 | 9

ja erityisesti |n — 48| < 9. Koska vastaavasti |m — 12| > 64 ja m > 0, niin taytyy olla
m—12> 0 jan —48 > 0. Siis

(m—12)(n—48):576<:>{n—48:1 \/{n_48:3 v{n_48:9

m — 12 = 576 m — 12 =192 m— 12 =64
m = H88 m = 204 m="76

= {n:49 v{n:51 \/{n:57.
Avoin sarja

Al. Ks. P6.

A2. Merkitaan p:11a todennakoisyytta, etta satunnaisesti valitulla henkil6lla on ko. har-
vinainen sairaus, ja e:1li testivirheen todennikoisyytti, jolloin p = 1076 ja e = (100 —
99)% = 0,01. Kysytty ehdollinen todennékoisyys on

P{testihenkil6 on sairas | testitulos on positiivinen}

_ P{testihenkil6 on sairas ja testitulos on positiivinen}

P{testitulos on positiivinen}

B p(1—¢) B 1076-0,99
Cp(l—e)+(1—pke  1076-.0,99 + (1 — 10-6)-0,01
99 99 102

— = ~ — =10"* = 0,0001.

994106 —-1 1000098 106
A3. Piirretddn A- ja B-keskiset ympyrat, joiden sidde on 10 cm. Olkoot néiden ym-
pyroiden leikkauspisteet C' ja D. (Kuvassa on katkoviivoilla osuudet, joita ei ole piir-
retty.)



Suora C'D on tietenkin janan AB keskinormaali. Olkoon M janojen AB ja CD leik-
kauspiste. Talloin |AM| < |AC| = 10 cm, koska AM on jana AC projektio suoralle AB.
Samoin |[DM| = |CM| < |AC| = 10 cm. Piirretdén C- ja D-keskiset ympyrat, joiden
siteeksi valitaan mika tahansa r, jolle |CM| < r < 10 cm. Ympyroiden leikkauspis-
teet olkoot X ja Y, joista X on janalla AM. Piirretdan lyhyen viivoittimen avulla
jana, joka alkaa pisteestd A, kulkee pisteen X kautta ja on pituudeltaan 10 cm. Koska
|AM| < 10 cm, tdma& jana siséltdd janan AM. Vastaavalla tavalla voidaan piirtda jana,
joka sisaltad janan M B ja sisaltyy janaan AB. Nama yhdessd muodostavat janan AB.

A4. Olkoon luvun n € Z kymmenjarjestelméaesitys n = Zf:o a; - 10, jolloin

k
S(n) = Z a;.
i=0
Tehtavan P5. ratkaisussa on osoitettu, etta
k
S(@2n) =Y 6(as),
i=0
missa
5a) = 2a, kun a € {0,1,2, 3,4}
~12a—9, kunae€ {5,6,7,8,9}.

Kun a € {5,6,7,8,9}, niin
1/5=2-9/5<é(a)/a=(2a—9)/a=2-9/a<2-9/9=1,

joten kaikkiaan saadaan arviot




Osoitetaan, ettd kaikki rationaaliluvut g, joille 1/5 < ¢ < 2, ovat mahdollisia
suhteen S(2n)/S(n), n € Z,, arvoja. Tarkastellaan kokonaislukuja

n=>5--51---1,
—— ——
v kpl vy kpl

missd v,y € Njav+y > 0. Télloin S(n) = bv+y ja S(2n) = §(5)-v+4d(1) -y = bv+2y.
Olkoon ¢ rationaaliluku, jolle 1/5 < ¢ < 2. Kirjoitetaan ¢ = m/n, missd m,n € Z,.
Osoitetaan, etta voidaan valita v,y € N, v + y > 0 niin, etta

S(2n) _v+2y m
Sn)  Svd+y n
— (v+2y)n=m(bv+y) < (n—5m)v = (m —2n)y.

Valitaan nimittédin yksinkertaisesti v = 2n — m ja y = bm — n. Koska m/n < 2, niin
m < 2n ja 2n —m > 0. Vastaavasti koska m/n > 1/5, niin 5m > n ja 5m —n > 0.
Fi voi olla v = y = 0, koska silloin olisi 2n — m = 0 ja 5m — n = 0, mista seuraa
10m = 2n = m = m = n = 0, mikd on mahdotonta. Siis v +y > 0 ja v ja y on

onnistuttu valitsemaan niin, etta %((2:)) =

Vastaus: Tésmilleen rationaaliluvut ¢, joille 1/5 < ¢ < 2.



