Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun ratkaisut
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P1. Koska massojen suhteet (alkuperdinen timantti mukaan lukien) ovat 3 : 4 : 7, niin
arvojen suhteet ovat 9 : 16 : 49. Siis lohjenneen timantin arvo on siis alkuperaisesta
arvosta
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P2. Jos hunneja on aluksi 4t ja vandaaleja ¢, niin erottamisien jalkeen vandaalien osuus
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P3. a) 22° =21 = 16 < 27 = 33, joten tehtéviinannon vertailu on epétosi.
b) 33" =327 > 3213 =913 > 5°, joten vastaava vertailu pitii paikkansa.
c) (=4)7* > 0> (=5)(7%), joten tehtiviinannon vertailu on epitosi.

d) (—2)2 = 4, joten ((—2)2)((=2") = 44 pitii paikkansa.
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joten kohdat b ja d ovat oikein, kohdat a ja c ovat selvasti eri suuria kuin nama.
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Puolipallon vaipan ala on %47?7“2 = 2772 ja kartion vaipan ala on 7rs, missi r on
yvhteisen pohjaympyran sateen ja s on kartion sivusarméan pituus. Koska vaippojen
alat ovat yhtd suuret, niin 27r? = 7rs eli s = 2r. Toisaalta kartio on suora, joten
Pythagoraan lauseesta seuraa
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Siis tilavuudet ovat
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ja naiden suhde on
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joten kohdat c ja a ovat oikein seka muut vaaria.

P6. a) Totta, suuren kuution voi kasata pelkéstdan yksikkokuutioista.

b) Totta: Sijoitetaan suuri kuutio koordinaatistoon niin, ettd sarmét ovat koordinaat-
tiakselien suuntaisia ja keskipiste origossa. Talloin jokainen kasaamisessa kaytetty
pikkukuutio, jonka sdrmén pituus on vahintaan kaksi, sisidltdd ainakin yhden pis-
teistd (£1,41,£1). Siis tallaisia kuutioita kdytetdén kasaamisessa korkeintaan 8.
Lisaksi naista pikkukuutioista korkeintaan yhden sarman pituus on 3, silla 343 > 5,
joten tillaisten pikkukuutioiden yhteistilavuus on korkeintaan 33 +7-23 = 27456 =
83. Yksikkokuutioita tarvitaan siis vahintdan 53 — 83 = 125 — 83 = 42 kappaletta,
ja pikkukuutioita kaikkiaan véhintddn 8 + 42 = 50 kappaletta (mitd pienempid
pikkukuutiot ovat, niin sitd enemmaén niita tietenkin tarvitaan).



c) Totta: Oletetaan, ettd suuren kuution pinta on kasattu kokonaan yksikkokuutioista.
T&lloin ei voi siis tietdad, onko suuren kuution ytimessa pikkukuutio, jonka sivun
pituus on 3, vai esimerkiksi pelkkio yksikkokuutioita. Edellisessa tapauksessa tar-
vitaan 5% — 3% + 1 = 99, jilkimmaiisessi tapauksessa 53 = 125 pikkukuutiota.

d) Ei pidi paikkaansa, silli jokaisen pikkukuution ala on parillinen kokonaisluku 6 - s2,
missd s on kokonaisluku. Siis yhteispinta-alakin on parillinen kokonaisluku.

Perussarjan perinteiset tehtavat

P7. Koska ympyroiden séteet ovat v/3 ja 1 sekd keskipisteiden etdisyys 2, niin Pyt-
hagoraan kaanteislauseesta seuraa, etta siateet muodostavat keskipisteiden yhdysjanan
kanssa suorakulmaisen kolmion, silld (v/3)2 +12 =3 +1 =4 = 22,
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Lisaksi kulmat ovat 30°, 60° ja 90°, silla pienimman kateetin ja hypotenuusan suhde on
1: 2. Ympyroiden peittamasta alueesta voi siis ottaa pois kaksi tallaista suorakulmaista
kolmiota,
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jolloin jaljelle jaa kaksi isoa sektoria, joiden alat ovat
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Ko. suorakulmaisen kolmion ala puolestaan on A = +/3/2, joten ympyréiden peittimi
ala on kaikkiaan
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Toisaalta ympyréiden pinta-alojen summa on 7(v/3)? + 7 - 12 = 4r. Leikkausalueen
pinta-ala on naiden erotus eli

1
47r—367r—|—\/§:%—\/§.

P8. Merkitidn f(x) = ax?® + bx + ¢, missi a,b, ¢ € Z. Koska f(n) on viidelld jaollinen,
kun n on kokonaisluku, niin erityisesti f(0) = ¢, f(1) = al?+b-1+c=a+b+c
ja f(=1) = a(=1)> +b-(=1) +¢c = a — b+ c ovat viidelld jaollisia, mistd seuraa
51e, 5] f()+f(-1)=a+b+c+a—-b+c=2a+2cjabd]| f(1)— f(-1) =
a+b+c—(a—0b+c)=2b. Koska kokonaisluvuilla 2 ja 5 ei ole yhteisié tekij6ita, niin
edelleen 5 | b ja 5 | (a 4+ ¢) — ¢ = a. Siis kaikki polynomin f kertoimet ovat viidella
jaollisia.

Valisarjan monivalintatehtavat
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V1. Kun 7 < a < 7, niin tana > 1, joten sin? a 4 tan? o > tan® a > 1 (siis a epitosi).
sina < « pitééd paikkansa (b tosi), silli « on yksikkdympyrédn kulmaa o vastaavan

kaaren pituus, kun taas sina on taman kaaren kohtisuora projektio y-akselille. Koska

sin? o
0 < cosa < 1, niin tan? a+cos? a =

+cos? a > sin® a+cos? a = 1 (c tosi). Kohta
L o8t : o
d seuraa suoraan tangentin madritelméstd tan o = sin «/ cos a ja siité, ettd cosa # 0,

kun « on terava kulma.

V2. Jos luvut ovat a ja b, niin a = 4x, b = 4y eika x:11a ja y:11a ole yhteisia tekijoita.
Toisaalta 24 = at = bu, eika t:11a ja wu:lla ole yhteisia tekijoita. Ei siis voi olla x = y.
Oletetaan, ettd x < y; silloin a < b ja u < t. Koska 6 = xt = yu, x ja y ovat joukossa
{1, 2, 3, 6} ja = joukossa {1, 2}. Jos x =1, on t =6, joten u = 1. Luvut a =4, b = 24
toteuttavat ehdon; summa on 28. Jos x =2,t =3, jotenu=2,y=3. (u=1,y =26
ei kay, koska silloin = ja y olisivat kahdella jaollisia.) a = 8, b = 12 on kelvollinen pari;
summa on 20.

V3=P6.



Valisarjan perinteiset tehtavat

V4=P8.

V5. Olkoon @ = <NAB ja O ympyran keskipiste. Koska AAON on tasakylkinen
(molemmat kyljet ovat ympyréan siteitd), niin myés <ANO = «. Toisaalta <xANB
ja SONC ovat suoria kulmia, edellinen halkaisijaa AB vastaavana kehdkulmana ja
jalkimmainen siksi, ettd NC' on ympyran tangentti ja ON sade. Siis

IBNC = SANC — SANB = SANC — 9ONC = 4¥ANO = o.

Merkitaan = < ACN. Koska suora C'P puolittaa kulman 3, niin

<IAPC:7T—<ICAP—<IACP:7T—04—§.

Téamén komplementtikulmalle saadaan siis < NPQ = a + /2. Toisaalta

<INQC:7T—<IQNC’—<IQCN:7T—0¢—§,

joten my6s INQP = o+ (/2. Siis ANPQ on tasakylkinen (ja huippu on N), joten
[PN| = |NQ|. O

V6. Jos n = 4, esimerkiksi seuraava varitys on vaatimusten mukainen:




Jos n = 5, niin jossain rivissa, esimerkiksi ylimmassa, on ainakin kolme samanvarista,
esimerkiksi punaista. Naiden punaisten sarakkeissa ei milladn muulla rivilla saisi olla
kahta punaista. Joka rivilla on siis ainakin kaksi sinistd. Nama kaksi sinistd voivat
olla kolmessa eri asemassa (mahdollinen kolmas, punainen, ruutu voi olla kolmessa
aasemassa), joten ainakin kahdella rivilld ne ovat samoissa sarakkeissa. 5 x 5-ruudukko
ei voi toteuttaa ehtoa, ei myoskaan n x n-ruudukko, jos n > 5.

Avoin sarja

Al.

(xxz)*1l=x*(zx1)
= (@4 —rr)xl=xx(2*+1°—z-1)
= (@) xl=axx* (x> —z+1)
= )P+ 12— l=2? (P -+ 1) -2 (2 -2+ 1)
=t -2 1= -r+1-2) (2° -z +1)
= @2 -1)P2 =@ -1 (2> -z +1)
= -1 (z+1) =@-12 (2> —2+1)
= x-12=0V (z+1) =2 -2 +1
—=r=1Vva*+2r+l=0—z+1
—zr=1V3z=0
——zrz=0Vazrx=1

A2. Jos pelaajalla on edessdan 3, 2 tai 1 merkkia, han voittaa. Jos vastustajalla on
edessadn 4 pelimerkkia, niin hanen siirtonsa jalkeen laudalla on 1, 2 tai 3 merkkia jne.
— Pelaaja, joka voi pakottaa vastustajansa tilanteeseen, jossa talld on edessdan neljalla
jaollinen maara merkkeja, voittaa. Koska 2012 on 4:11a jaollinen, Olli voittaa.

A3. Kolmeen perdkkaiseen kuluvat tyomaara on
20 4 21 L 912 — 90(] 124 4) =7 2",

missd ¢ on kokonaisluku, siis 2° kokonaista viikkoa. Ensimmiistid ruutua vastaava tyo
tulee tehtya ensimmaisena maanantaina, ja loput 64 — 1 = 63 = 3 - 21 ruutua voi ryh-
mitella kolmea perdkkaista ruutua vastaaviksi tyorupeamiksi, jotka kestavat kokonaisia
viikkoja. Siis tyo pdattyy maanantaina.



AA4.

A

B

Kun AABC:n pinta-ala lasketaan kahdella eri tavalla (toisaalta suoraan ja toisaalta
jakamalla AABP:ksi ja AAPC:ksi), saadaan

1 1 1
§|AB| |AC|sin2a = §|AP\ |AC|sina + §|AB| |AP|sina

— 1 sin2a 1 n 1
|AP| sina  |AB| = |AC|

Koska kulma « ja |AP| ovat vakioita, niin my&s yhtalon vasen puoli pysyy vakiona. O





