Lukion matematiikkakilpailun

loppukilpailu

1. Janne jakaa ympyran kahteen segmenttiin. Segmenttien sisadn on piirretty neliot
siten, ettd molempien nelididen karjista kaksi on janteella ja kaksi ympyran piirilla.
Nelioiden sivujen suhde on 5 : 9. Laske janteen ja ympyran sateen pituuksien suhde.

Ratkaisu: Merkitaan pienemman nelion sivua a:lla, suuremman b:11a, jolloina : b=5:
9. Merkitaan edelleen ympyran sadetta r:lla, janteen etaisyytta ympyran keskipisteesta
d:11a ja janteen pituutta s:lla.

d

Pythagoraan lauseella saadaan (sinistd, punaista ja sinipunaista suorakolmaista kol-
miota vastaavat) yhtalot

(a+d)*+(a/2)* =12

(b—d)? + (b/2)* = 1°

d® + (s/2)% = r%

Kahdesta ensimmaisesta yhtalosta seuraa

(a+d)%+ (a/2)* = (b—d)* + (b/2)*

4(a +d)* +a®> = 4(b— d)* + b*
5a* + 8ad + 4d* = 5b* — 8bd + 4d>
5a° + 8ad = 5b* — 8bd

8(a +b)d = 5(b* — a?).

8d =5(b— a).

[



Koska b = 2a, niin tdmé sievenee muotoon 8d = 5(2a — a) = 4a eli d = a/2. Si-

joittamalla tulos takaisin ensimmiéiseen yhtiléon saadaan r = +/(a + d)2 + (a/2)?

Via+a/2)2+ (a/2)? = a/(3/2)% + (1/2)2 = a\/10/4 = a\/5/2 = a/10/2.

Kolmannesta yhtalosta seuraa nyt

= 2(s/2) :2\/@:2\/;@2—(61/2)2 \/i \/7 g a,

joten
J s:r=(3a): (aV10/2) =6 : V10 = 3v/10 : 5.

2. Oletetaan, etta x # 1, y # 1 ja x # y. Osoita, ettd jos

yz—x2:zx—y2
1—x 1—y’
niin ) )
Z2— 2 —
Y = Y =r+y+=z.
1—=z 1—y
Ratkaisu: Merkitaan
)\_yz—xz_zx—yz
l-2 1-y

jolloin A(1 — z) = yz — 22 ja A(1 — y) = 2o — y?. Koska z # y, niin
Ay—=z) MA-2)—(1-y) Al—-2z)-A1-y)

A= = =
— (1—2)—(1—y) y—x
yz—2’ —(zw—y?) _ ay+y’tyz—a’—ay—z
N y—x B y—x
_yletyt) —eletyts) ooyt o o
y—x y—r

3. Todista, etté kaikilla kokonaisluvuilla k > 2 luku k*~' — 1 on jaollinen

luvulla (k — 1)2.

Ratkaisu: Jokaisella ¢ € Z kokonaisluku k — 1 jakaa kokonaisluvun k* — 1, koska
B—l=k-1E T+ 2+ ) = (k—1) ) K.

Huomattakoon, etti tissd summassa on ¢ muotoa k7 olevaa yhteenlaskettavaa. Siis

k—2 k—2
FFl—l=(k—1)) K =E-1)((k-1)+> (K -
=0 =0

= (k—l)((k—1)+i((k—1)2ki)) = (k—1)2(1+22ki),

miki merkitsee, ettd (K — 1)? jakaa luvun k=1 —1. O



4. Olkoot k,n € N, 0 < k < n. Todista, etta

i<?):(7f)+(§)+m+(’;) < b

Ratkaisu: Olkoon A joukko, jossa on k alkiota, ja B joukko, jonka koko on n. A
ja B ovat epatyhjid, koska n ja k ovat positiivisia. Vertaillaan kuvauksien f: A — B
ja kuvajoukkojen lukuméiria f[A]. Téllaisia kuvauksia on n*, ja jokaista kuvausta f
vastaa kuvajoukko f[A]. Eri kuvauksilla f arvojoukko f[A] kay 14pi kaikki B:n epatyhjat
osajoukot, joissa on korkeintaan k alkiota. Siis

!{f[A]If:A%B}}sz:(?) = (T)%Z)*“'*(Z)

j=1

<{flfiA—= B} =nF O

5. Collatzin funktio on kuvaus f:Zy — Z, jolle

fz) = 3x+ 1, kun x on pariton
LA /2, kun x on parillinen.

Merkitéén lisiksi f! = f ja induktiivisesti f**1 = fo f* ts. f*¥(x) = f(...(f(z)...).
——
k kpl
Todista, etta on olemassa x € Z.., jolle

f4%(x) > 2012x.

Ratkaisu: Todistetaan ensin induktiolla luvun k£ € Z suhteen, etta kaikilla m € Z
patee
fFm-2F —1)=m-3F - 1.

Tapauksessa k = 1 saadaan nimittiin f2(m-2'—1) = f(f(2m—1)) = f(3(2m—1)+1) =
f(6m —2) = 3m — 1. Jos viite on voimassa arvolla k, niin f2(F+1)(m . 2k+1 — 1)
P2 2m- 28 = 1) = f(f(2m -3 — 1)) = f(3(2m - 3% — 1) + 1) = f(2m - 3*+1 —2) =
m - 3¥t1 — 1, joten induktioviite pitee arvolla k + 1.

Erityisesti luvulle z = 220 — 1 = 1048 575 saadaan

f9>2) =320 — 1> (3/2)2°(2%° — 1) = (3/2)*°2 > 2012z,

silla

(3/2)%° = ((3/2)")° = (2—1)5 = (%)5 > 5% = 3125 > 2012. O



