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1. Todista, ettd suorakulmaisen kolmion keskijanojen nelididen summa on 1 kolmion sivujen ne-

lioiden summasta.

Olkoon ABC suorakulmainen kolmio ja ZABC suora kulma, BC' = a, CA =0 ja AB = ¢. Olkoot
D, E ja F sivujen BC, CA ja AB keskipisteet. Olkoot viela keskijanat AD = m,, BE = my ja
CF =m..

1. ratkaisu. Kolmion sivujen keskipisteita yhdistava jana on kolmion kolmannen sivun suuntainen

1
ja pituudeltaan puolet siitd. Siis ED|AB ja ED = §AB . Siis kolmio BDFE on suorakulmainen.
Pythgagoraan lauseen perusteella saadaan suorakulmaisista kolmioista ABD, FBC ja BDE

1
m2 = AD?* = AB* + BD* =* + ZaQ,

1
m? = CF? = BC? + BF*> :a2+162,

1 1
mi = BD? + DE? = —a® + ~¢°.
4 4
s 2 2 2 3. 9 2 30 9 2 3,9 2 2 T .
Siis ms +m; + mZ = —(a* +¢°) = Z(Za +2¢7) = Z(a + ¢© + b%); viimeinen yhtdlé perustuu
Pythagoraan lauseeseen sovellettuna kolmioon ABC'.

2. ratkaisu. Tunnetun (ja Pythagoraan lauseen nojalla helposti todistettavan) suunnikaslauseen
mukaan suunnikkaan lavistdjien neliiden summa on sama kuin suunnikkaan sivujen neliGiden
summa. Kolmio ABC' voidaan kolmella eri tavalla tdydentda suunnikkaaksi: sivut a ja b, lavistajat
cja 2mg; sivut b ja c, lavistajat a ja 2my,; sivut ¢ ja a, lavistajat b ja 2m;. Naihin kolmeen suunnik-
kaaseen sovelletaan kuhunkin suunnikaslausetta. Siis ¢ +4m?2 = 2(a? +b?), a® + 4m?2 = 2(b* + ¢2)
ja b2 4+ 4m? = 2(a® 4 b?). Kun yhtilot lasketaan puolittain yhteen ja ratkaistaan m?2 + m? + m2,
saadaan heti viite. Oletusta kolmion ABC suorakulmaisuudesta ei tarvita. — Olennaisesti suun-
nikaslauseesta on kysymys my6s silloin, kun kaytetdan tunnettua ja kaavakokoelmistakin 16ytyvaa
kolmion keskijanan pituuden lauseketta m, = 31/2(b? + ¢?) — a®. Johdutaan samoihin yhtéloihin
kuin ylla.

3. ratkaisu. Olkoon ZCAB = o, ZABC = (3, ZBCA = ~. Kosinilause sovellettuna kolmioihin

ADC, BEA ja CFB antaa m? = b2 + iaz —abcosy, m? =c* + ibQ —bccosa jam? = a? + icz —
accos 3 Toisaalta kosinilause sovellettuna kolmion ABC' antaa yhtilét 2abcosy = a? + b — c2,
2bccosa = b? + 2 — a® ja 2accos B = a® + b?> — 2. Kun jalkimmaiisistd yhtiloistd sijoitetaan
kosinitermit edellisiin ja lasketaan yhtalot yhteen, saadaan vaite.

2. Mddritd pienin n, jolle luvulla n! on ainakin 2010 eri tekijid.

Ratkaisu. Jos luvun n alkutekijéhajotelma on n = pi'p3?---p*, niin nmn tekijéiden méadrd on

d(n) = (a1+1)(az+1)--- (ap+1). Kun m < n, niin jokainen m!:n tekiji on n!:n tekiji, mutta n!:lla
on tekijoité, jotka eivét ole m!:n tekijoitd (esimerkiksi n!). d(n!) on siis n:n aidosti kasvava funktio.
Kokeillaan: 16!:ssa on tekijand 8 +4 + 2 + 1 = 15 kakkosta, 5 + 1 = 6 kolmosta ja 3 viitosta ja 2
seitsemiid, 11 ja 13. Tekijoité siis 16-7-4-3-2-2 = 28 .21 = 21 - 256 > 5000, 15!:ssa kakkosia vain

12 3
11; tekijoiden lukumaara 6= 1 kertaa 16!:n tekijoiden lukumé&érd, mutta siis yli 3000, 14!:ssa

viitoset ja kolmoset vahenevét yhdella, siis tekijoitd 12-5-3-3-2-2 =60 -36 = 2160 > 2010. Kun
mennadn 13!:aan, seitsemaisia on yksi vihemmaén, joten tekijdmadran ilmaisevassa tulossa ainakin
yvksi 3 muuttuu kahdeksi, joten tulo putoaa alle 2000:n. Vastaus on siis n = 14.
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3. Olkoon P(x) kokonaislukukertoiminen polynomi, jolla on juuret 1997 ja 2010. Oletetaan lisiksi,
ettd |P(2005)| < 10. Mitd kokonaislukuarvoja P(2005) voi saada?.

Ratkaisu. Jos P(zp) = 0, niin P(z) = (x — x9)Q(z). Jos erityisesti P:n kertoimet ovat
kokonaislukuja ja xy on kokonaisluku, niin @:kin on kokonaislukukertoiminen. [Todistus: Jos
P(z) = apz™ + ap_12" P+ -+ a1z + ap ja Q) = by + by_ox™ 2 4 -+ + by + by,
niin Ay = bn, [ bnfl, Ap—_1 = bn,Q — Ll'obnfl, Ap_9 — bn,?, — Ll'obnfg, ey Q1 = b() — IEObl.
Kun naista yhtaloista ratkaistaan jarjestyksessa b,_1, bn—o, ..., by, ndhdaan, ettd kaikki ovat
kokonaislukuja.] T&amén perustuloksen mukaan tehtdvan polynomi voidaan kirjoittaa muotoon
P(x) = (z — 1997)(z — 2010)Q(x), missé @ on kokonaislukukertoiminen polynomi. Siis erityisesti
|P(2005)] = 2005 — 1997| - [2005 — 2010] - |Q(2005)| = 40|Q(2005)|. Q(2005) on kokonaisluku. Jos
olisi Q(2005) # 0, olisi |P(2005)| > 40 > 10, vastoin oletusta. Siis (2005) = 0 ja P(2005) = 0.

4. Parillinen mddrd, n jalkapallojoukkuetta pelaa yksinkertaisen sarjan, ts. kukin joukkue pelaa
kerran kutakin toista vastaan. Osoita, ettd sarja voidaan ryhmitelld n — 1 kierrokseksi siten, ettd
kullakin kierroksella jokainen joukkue pelaa tasan yhden pelin.

Ratkaisu. Numeroidaan joukkueet numeroin 1, 2, ..., n. Tarkastellaan kierrosta i, 1 <i <n —1,
ja joukkuetta z, x < n. Asetetaan joukkueen x vastustajaksi se joukkue, jolle z + y + ¢ on jaollinen
luvullan —1jal <y <n. Jos x4+ x+ ¢ =2z + ¢ on jaollinen n — 1:ll4, asettaan x:n vastustajaksi
joukkue n. On osoitettava, ettad kaikki joukkueet pelaavat joka kierroksella ja etta jokainen joukkue
tulee pelanneeksi jokaista muuta vastaan. Todetaan ensin, ettd joukkue n pelaa joka kierroksella.
Jos luvuilla 2z +1 ja 2x9 + ¢ on sama jakojadnnos (n — 1):114 jaettaessa, olisi 2(z1 — x2) parittoman
luvun n — 1 monikerta, mutta koska |1 — 23| < (n —1) —1 <n —1, on z1 — 5. Jakojadénnokset
ovat eri lukuja, niitd on n — 1 kappaletta ja ne ovat vélin [0, n — 2] kokonaislukuja, joten tasan yksi
niistd on 0. n saa aina vastustajan. Samoin osoitetaan, ettd jos 2z + ¢ ei ole jaollinen n — 1:114, on
tasan yksi y # x, jolle x +y+14 on n— 1:n monikerta. N&in ollen jokaisella joukkueella on vastustaja
kierroksella i, ja jos z saa vastustajakseen y:n, niin y saa vastustajakseen x:n. On vield osoitettava,
ettéd jokaiset kaksi joukkuetta tulevat pelaamaan. Jos z # y, niin lukujen z+y+ 1, 2 +y+ 2, ...,
x+y+ (n — 1) jakojadnnokset n — 1:11a jaettaessa ovat eri lukuja (todistus samoin kuin edelld);
tasan yksi niistd, sanokaamme luvun x + y + ¢ jakojaannos, on nolla. x ja y pelaavat siis keskendan
kierroksella i ja vain kierroksella 4. Lisdksi luvuista 2x + 1, 2z + 2, ..., 2z + (n — 1) tasan yksi,
esimerkiksi 2z + 4, on n — 1:n monikerta. = ja n pelaavat siis kierroksella 3.

5. Olkoon S jokin tason pistejoukko. Sanomme, ettd piste P ndkyy pisteestd A, jos kaikki janan
AP pisteet kuuluvat joukkoon S ja ettd joukko S ndkyy pisteesta A, jos jokainen S:n piste nikyy
pisteestd A. Oletetaan, ettd S ndkyy kolmion ABC jokaisesta kolmesta kdrjestd. Todista, ettd
joukko S ndkyy jokaisesta muustakin kolmion ABC pisteesta.

Ratkaisu. Osoitetaan ensin, ettd jos joukko S nékyy pisteistd P ja @, niin jana PQ sisiltyy
joukkoon S ja S nékyy jokaisesta janan PQ) pisteestd. Nakymisen médritelmésta seuraa, etté
pisteet P ja @ kuuluvat joukkoon S. Koska ) nikyy P:std, niin jana PQ sisdltyy joukkoon S.
Olkoon nyt X mielivaltainen janan P(Q) piste ja Y mielivaltainen joukon S piste. Silloin janat
PY ja QY sisaltyvat joukkoon S. Jos Y on suoralla PQ ja janan PQ ulkopuolella, niin jana XY
sisaltyy joko janaan PY tai janaan QY jotka puolestaan siséltyvat joukkoon S. Oletetaan, ettéa
PQY on (aito) kolmio, mutta janalla XY on piste Z, joka ei kuulu joukkoon S. Puolisuora PZ
leikkaa janan QY pisteessd T'. Koska T on S:n piste, se nidkyy pisteestda P, joten Z onkin joukon
S piste. Ristiriita osoittaa, ettd Y nékyy pisteesta X. Oletuksen mukaan S:n jokainen piste nékyy
pisteista A, B ja C. Edelld sanotun perusteella kolmion sivut AB, BC ja C A sisaltyvat joukkoon
S ja S nékyy jokaisesta néiden janojen pisteestd. Mielivaltainen kolmion ABC piste X on (usealla)
sellaisella janalla, jonka paatepisteet ovat kolmion sivuilla. Edella osoitetun mukaan S:n jokainen
piste nakyy siis myos pisteesta X.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


