Lukion matematiikkakilpailun alkukilpailun ratkaisuja 2009

Matemaattisten aineiden opettajien liiton lukion matematiikkakilpailu on kaksiportainen.
Kilpailun ensimmaéinen kierros on kolmisarjainen, ja sarjojen osallistumisoikeuden masa-
rittelee kilpailijan ika. Lukuvuoden 2009-10 kilpailun ensimmainen kierros pidettiin 29.
lokakuuta 2009.

Useimpiin tehtaviin 16ytyy useita ratkaisutapoja ja niiden muunnelmia.

Perussarja 1. Olkoot v, h ja m vadelmien, herukoiden ja mustikoiden rasiahinnat euroina.
Tehtavan ehdot voidaan kirjoittaa yhtaloryhmaksi

204+2h+ m=28
v+3h+ m=75
2v +3m =7,

Kun yhtélot lasketaan puolittain yhteen, saadaan 5(v+h+m) = 22,5 eli v+ h+m = 4,5.
Tasté ja toisesta yhtélostd saadaan 2h = 7,5 — (h+v+m) = 7,5 —4,5 = 3, joten h = 1,5.
Toisesta yhtélostd saadaan nyt 3v +2h +3m =3(v+h+m)—h=3-45—-15=12.
Perussarja ja valisarja 2. Ruudukon lukujen summa on

1617
142+ +16=

=8-17=4-34,

joten kunkin vaakarivin ja pystysarakkeen lukujen summa on 34. Vasemman sarakkeen
alimpaan ruutuun tulee siis luku 14 ja kolmannen rivin neljanteen ruutuun 15. Oikean-
puoleisen sarakkeen kahden tyhjan ruudun lukujen summa on 11. Lukuparit, joiden osien
summa on 11, ovat (1, 10), (2, 9), (3, 8), (4, 7) ja (5, 6). Kaikkien muiden paitsi viimeisen
parin luvuista ainakin toinen on jo kaytetty. Jaa siis selvitettaviaksi kaksi mahdollisuutta:
5 on oikean sarakken ylin ja 6 alin luku tai 6 ylin ja 5 alin. Jos 5 on ruudukon oikeassa yla-
kulmassa, ylimman rivin keskimmaisten lukujen summa on 25, ja luvut 1oytyvat pareista
(9, 16), (10, 15), (11, 14) tai (12, 13). Jélleen vain luettelon viimeinen pari on mahdolli-
nen. Luku 16 ei voi olla alimmassa rivissa, koska 14 4+ 16 + 6 > 34. 16 on siis toisessa
rivissd. 16 ei voi olla kolmannessa sarakkeessa, koska 12 + 16 + 10 > 34. Luku 16 on
siis toisen rivin toisessa ruudussa. Silloin 1 on saman rivin kolmannessa ruudussa, joten
alarivissa keskimmaisissa ruuduissa ovat 2 ja 11. 12 ei voi olla ylarivin toisessa ruudussa,
koska talloin toisen sarakkeen lukujen summa olisi pariton. Ylarivissa on siis oltava jar-
jestyksessa luvut 4, 13, 12 ja 5, ja kun alarivi on 14, 3, 11, 6, tehtavan ehto tayttyy. Yksi
mahdollinen jarjestys on siis

4113 | 12 5

9116 1 8

14 3| 11 6




Toinen mahdollisuus on, ettd ruudukon oikeassa ylakulmassa on 6 ja oikeassa alakulmassa
5. Samoin kuin edelld paatellasan, etté ylarivin keskimmaisissa ruuduissa on oltava 13 ja 11,
etta luvun 16 on oltava toisen rivin toisessa ruudussa ja luvun 1 toisen rivin kolmannessa
ruudussa, ettd luvun 12 on oltava alarivin kolmannessa ruudussa; tamén jalkeen lukujen
11, 13 ja 3 paikat maaraytyvat, ja ruudukko on

4113 |11 6

9 | 16 1 8

7 2110 | 15

14 3| 12 5

Perussarja 3. Kiekot voidaan aina asettaa kiinni toisiinsa. Voidaan siis rajoittua tutki-
maan tapausta, jossa kiekot sivuavat toisiaan. Jos kiekkojen keskipisteita yhdistava suora
muodostaa kulman « toisen nelion sivun, sanokaamme vaakasivun kanssa, niin pysytysivu-
jen etdisyyden on oltava ainakinr 4 2r cos a+r = 2r(1 + cos o) ja vaakasivujen etéisyyden
on oltava ainakin r 4+ 2rsina + r = 2r(1 + sina). Laatikon sivun on oltava suurempi lu-

V2

vuista 2r(1+cos ), 2r(1+sina). Kun a = 45°, molemmat luvut ovat 2r | 1 + 7) . Kun

a < 45°, niin cosa > cos45° ja kun a > 45°, niin sina > sin45°. Etaisyyksista suurempi

V2

on siis pienin mahdollinen, kun o = 45°, joten pienin mahdollinen a on 2r (1 + 7) .
Perussarja 4. Etsitdin positiivisia kokonaislukuja z ja y, joille 2009 = 2% — y? = (z +
y)(z—y). Lukujen x+y ja x—y on oltava luvun 2009 tekijoitd. Mutta 2009 = 7-287 = 72.41,
ja koska x +y > x — y, on x:n ja y:n on toteutettava jokin seuraavista yhtalopareista:

{x+y:2009 {a:+y:287 {J;—l—y:49

r—y=1 x—y=717 r—y=41

Yhtéaloparien ratkaisuiksi saadaan helposti (z, y) = (1005, 1004), (147, 140) ja (45, 4).

Valisarja 2. Olkoon kolmio ABC tasakylkinen, ol-
koin BC = 2r ja AD = 2r kolmion korkeusjana.
Olkoon O AD:n keskipiste ja leikatkoon O-keskinen
r-sateinen ympyra sivun AB pisteessi E. Valitaan
mittayksikko niin, ettda EB = 1. Olkoon AF = o
x. Thaleen lauseen perusteella ZAED = 90°, joten
DFE = h on kolmion ABD korkeusjana. Suorakulmai-
sen kolmion tunnetun ominaisuuden (tai yhdenmuo-
toisten suorakulmaisten kolmioiden AED ja DEB pe- B D c
rusteella) tiedetiidin, ettd h? = AE - EB = x. Suora-

kulmaisesta kolmiosta BDE niahdiin, ettid @ = h? =

r2 — 1 eli r?2 = 1 4+ 2. Suorakulmaisesta kolmiosta




3

AED puolestaan saadaan 22 +h? = 4r2. Siis 2% +z = 4(x +1) eli 2% — 3z —4 = 0. Tamén
toisen asteen yhtalon ainoa positiivinen ratkaisu on x = 4. Jakosuhde on siis 4 : 1.

5
Valisarja 3. Kukin pelaaja pelaa nelja pelia ja peleja on yhteensa <2) = 10. Olkoon

4
4 1
P, yksi pelaajista. Todennédkoisyys, ettd P; voittaa tasan kaksi pelia, on < ) (—) =

2 2
6 3 . . . e
16 = g Oletamme, ettd P; voittaa Po:n ja Ps:n ja ettd Ps voittaa Ps:n ja ettd P; haviaa
pelaajille Py ja Ps ja ettd P, voittaa Ps:n. On kasitelty kuusi pelia. Loppujen neljan
pelin on kaikkien paadyttava maarattyyn lopputulokseen: Kaksi pelid havinneen Ps:n on
voitettava P, ja Ps, taméan jalkeen kaksi pelid havinneen Ps:n on voitettava P, ja kaksi

pelid havinneen Ps:n on voitettava P;. Todennakoisyys, ettd nama nelja pelid paattyisivat

1
juuri nain on 21 = g Todennakoisyys, etta jokainen pelaaja voittaisi juuri kaksi pelia
) 3 1 3
on siten — - — = —.
8 16 128

Vilisarja 4 ja avoin sarja 3. Koska ratkaistavana on yhtilo 2009 = 23 — 3 = (z —

y) (22 + 2y +y?) ja 2009 = 72 - 41 = 7 - 287, kokonaislukujen z ja y, > y, on toteutettava
jokin yhtélopareista

r—y=1 x—y=71 xr—y=41

22 + zy + 2 = 2009 22 +ay+y* =287 2 +ay+yt =49
Ensimméinen pari johtaa yhtéloon 22 +z(z—1)+(x—1)% = 2009 eli 322 —3z = 2008. Koska
2008 ei ole jaollinen kolmella, yhtalo ei toteudu millaan kokonaisluvulla xz. Vastaavasti
toinen yhtélopari johtaa yhtdloon x? + x(z — 7) + (x — 7)% = 287 eli 322 — 21z + 49 =
7 -41. Siis 22 on jaollinen 7:1l4. Mutta silloin 2 on jaollinen 49:114 samoin kuin 21z:kin.
Yhtalon oikea puoli ei ole jaollinen 49:114, joten yht&lolla ei ole kokonaislukuratkaisua. Jos
viimeisella yhtaloparilla olisi ratkaisu, jossa x on positiivinen kokonaisluku, niin x > 41 ja
2% +xy+1y? > 412 > 49. Ratkaisua ei siis ole. Tehtéiviissa kysyttyji tapoja kirjoittaa luku
2009 ei siis ole olemassa.

Avoin sarja 1. Olkoon suorakulmaisessa kolmiossa
ABC C suoran kulman kérki ja AC = 10, BC = 24.
Silloin AB? = 4 - (5% +122) = 4-169 = 262, joten
AB = 26. Olkoon O sivun BC piste ja sivutkoon r-
sateinen O-keskinen ympyra I’ AC:ta ja AB:ta. Koska & 5 c
BC1AC, I sivuaa AC:ta pisteessid C. Olkoon D I':n

ja AB:n yhteinen piste. Silloin OD 1 AB. Tangenttien

leikkauspisteen ja sivuamispisteiden valiset janat

ovat yhté pitkét, joten AD = AC = 10. Siis BD = 26 — 10 = 16. Suorakulmaiset kolmiot
r AC 5 16-5 20 2

ABC ja BOD ovat yhd toiset. Siis =— = —=—jar=——=— =6-.
C ja BOD ovat yhdenmuotoiset. Siis BD - BC 12927 12 3 3
Avoin sarja 2. Kolmion sivut ovat a, ga ja ¢g?a. Oletetaan ensin, etti ¢ > 1. Kolmion

pisin sivu on lyhempi kuin kahden muun summa. Siis ag® < a +ageli¢> —q¢—1 < 0.




1
Epéayhtilossa on yhtélo, kun g = 5 (1+£/5), joten epéyhtilé on voimassa, vain kun 1 < ¢ <
1
5(1 +/5). Siis 2 < 2¢ < 1+ /5. Oletetaan sitten, ettd 0 < ¢ < 1. Nyt a on kolmion pisin
1
sivu, joten a < aq + aq? eli ¢> + ¢ — 1 > 0. Epéyhtilossi on yhtild, kun g = 5(—1 + \/3),

1
joten epayhtdlo on voimassa vain kun 5(—1 +V5) <g<leli—14+/5<2¢<2. Lukug
toteutattaa siis tehtavassa ilmoitetun kaksoisepayhtalon.

Avoin sarja 4. Riittaa, etta kuvailee jonkin tavan jarjestaa soitot niin, etta tehtavan ehto
toteutuu. Olkoon suomalaiset Sp, So, ..., Sy ja ruotsalaiset Ry, Rs, ..., Ry. Soittakoon
suomalainen S; ruotsalaisille R;, R;11 ja R;.3, missa indeksit luetaan mod 10. Puheluja
on 3 - 10 = 30, eika kukaan suomalainen soita kellekdan ruotsalaiselle kahdesti, joten ehto
1) tayttyy. Ehdon 2) voimassolon todistamiseksi riittdd, kun tarkastellaan kaaviota, johon
on merkitty kaikki puhelut:

So S1 Sz S3 5S4 S5 S St Ss Sy
Ry [ =z x
R r x T
Ry r T
R r x T
R4 r x T
R5 r =z x
Rg r x T
R: | =z r x
Rg x r
Ry \ x x T

Jos jotkin kaksi suomalaista S; ja Sj soittaisivat kahdelle ruotsalaiselle R,, ja R, kaikki
nelja mahdollista puhelua, kaaviossa olisi rivien m ja n seka sarakkeiden 7 ja k maarittaman
suorakaiteen kaikissa karjissa x. Kaaviota riveittain tarkastamalla ndkee kuitenkin, etta
siina ei ole yhtaan sellaista suorakaidetta, jonka kaikissa karjissa olisi x.
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