Lukion matematiikkakilpailu

Loppukilpailu 6. helmikuuta 2004
Ratkaisuehdotuksia/ ML
1. Yhtaloilla
22+ 2ax+b02=0 ja 2242+ =0
on kummallakin kaksi erisuurta reaalista ratkaisua. Kuinka monta reaalista ratkaisua on yhtalolla

22 + 2cx +a® =07

Ratkaisu. Toisen asteen yhtélolla on kaksi eri suurta reaalista ratkaisua silloin ja vain silloin, kun
yhtéalon diskriminantti on positiivinen. Siis
40 —4b% >0 ja 4b* —4c* > 0.
Siis yhtilon 22 + 2cx + a? = 0 diskriminantti
4c — 4a® = 4c* — 4b% + 4b* — 4a® < 0.

Yhtalolld x2 + 2cx + a? = 0 ei siis ole reaalisia ratkaisuja.

2. Luvut a, b ja ¢ ovat posititvisia kokonaislukuja ja

av/3+b
b3+
on rationaaliluku. Osoita, ettd
a? +b* + 2
a+b+c
on kokonaisluku.
Ratkaisu. Koska v/3 on irrationaaliluku, b3 —c # 0. Voidaan siis laventaa:

av3+b  (aV3+b)(bV3—c)  3ab—bc+ (b* —ac)V3
b3 +ec 32 — ¢2 3b2 — ¢2 '

Tama4 luku on rationaaliluku vain, kun > — ac = 0. Nyt

a?+b2+c = (a+b+c)? —2ab—2bc—2ca = (a+b+c)> —2(ab+bc+b*) = (a+b+c)(a—b+c).

Siis

a? +b? + 2

— =a—-b+ec
a+b+c

3. Ympyrat, joiden sateet ovat v ja R, sivuavat toisiaan

ulkopuolisesti. Kuwinka pitkdan janan ympyréiden sivuamis-

pisteen kautta kulkevasta ympyroiden yhteisesta tangentista

erottavat ympyroiden kaksi muuta yhteistd tangenttia?

Ratkaisu. Olkoon R > r ja olkoon R-sdteisen ympyran
keskipiste P, toisen ). Ympyroiden sivuamispiste on C, ei
yvhteisen sivuamispisteen kautta kulkeva yhteinen tangentti
sivuaa ympyroita pisteissd A ja B, ja ympyroiden sivua-
mispisteen kautta kulkeva tangentti leikkaa muut yhteiset




tangentit pisteissd D ja E. Piste S sateelld P A on valittu niin, ettd BQBA on suorakaide. Ympyran
tangenttien yleisten ominaisuuksien nojalla AD = DC = DB. Symmetrian perusteella CD = CE.
Siis DE = AB = BQ. Sovelletaan Pythagoraan lausetta kolmioon PQB: BQ? = PQ? — PB? =
(R+7)% - (R—7)?=4rR. Siis DE = 2V/rR.

4. Luvut 2005! + 2, 2005! + 3, ..., 2005! 4+ 2005 muodostavat 2004:n perdkkdisen kokonaisluvun
jonon, jossa ei ole yhtadn alkulukua. Onko olemassa jokin 2004:n perdkkdisen kokonaisluvun jono,
jossa on tasan 12 alkulukua?

Ratkaisu. Verrataan alkulukujen maaraa jonoissa a, a+1, ..., a+2003 jaa+1, a+2, ..., a+2004.
Jos molemmat luvut a ja a+ 2004 ovat alkulukuja tai yhdistettyja lukuja, kummassakin jonossa on
yhta monta alkulukua. Jos luvuista tasan toinen on alkuluku, jonoissa olevien alkulukujen maara
eroaa tasan yhdelld. Jonossa 1, 2, ..., 2004 on enemmaén kuin 12 alkulukua (ainakin 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41). Koska jonossa a, a + 1, ..., a + 2003 ei ole yhtaédn alkulukua, kun
a = 2005!4+2, on jollain b, 1 < b < a oltava jono b, b+1, ..., b+ 2003, jossa on tasan 12 alkulukua.

5. Valtakunnassa otetaan kdayttoon uusi rahayksikko, markka, joka jakautuu sataan penniin. FEri
kolikkoarvoja otetaan kayttoon vain kolme. Mitka kolikkoarvot olisi valittava, jotta mikd tahansa
markkaa pienempi ostos voitaisiin maksaa tasarahalla kukkarosta, jossa on mahdollisimman vihan
kolikkoja?

Ratkaisu. On selvaé, etta yksi kolikkolaji on yhden pennin kolikko. Olkoot muut arvot a ja b
pennid, a < b. Oletetaan, mikd tahansa enintddn 99 pennin summa voidaan maksaa enintaan x:114
pennin, y:1l4 a:n pennin ja z:lla b:n pennin kolikolla. Silloin on erityisesti oltava

a—1<x
b—1<z+ay
99 <z +ay + bz.

Kun ensimmainen ja toinen epayhtalo yhdistetadn, saadaan valttamaton ehto b — 1 < z + ya <
r4+ylr+1)elib < (x+1)(y+1), ja kun tdméa yhdistetdén viimeiseen epayhtdloon, saadaan
edelleen 100 =99+1 < z+ya+z2b+1 <z+y(lz+1)+z2(z+1)(y+1)+1=(x+1)(y+1)(z+1).
Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon véalinen yhtélo kertoo, etté

Hyfﬂﬁ > Y100,
Koska esimerkiksi 4,5% = 4,5 - 20,25 < 100, niin  +y + 2 > 3-4,5 — 3 = 10,5. Koska x4+ y + z on
kokonaisluku, on « +y + z > 11. Jos pienin luvuista x, y, z, sanokaamme z, olisi 2, olisi

100

(z+D(y+1) > 3

eli (x +1)(y+ 1) > 34. Talléin olisi

fi%iZEVM>55

Siisx+y+2z=x+y+2 > 11. Samoin nahdéaan, etté jos pienin luvuista on 1, niin  +y+ 2z > 11.
Mutta kolmikot, joissa luvuista kaksi on nelosia ja yksi kolmonen, antavat ratkaisuja: jos x = 3,
voidaan valita a = 4, b = 20, jos y = 3, voidaan valita a = 5, b = 20, ja jos z = 3, voidaan
valita a = 5, b = 25. Kaikissa néissé tapauksissa maksut voidaan suorittaa kukkarosta, jossa on
11 kolikkoa.



