Lukion matematiikkakilpailu 8.2.2002

Ratkaisuehdotelmia

1. Kaikilla reaaliluvuilla = on f(sinz) = f (cos (g —a:)) = cos (17 (g —x)) =

cos (87r + g - 1793) = cos <g - 171‘) = sin(17z).

2. Yhtalo
1 1 1 1

a b + c a+btc
on yhtapitava yhtalon
(be + ca + ab)(a + b+ ¢) = abe

ja edelleen yhtalciden
a’b + ab® + b%c + b + 2a + ca® + 2abe = 0

ja
(a+b)(b+c)(c+a)=0

kanssa. Kun (a, b, ¢) korvataan (a™, b™, ¢):114, ndhdéén, ettd yhtalo

1 1 1 1

a® b v an 4 b+ cn
on yhtapitava yhtalon
(@™ +0")(B" + ") (" +a™)=0 (1)

kanssa. Mutta koska n on pariton kokonaisluku, (1):n vasemman puolen tekija on (a +
b)(b+ ¢)(c+ a). Koska tdmé tekija on = 0, yhtald (1) on tosi.

3. Jos parien joukossa on ainakin yksi tyttOpari, on pareissa valttamattd myos ainakin
yksi poikapari (n poikaa ei saa enintdin n — 2:sta tytOstd paria itselleen). Tapahtuma
7ainakin yksi tyttopari” on siis tapahtuman ”pelkkia tytto—poika-pareja” komplementti.
Numeroidaan parit. Todennakoisyys, etta ensimmainen pari olisi tytto—poika-pari on

n2

2n\
2
Toinen pari on tata tyyppia todennakoisyydella

(n—1)?



jne. Todennakoisyys, etta kaikki parit olisivat tytto—poika-pareja on siis

n?.(n—1)%...12 (nh)22n 2"

(2n)! (2n — 2)! 2l (2n)! 2n\
21(2n —2)! 21(2n —4)1 210! (n>

Kysytty todennakoisyys on siis
21’L

(2n\’

()

4. Kuvio K on ympyran ) sisapuolella. Ellei néin olisi, olisi olemassa kaksi suoraa kul-
maa, joista toinen olisi kokonaan toisen sisapuolella ja joista molempien kyljet sivuaisivat
K:ta. Olkoon P jokin K:n reunapiste ja O )Y:n keskipiste. Leikatkoon OP K:n reunan
myos pisteessd (). Oletetaan, ettda OQ < OP. Piirretdan Q:n kautta suora, joka leikkaa
YV:n pieteissa A ja B. A:n ja B:n kautta piirretyt AB:td vastaan kohtisuorat suorat, jotka
leikkaavat ):n pisteissd D ja C, koskettavat IC:ta. Mutta néin tekee myos C'D. Suora-
kaide ABC'D on K:n ympéri piirretty nelikulmio. Mutta O on ABC D:n keskipiste, joten
CD on samalla etédisyydella O:sta kuin AB. Tésta seuraa, ettd P on suorakaiteen ulko-

puolella. Oletus OQ < OP johtaa siis ristiriitaan, samoin OP < OQ). Siis O on K:n
symmetriakeskus.

1—

5. Madritelladn kahden kérjen P ja @ etdisyydeksi d(P, @) luku k = 1, missé k on lyhem-
malla kaarella PAQ olevien kérkien lukumééré (paitepisteet mukaan lukien). Osoitetaan,
etta karjista mitkaan nelja eivat ole samanvariset. Vastaoletus: P, = P5, P», P3 ja Py ovat
samanviriset. Silloin mikéadn luvuista d(P;, P;), 1 <i < j < 4, ei ole muotoa 2*. Olkoon
d(P;, Pj+1) = a;. Silloin a; + as + a3 + a4 = 17 ja jokainen a; > 3. Jokainen luvuista a;
on siis enintddn 17 = 3 -3 = 8, mutta koska 8 = 23, jokainen a; < 7. Mikéén a; ei ole 4;
koska lukujen keskiarvo on < 5, ainakin jokin niistd on tasan 3. Oletetaan, ettd a; = 3.
Silloin a4 ja ag eivét ole 5 (koska d(P;, Ps3) # 8 # d(Ps, Py). Jos ay = 3, on a3 = 6 tai
a3 = 7. Edellisessi tapauksessa olisi oltava ay = 5, jalkimmaisessa ay = 4, mitka kumpikin
ovat poissuljettuja. Jos ay = 6, on d(P3, P;) = 8, miké ei ole sallittua. Jos ay = 7, on
d(Ps, Py) = 7, mutta 7 ei ole summa joukkoon {3, 5, 6} kuuluvista luvuista. Jokaiset nelja
karked ovat siis erivariset. Olkoon tarvittavien varien maara v. Koska milldan varilla ei
voi varittaa kuin enintdédn 3 karked, on 3v > 17 eli v > 6. Varitys onnistuu kuudella
varilla: jos karjet ovat Q;, ¢ = 1,...,17, niin varitetdan karjet Q;, Q46 ja Q412 varilla
Vi,i=1,...,5, ja pisteet Qg ja Q12 varilla V5. Samanvéristen karkien etaisyys on téssa
varityksessa joko 6 tai 5 eli sellaisella kaarella, jonka paatepisteet ovat samanvariset, on
joko 7 tai 6 karkea.
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