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Ratkaisuhahmotelmia

1. Olkoot P € BD ja () € CE ympyroiden keskipisteet. Koska ympyroiden séiteet PA ja
QA ovat molemmat kohtisuorassa ympyroiden pisteen A kautta kulkevaa yhteisté tangent-
tia vastaan, A on janalla PQ. Koska BD ja C'E ovat kohtisuorassa ympyroiden yhteistéa
tangenttia vastaan, BD||CE. Siis ZDPA = ZCQA. Kolmiot DPA ja CQA ovat tasakyl-
kisid ja niilld on sama huippukulma. Siis my6s kantakulmat ZPAD ja ZQAC ovat yhta
suuret. Siis DAC on suora.

2. Binomikaavan perusteella

(34+V5)" = Xn: (n) FWVE)E =a+bV5

k=0 k

, missa a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja. Lisaksi

n

3=V =Y (1) =0 b
im0 \F

(Binomikehitelm# tuottaa v/5-termeji parittomilla potensseilla.) Siis (3 + v/5)" + (3 —

V5)" = 2a. Mutta koska 2 < /5 < 3,0n 0 < (3—+/5)" < 1, joten 2a—1 < (34++/5)" < 2a,

ja luvun (3 4 v/5)"™ kokonaisosa on 2a — 1 eli pariton luku.

3. Kmn=1nl=1=v1 =/n"jakun n = 2, n! =2 = v/22 = \/n". Olkoon sitten
n > 3. Nyt

) =@1-2---(n—=1)-n)-(1-2---(n—=1)-n)=(1-n)-(2-(n—1))---(n—1)-2)- (n-1).
Koska k(n+1—k)=kn+k—k*=n+kn—n+k—k?>=n+(n—k)(k—1) > n kaikilla
1 <k <nja>nkaikilla 1 < k < n, ovat edellisen tulon kaikki n tekijaa > n ja tekijoista

n — 2 > 1 kappaletta on > n. Tulo on siis > n™. Siis n! > /n™ tésmailleen silloin, kun
n> 2.

4. Oletusten mukaan jokaiset kolme annetuista seitsemasta pisteestd ovat kolmion karki-
pisteita. Kolmioita on siis yhta monta kuin on tapoja valita seitsemasta pisteesta 3, eli

7
kaikkiaan (3) = 35 kpl. Jos kolmion sivut eivat ole samanvariset, kutsumme kolmiota

kirjavaksi. Kirjavan kolmion karjista on tasan kaksi sellaisia, joista lahtevat sivut ovat
erivariset. Kutsumme tallaista kirkea samoin kirjavaksi. Koska jokaisesta karjesta lahtee
kuusi janaa, kérki voi olla kirjava s(6 — s):ssé kolmiossa, misséd s on kéarjestd lahtevien
sinisten sivujen madrd. Selvésti lausekkeen s(6 — s) suurin arvo on 9. Téten kaikkien
kirjavien kolmioiden kirjavien karkien maara on enintdaan 7-9 = 63 ja kirjavien kolmioiden

1
maara siis enintaan [5 -63| = 31. Yksivarisia kolmioita on ainakin 35 — 31 = 4 kappa-

letta. — On helppo konstruoida esimerkki, jossa yksivarisia kolmioita on tasan nelja. Tata
ei kuitenkaan tehtavassa kysytty.



5. Todennakoisyys, etta peli ei paattyisi kummankaan pelaajan voittoon, on 0. Jos heit-
tovuorossa olevan pelaajan vastustajan pelinappula on heittajan kiertosuuntaan katsoen

1
yvhden tai kahden askeleen paassa heittdjan nappulasta, peli paattyy todennakoisyydella 3

vuorossa olevan heittoon, jos taas vastustajan nappula on kolmen askeleen paassa, peli ei
paaty vuorossa olevan heittoon, mutta seuraavalla vastustajan vuorolla pelin paattymisen

1
todennéakoisyys on taas 3" Todennakoisyys, etta peli ei ole paattynyt kahden perakkaisen
1
vuoron aikana on siis pienempi kuin 2 ja todennakoisyys, etta peli ei olisi paattynyt 2n:n

vuoron aikana on alle — ja siis — 0, kun n — co. Olkoon nyt p;, j =1, 2, 3, todennakai-

syys, etta heittovuorossa oleva pelaaja voittaa pelin, kun vastustajan nappula on heittajan
kiertosuunnan mukaisesti j:n askeleen paassa heittajan nappulasta. Talloin

[S—y

1
pr=g+5(1-ps)
silla heittdja voittaa pelin, jos han saa klaavan, mutta jos hén saa kruunan, hanen nap-
pulansa menee asemaan, joka on kolmen askeleen padssa vastustajan nappulasta taman
kiertosuuntaan katsottuna, ja vuorossa oleva heittaja voittaa pelin tdsmalleen silloin, kun
vastustaja ei voita. Jos nappuloiden etaisyys on 2 askelta, heittaja voittaa saadessaan
kruunan, mutta klaava vie hanen nappulansa asemaan, joka on yhden askeleen paassa
vastustajan nappulasta taméan kiertosuunnassa. Samoin kuin edella, paatellaan, etta

—_

ST
p2—2 5 P1)-

Jos nappuloiden etaisyys on 3 askelta, kruuna vie asemaan, joka on yhden ja klaava ase-
maan, joka on kahden askeleen paassa vastustajan nappulasta taméan kiertosuunnassa. siis

1 1
=—-(1- —(1—p2).
ps =51 =p1)+5(1—p2)
Edella johdettujen kolmen yhtalon muodostaman ryhmén ratkaisu on

6 4 2

p1=§, ]92:?, Psz?

Koska aloittaja Irjan nappula oli kahden askeleen paassa Valtterin nappulasta, vastaus on

p2:?-
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