Kappa 2014: tehtavat

Kierrokset 1 — 5

1. Olkoon AABC mielivaltainen kolmio. Osoita, etté:
e On mahdollista piirtda kolmion AABC sisdan ellipsi, joka sivuaa kolmion jokaista
sivua sen keskipisteessa.
e Naistd sivujen keskipisteistd voidaan piirtda janat kolmion vastapaisiin karkiin.
Osoita, ettd nama kolme janaa leikkaavat toisensa tasmalleen ellipsin keskipisteessa.

2. Sanomme, etta luku on ylialkuluku, jos luvun jokainen perdkkaisten numeroiden jono
muodostaa alkuluvun. Jotta esimerkiksi 1234 olisi ylialkuluku kymmenjarjestelméassa, olisi
lukujen 1234, 123, 234, 12, 23, 34, 1, 2, 3 ja 4 oltava alkulukuja.

a) Mika on suurin ylialkuluku kymmenjarjestelméssa?

Luku voidaan kirjoittaa eri kantajarjestelmissa. Esimerkiksi 12-kantaisessa lukujarjestel-
méassa 73 on 619, koska 73 = 6 - 12 4 1. Jotta 73 olisi ylialkuluku 12-jarjestelméassa, olisi
siis lukujen 119, 612 ja 6175 oltava alkulukuja.

b) Mikéd on suurin ylialkuluku 7-kantaisessa lukujérjestelméssd? Anna vastaus sekd 7-
jarjestelméan etta kymmenjarjestelman lukuna.

3. Ratkaise yhtaloryhma

3(x2+y2+z2) =1
o2y? + 2 4 222 = wyz(x 4y + 2)°

reaalilukujen joukossa.

4. Kolmion ANABC sivuilta AB, BC' ja C'A valitaan
sellaiset pisteet M, N ja P, ettd kolmioiden ANAM P,
ABNM ja ACPN sisaan piirretyilla ympyroéilla on
sama sade r;. Kolmion AM N P sisdan piirretyn ym-
pyran sade on ro. Osoita, ettd r1 4+ ro = r, missa r on
kolmion AABC sisdan piirretyn ympyran séade.

5. Téassa tehtdvassa tarkastellaan m x n-kokoisia suorakulmaisia ruudukkoja; m on ruu-
dukon rivien ja n sen sarakkeiden lukuméaara. Joihinkin ruudukon ruutuihin on kirjoitettu
jokin kokonaisluku.

Olkoon A(m, n, k) erilaisten tapojen mééra sijoittaa m x n-ruudukkoon k lukua niin etta

e Kussakin sarakkeessa on enintdan yksi luvulla varustettu ruutu.



e Jos sarakkeessa ¢ on luvulla varustettu ruutu rivilla j, niin sarakkeessa 7 + 1 ei ole
luvulla varustettuja ruutuja missaan rivin j alapuolella olevassa ruudussa.

e Jos jossain ruudussa R on luku, mutta sen vasemmalla puolella olevassa ruudussa ei
ole lukua, niin ruudussa R on luku 0.

e Jos luvulla varustetussa ruudussa R ei ole luku 0, niin siind on jokin luvuista
—u, ..., —1, 1,2, ..., h, missa u on R:n alapuolella olevien ruutujen lukuméaara ja
h R:n oikealla puolella olevien ruutujen lukumaéara; R itse mukaan lukien.

Olkoon B(m, n, k) erilaisten tapojen maaré sijoittaa m x n-ruudukkoon k lukua seuraa-
vasti:

e Kussakin sarakkeessa on enintdaan yksi luvulla varustettu ruutu.

o Sellaisella rivilla, jossa on j luvulla varustettua ruutua, kussakin ruudussa on jokin
luvuista 1, 2..., 7 niin, etta jokainen luku esiintyy tasan yhden kerran.

Todista, etta
(1) A(l,n, k)=n(n—1)---(n—k+1).
(2) A(m, n, k) = B(m, n, k).

Loppukilpailu
1. Osoita, ettd polynomilla

p(2) = 32" — 6020 4+ 2% — 2027 4 20 — 2425 + 2* — 2023 + 32 — 6i
on ainakin yksi nollakohta yksikkéympyrélld {z € C : |z| = 1}.

2. Onko olemassa sellaista funktiota f : N — N, jolle pétee f(f(a)) = 2a kaikilla a € N?



