Kansainvalisten matematiikkaolympialaisten tehtavien ratkai-
suja 1975-94

75.1. Todistettava vaite on sama kuin
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Merkitaan So = Tp =0 ja

k k
Skzzyi; Tkzzzi-
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Koska luvut y; ovat laskevassa suuruusjarjestyksessa, mutta luvut z; mahdollisesti muussa
jarjestyksessa, on Sy > T} kaikilla k, mutta S,, = T;,. Koska x; — ;11 > 0, saadaan

i TiYi = zxz S SZ 1 — an + Z - xz—l—z
i=1
anTn+Z( _xz—|—1 sz T Tz 1 :ixzzz
=1 1=1

75.2. Tarkastellaan jonon lukujen jakojéiannoksm modulo a1. Jokin jakojaannos, esimer-
kiksi r, 0 < r < aq, esiintyy aarettoman monta kertaa. Olkoot tdméan jakojadnnoksen
antavat eri luvut ap, = qa1 +r, @ = 1, 2, .... Silloin ax, # a1, ja kun ¢ > 1 on
ar, = (¢ — q1)a1 + a1 +r = xay + yag,, missi t =¢; —q1 > 0jay = 1.

— —
75.3. Valitaan tason suunnistus niin, ettd vektorien AB ja AC' vélinen kulma on posi-
tiivinen. Olkoot f ja g tason kierrot 45° vastapéivaan ja myctapaivaan. Vaitos voidaan

kirjoittaa muotoon f (RP) = g(RQ). Piirretaan apukuvioksi ABC":n ulkopuolelle tasasi-
vuinen kolmio BAS. Tehtavan kulmaehdoista nahdaén, ettd kolmiot SBR, BPC, ACQ

— — — —
ja ASR ovat yhdenmuotoiset. Lisdksi ndhddan, etta f(RB) = aSB, f(BP) = bBC(C,

— — — —
g(RA) = cSA ja g(AQ) = dAC joillakin positiivisilla luvuilla a, b, ¢ ja d. Mainitusta yh-
denmuotoisuudesta ja kolmioiden SBR ja ASR yhtenevyydestéa seuraa, ettd a = b = ¢ = d.
Mutta koska kierrot f ja g ovat lineaarisia kuvauksia, on

—_— —_— — — —_— —
f(RP) = f(RB) + f(BP) =aSB +aBC =aSC,
9(RQ) = g(RA) + g(AQ) = aSA + aAC = aSC.
75.4. Jos f(z) on luvun x numeroiden summa, niin tunnetusti f(z) = x mod 9. Siis
f(B)=B = f(A) = A= f(4444""") = 4444"* mod 9.
Mutta modulo 9 on 4444 = 7, 7> = 4 ja 7 = 1; koska 4444 = 1 mod 3, on edelleen
444444 = 7 mod 9. Arvioidaan vield luvun f(B) suuruutta: koska 44444444 < 1045000,

on varmasti A < 9-20000 = 180000 ja B = f(A) <1+5-9 =46 sekéd f(B) <4+9 = 13.
Ainoa 13:a pienempi positiivinen kokonaisluku, joka on = 7 mod 9 on 7. Siis f(B) = 7.
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75.5. Etsitddn pisteitd muodossa (cos2«, sin 2«r). Kahden téllaisen pisteen etdisyys on

V/(cos 2a — cos 2/3)2 + (sin 2 — sin 23)2 = /2 — 2 cos 2(a — f3)

= 2|sin(a — )| = 2| sinacos  — cos asin 3].

Jos loydetaan 1975 eri kulmaa, joiden seka sini etta kosini ovat rationaalisia, niin tehtava
on ratkaistu. Mutta tallainen valinta onnistuu asettamalla esimerkiksi
k2 —1 ] 2k
, sinag = ,
k2 4+ 1 PR

Ccos v =

k:1,2,...,1975,0<ak<g.

75.6. Oletamme, ettd P on erds tehtdvéan ehdot tdyttdva polynomi. Asetetaan Q(x) =
P(z,1 — z). Silloin Q(1) = 1. Jos tehtdvén toiseen ehtoon sijoitetaan a = z, b = y ja
c=1—x—y, saadaan

Qlz+y)+Q(L—2)+Q(1-y)=0. (1)
Kun tassa z:4a pidetdan muuttujana ja y:ta vakiona, saadaan derivaattayhtilo
Q'(z+y) =Q'(1 - x);

erityisesti, kun x = 0, saadaan Q'(y) = @Q'(1). Tamé& on mahdollista vain, jos Q(y) =
my + n, missd m ja n ovat vakioita. Kun (1):een sijoitetaan = = y = 0, saadaan n =
Q(0) = —-2Q(1) = -2, jam = Q(1) — n = 3. Tehtdvan homogeenisuusehto antaa

x T
Pz, y) = (z+y)"P 11—
(z,y) = (z+y) (Hy xﬂ/)

x
T4y

=(z+y)" (3

— Toisaalta on helppo todentaa, etta tallaiset polynomit tayttavat tehtavan ehdot.

- 2) (-2 4y

76.1. Olkoon etsitty nelikulmio ABCD ja olkoon AC' lavistdja, jonka pituutta x haetaan.
Piirretddn pisteiden B ja D kautta AC:n suuntaiset suorat [y ja l5. Koska nelikulmion

6 .
ala on 32, suorien etdisyys on —. Olkoon A’ pisteen A peilikuva suoran [; suhteen ja C’
x

pisteen C' peilikuva suoran [l suhteen. Silloin |A’C’| < |A’B| 4 |BD| + |DC’'| = |AB| +
|BD| + |DC| = 16, ja yhtdsuuruus vallitsee silloin ja vain silloin, kun A", B, D ja C’ ovat
samalla suoralla. Mutta A’C’ on sellaisen kolmion hypotenuusa, jonka kateetit ovat x ja

12
—8. Siis
128 2
2 + (—) < 256
X

i
128\ 2
(:L'— —) < 0.
X

Ainoa positiivinen z, jolle viimeinen epayht&lo voi toteutua on x = /128.

eli
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1
76.2. Jos |z| > 2, niin Pi(x) —2 = 2> -2 — 2 = x—ﬁ) —2 > 0ja Pi(x) > 2.

Tehdédén induktio-oletus: kun || > 2, niin P;(xz) > x ja Pj(xz) > 2. Silloin Pj4q(z) =
Py (Pj(x)) > Pj(x). Siis Pjyi(z) > z ja Pj41(x) > 2. Yhtalolld Pj(z) = x el siis voi olla
ratkaisuja z, joissa |z| > 2. Kaikki yhtélon ratkaisut ovat muotoa x = 2cost jollain t.
Mutta Py(2cost) = 4cos?t — 2 = 2cos 2t ja siten yleisesti P;(2cost) = 2cos(27t). Yhtilo
Pj(x) = z palautuu yhtdloksi cos(27t) = cost. Tamén yhtalon juuret saadaan kaavoista

2t =t + 2nm, 2t = —t + 2n,

eli )
nmw -
_ = _ Jj—1
t—2j_1, n=0,1,...,2 1,
2nm .
= =1,2, ...,271
2] 1? n ) ) )

Koska polynomin P; aste on 27 tehtévin viite tulee todistetuksi, jos osoitetaan, etts kaikki
saadut juuret x = 2cost ovat keskendidn eri suuret. Kosinifunktio on aidosti vaheneva
valilla [0, 7], joten riittdd, kun osoitetaan, etta

2n 2 2m
20 —17" 2141
: , 2 2
kuin 0 < n < 271 —1jal < m < 2771 Mutta yhtalosta noo_ ™ seuraisi

. 21 27 41
27(m — n) = m + n, mikd on mahdotonta, koska m +mn < 27 — 1.

07}
76.3. Olkoot laatikon sivujen pituudet a1, as ja asz, a1 < as < az. Asetetaan b; = [\3/5}
Laatikkoon mahtuu b;b2b3 kappaletta kuutioita, joiden tilavuus on 2; naiden kuutioiden
yhteenlaskettu tilavuus on 2b1bobs. Jotta kuutioiden tilavuus olisi 40 % laatikon tilavuu-

desta, on oltava
aiazasz

bibobs

a

V2

Pienia a:n arvoja vastaavat lukujen b = [ } ja a/b arvot ovat

a: 2 3 4 5 6 7
b: 1 2 3 3 4 5
@ , 3 45 37
b’ 2 3 3 2 5

Jos a > 8, niin b > 6 ja
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... aj .
Jos a; > 2, niin — < —, ja

b; — 3
a1a20as
< 5.
b1b2b3
a )
Siis a; = 2. Jos nyt myos as = 2, on oltava b—3 =1 < V2. Taméi on mahdotonta, joten
3
.. as 5) . .. .. as 15 5
as > 3. Jos ap = 3, niin — = —, eli ag = 5. Jos olisi ap = 4, olisi — = — > —,
2= ? bs 3 ’ X ? by 8 ~ 3
mika on mahdotonta. Jos as = 5, on oltava a5 _ o eli a3 = 6. Jos olisi as > 6, olisi
3
azaz _ 9 5 . . . e ..
"l < 1 < 37 mika on my6s mahdotonta. Mahdolliset sarmion sivujen pituudet ovat siis
203

(2,3, 5) ja (2, 5, 6).

76.4. Tehtavan lukujen aq, as, ... joukossa ei saa esiintya lukua 1, koska yhteenlasket-
tavien tulo suurenee, jos jokin tekijoistd a; korvataan (a; 4+ 1):114. Maksimaalisen tulon
antavissa yhteenlaskettavissa ei saa esiintya lukua 2k, k > 2, koska téllainen yhteenlasket-
tava voitaisiin korvata k:lla kakkosella; 2k < 2¥. Yhteenlaskettavissa ei voi mydskaan olla
lukua 2k 4+ 3, k > 1, koska k:n kakkosen ja kolmosen tulo on > 2k + 3. Yhteenlaskettava
4 voidaan korvata (2 + 2):lla muuttamatta summaa tai tuloa. Maksimaalinen tulo on siis
muotoa 2"3%, missa 2r 4+ 3s = 1976. Siis

1976 —21 1976

273 =273 5~ =375 (2-373)".
Viimeinen tulon tekija on ykkosta pienempi, joten tulo maksimoituu, kun r valitaan mah-
dollisimman pieneksi, ts. 7 = 1. Maksimaalinen tulo on 2 - 36%8,

76.5. Sovelletaan laatikkoperiatetta. Itseisarvoltaan enintdan p olevia kokonaislukuja on
2p + 1 kappaletta ja ¢:m tiéllaisen kokonaisluvun jonoja on (2p + 1)? = (4p? + 4p + 1)P =
(2pq + 2q + 1)P kappaletta. Jos kaikki |z;|:t ovat < p, niin yhtdléiden

1121 + a12T2 + ... + A14Tg = Y1

(2121 + A22T2 + ... + A2¢Tq = Y2

Ap1T1 + Ap2Zo + ...+ ApgTq = Yp

méadrittamat luvut y; ovat kokonaislukuja ja |y;| < pg. Jonoja (yi, Y2, ..., yp) on
siis enintdén (2pg + 1) kappaletta. Ainakin kahden eri z;-jonon, esimerkiksi jonojen
(s1, 2, .., 8¢) ja (t1, t2, ..., tg), on tuotettava sama y;-jono. Mutta talldin x; = t; — s;

on tehtdvin ehdot téyttdva yhtdloryhmén ratkaisu: ainakin yksi x; on # 0 ja |z;| <
[til + |si] < 2p =gq.

76.6. Merkitaan



jolloin ag =0, a; =1,
Ap+1 = Qpn + 20,1
ja
Up — 2051 = (—1)"7%

Osoitetaan induktiolla, etté
Up = 207 4 270 (1)

kaikilla n. Yhtdlo (1) on tosi, kun n = 0 ja n = 1. Oletetaan, ettd (1) on tosi kaikilla
n < k. Silloin

)
Uk41 = (2ak + 2—(11@)(22(11@71 + 2—2(1;{3,1) _ 5

— 2ak+2akz71 + 2_(ak+2ak71) + 226%71—@1@ + 2ak_2ak:71

N | Ot

Oikean puolen kolmannen ja neljannen yhteenlaskettavan eksponentit ovat 1 ja —1 tai —1

ja 1, joten

1 5
Upgpp = 200F1 4270041 2 373

Induktioperiaatteen nojalla w, = 2% 4 27% kaikilla n. Koska a,, > 1, kun n > 1,
[un] = 2%, kuten viitettiin.

77.1. Olkoon O nelion ABCD keskipiste. Voidaan olettaa, ettd nelion sivu on 1. Kolmio
1
LOK on tasasivuinen suorakulmainen kolmio, jonka kateettien pituus on 5(\/§ —1) LK:n

(ja symmetrian vuoksi myos LM:N, M N:n ja N K:n) keskipisteen etdisyys O:sta on siten

2\—@(\/5 — 1). Pythagoraan lauseen nojalla myds sivun AK (ja muiden kolmionsivujen)

keskipisteen etaisyys O:sta on

(=) () -3gienn

Kaikki tutkittavat 12 pistettd ovat samalla O-keskiselld ympyralla.

Merkitaan BK:n keskipistetta X:lla, C'M:n keskipistetta Y:1la, K N:n keskipistetta Z:1la
ja C'L:n keskipistetta T:11a. Koska kolmio BC'L on tasasivuinen, kulman LBC' puolittaja
BK kulkeen T':n kautta. Pisteet X ja Y ovat yhté etddlla BC':sté, joten XY ||BC' ja siis
ZYXK = /Y XT = 30°. Olkoon ZXON = «. Vastapaivaan tehty 90° kierto O:n ympaéri
vie X:n T:ksi ja N:n K:ksi. Siten /TOK = «. Lisdksi ON LY X, mista seuraa, etta
/ZNOY = a. Koska kulma NOK on suora, 2a + 60° = 90°. Siis ZXON = 2a = 30°.
Helposti ndhdédan viela, ettd OZ on kulman NOK ja myo6s kulman Y OT puolittaja, mista
seuraa /Y OZ = /Z0OT = 30°. Symmetrian nojalla kaikki 12 pistetta ovat 30°:een paassa
toisistaan, ja siis saannollisen 12-kulmion karjissa.
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77.2. Jos jonossa olisi 17 termia, olisi

0> (1’1 +$2+...+$7)+(1’2+$3+...+1’8)+...+($11 +£L’12+...+3317)

= (1‘1 +$2+...+$11)+(1‘2+3§3+...+LL‘12)+...+($7+£B8+...+$17) > 0.
Jonossa ei voi olla 17:44 termid. Termeja voi olla 16. Sen osoittaa jono 5, 5, —13, 5, 5, 5,
—13, 5,5, =13, 5, 5, 5, —13, 5, 5.
77.3. Jos n = 2, luku 9 - 25 = 152 on vaadittua muotoa: luvuilla 9, 15 ja 25 on kullakin
vain yksi tekijoihinjakotapa.
Oletetaan, ettd n > 2. Todetaan, ettd (n—1)2 € V,, (2n—1)2 € V,, ja (n—1)(2n—1) € V,,.
Koska V,,:n pienin luku on 1+n, luku (n—1)? on varmasti jaoton V,,:ssi. Jos (2n—1)% = pq,
p,q €V, p<gq niin p=14n jajokoqg=14 2n tai ¢ = 1+ 3n. Edellinen vaihtoehto
johtaisi ristiriitaan 2n = 7 ja jilkimméinen toteutuu vain, kun n = 8. Siis (2n — 1)? on
jaoton V,:ssé, kun n # 8. Jos (n —1)(2n — 1) = pgq, p, ¢ € V., on oltava p = ¢ = n + 1.
Yht&lo toteutuu vain, kun n = 5. Kun n # 5, niin (n — 1)(2n — 1) on jaoton V,:ssd. Kun
siis n #£ 5 ja n # 8, luvuksi r kelpaa

r=((n =120~ 1)) = (n - 120 - 1*,

Joukossa V5 luvuksi r kelpaa
r = (56)% = 16 - 196;

sekd 56 = 7- 8 ettd 196 = 14 - 14 = 7 - 28 ovat jaottomia Vj:ssé (samoin kuin aikaisemman
perusteella luku 16 = (5 — 1)?). Joukossa Vg luvuksi r kiy vaikkapa

r=(7-23)* =49 529.
77.4. Kaikilla x patee f(xz) + f(z 4+ m) >0 eli
2 —2Acos2x — 2Bsin2x > 0.

Jos merkitaan
A . B

—_—, Sy = —Y—,
vaeEre T UErB
VA2 + B2cos(2z —y) <1

kaikilla z. Kun valitaan 2z = y, saadaan A% + B2 < 1.
Kaikilla x pitee myos f(x) + f (:L‘ + g) >0 eli
9 _

cosy =

saadaan

a(cosz — sinx) — b(cosx + sinx)
=2 —+v2acos (:L‘-i— %) — ﬂbsin(m-{— %) > 0.
Samoin kuin edella tasta johdetaan
MCOS<JU+%—2) < \/5

ja a® +b% < 2.



7

77.5. Jos ¢ 4+ r = 1977, niin ¢ < [V/1977] = 44. Silloin a® + b < 44(a+b) + (a +b) =
45(a+b), ja koska (a+b)? < 2(a? +b?), niin (a +b)? < 90(a+b) eli a+b < 90. Siis r < 88
ja ¢ = 1977 —r > 1889. Tisté seuraa ¢ > 43. On oltava ¢ = 44 ja r = 41. Kokonaisluvut
a ja b toteuttavat yhtilon a? + b* = 44(a + b) + 41 eli

(a —22)% + (b —22)% = 1009.

Tutkitaan yhtilén 22 +y? = 1009 ratkaisuja, kun z ja y ovat kokonaislukuja ja 0 < x < y.
Silloin on oltava y? < 1009 < 2y2. Tami rajoittaa ym vilille 23 < y < 31. Helposti
kokeillaan, ettd vain pari x = 15, y = 28 toteuttaa yhtalon. Kysytyt a ja b 16ytyvat nyt
yhtéaloparien

la — 22| =15, |b—22|=28
ja

la —22| =28, |b—22|=15
ratkaisuista (37, 50), 7, 50), (50, 37) ja (50, 7).

77.6. Osoitetaan ensin induktiolla, ettd f(k) > n kaikilla &k > n. Asia on selvé, kun
n = 1. Olkoon n > 1 ja f(k) > n kaikilla k& > n; olkoon k > n + 1. Koska k —1 > n,
niin f(k—1) >nja f(f(k—1)) > n. Mutta koska f(k) > f(f(k—1)), niin f(k) >n+1.
Erityisesti pétee siis f(n) > n kaikilla n. Oletetaan, ettd f(n) > n jollakin n. Olkoon
f(m) = mings, f(k). Silloin m —1 > n ja f(m — 1) > n, silld jos m —1 > n, niin
flm—=1)>m —1jajos m —1 = mn, niin f(m—1) = f(n) > n = m — 1. Merkitddn
p = f(m —1). Mutta silloin f(m) > f(f(m — 1)) = f(p), mikd on ristiriidassa m:n
minimiominaisuuden kanssa. Siis f(n) = n kaikilla n.

78.1. Luku 1978™ —1978™ = 1978™(1978"~™ — 1) on jaollinen 1000:1la eli 235%:1la. Koska
1978™ = 2™989™ niin m > 3. Kun kirjoitetaan m + n = 2m + (n — m), ndhdéén, ettd
m + n tulee minimoiduksi, jos valitaan m = 3 ja pienin mahdollinen d = n — m, jolla
53 = 125 on tekijani luvussa 1978¢ — 1. Kéytetdan hyviksi yleistd tulosta: jos d on pienin
positiivinen kokonaisluku, jolla ¢ = 1 mod p ja jos a® = 1 mod p, niin d on s:n tekij.
Todistus: jos olisi s = qd + 7, missi 0 < r < d, niin a” = a%%" = a®* = 1 mod p, mika olisi
ristiriidassa d:n minimaalisuuden kanssa. Eulerin lauseen nojalla

1978%(125) = 1 mod 125.

Toisaalta ¢(125) = ¢(53) = 52(5 — 1) = 100. Luku d on jokin luvun 100 tekijoistd 2, 4,
5, 10, 20, 25, 50, 100. Lasketaan modulo 125: 1978 = —22, 19782 = 222 = 484 = —16,
1978* = 162 =256 =6, 1978° = —22 -6 = —132 = —7, 197810 = 72 = 49, 197820 = 492 =
2401 = 26, 1978%° = —7.26 = —182 = —57, 1978%° = 572 = 3249 = —1. Pienin ehdon
tayttava d on siis 100, ja pienin m + n = 106.

78.2. Olkoon tehtavan ”lavistajan toinen paitepiste” X. Jos pallon S keskipiste on O ja
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—
side r sekd |OP| = d, niin

|0X|2 = |OP + PA+ PB + PCJ?

= |0A + OB + OC — 20P)?

= 32+ 4d® + 204 - OB + 204 - OC + 20B - OC
—_— — — — — —

—40A-OP —40B - OP — 40C - OP.

Mutta koska PA, PB ja PC' ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, on

(OA—OP)-(OB—-OP)=0A-OB—OA-OP —OB-OP +d? =0,
(OA—OP)-(OC —OP) = 0A-OC — OA-OP —OC -OP + d* = 0,
(OC — OP) - (OB —OP)=0C-0OB —OC-0P — OB -OP + d* = 0.

Kun nédma sijoitetaan (1):een, saadaan |O%X|2 = 3r?—2d?. Piste X sijaitsee aina O-keskisen
(3r? — 2d?)-siiteisen pallon pinnalla S”.

On viela todistettava, ettd kaikki tdméan pallonpinnan S’ pisteet ovat vaaditunlaisia lavis-

tajan toisia padtepisteita. Olkoon siis X jokin sellainen piste, etta |O—)X |2 = 3r2—2d%. Jana
PX leikkaa pallon S; samoin P X-halkaisijainen pallo. Valitaan naiden kahden pallon leik-
kausympyralta mielivaltainen piste A. Taydennetdan PAX suorakulmioksi PAXY; talléin

— —_— — — — — — —_— —_— —_— —

OY = OX+AP ja|OY > = |OX[*+|OP|*+|0A*+20X-OP—20X-OA—-20P-OA. Kun
_— —— — — s s —_— —

otetaan huomioon kohtisuoruus PA-AX = 0eli OA-OX —OP-OX —|0OA|>*+OP-OA =0,

saadaan |O—1} |2 = 2r2 — d2. Tarkastellaan suoran PY kautta kulkevaa ja vektoria PA vas-
taan kohtisuoraa tasoa; tdmén tason PY-halkaisijainen ympyra leikkaa ympyran S kah-

—_— — — — —
dessa pisteessda. Olkoon toinen niistda B. Silloin PB1BY. Olkoon OC = OY — PB.
Silloin PBY C' on suorakulmio. Osoitetaan, etta piste C' on pinnalla S. Lasketaan samoin

— — — — —_— — —_— — —_— —
kuin edelld |OC|? = |OY|? 4+ |OB|?* + |OP|> — 20Y - OB + 20Y - OP — 20B - OP =
— — — —_— —_— — —_— —

|OY |>+|0B|*+|OP|?>-20B-OB+20B-OP —-20B-OP = 2r? —d? +r? 4+ d* — 2r? = r2.
Konstruktion perusteella ]?4, PB ja PC ovat kaikki kohtisuorassa toisiaan vastaan ja
— —_— = = —

OX =0P+ PA+ PB+ PC.

78.3. Koska g(n) > 1, on oltava f(1) = 1. Olkoon n > 2 mielivaltainen ja olkoon m ehdon
f(m) <n < f(m+ 1) toteuttava luku. Silloin

g(m) = f(f(m)) +1 < f(n) + 1< f(f(m+1))+1=g(m+1).

Koska funktioiden f ja g arvojoukot ovat erillisia, on

g(m) < f(n) < g(m+1).
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Lukua f(n) pienemmét kokonaisluvut ovat néin ollen f(1), f(2), ..., f(n—1), g(1), ¢9(2),
.., g(m); koska lukuja on n +m — 1 kappaletta, f(n) =n+m =n+max{k | f(k) < n}.
Olkoon t yhtalon

1
r=1+ —
x
positiivinen juuri. Osoitetaan induktiolla, ettd f(n) = [tn] kaikilla n > 1. Koska

1++5

2 b

niin [t] = 1 = f(1). Okoon n > 2 ja olkoon f(k) = [tk], kun k& < n. Silloin f(n) =
n + max{k | [tk] < n}. Koska epdyhtdlo [tm] < n toteutuu silloin ja vain silloin, kun

t =

tm <nelim< % elim < [%}, on max{k | [tk] <n} = [%} ja siis

f(n)=n+ [%} = [n—l— %] = [tn].

Téten f(240) = [120(v/5 + 1)] = 388.

78.4. Kolmion ABC tasakylkisyydesta seuraa, ettd tehtdvan kuvio on symmetrinen
ABC:n ympéri piirretyn ympyrén halkaisijan AD suhteen; ettd D on tehtdvan kahden
ympyran sivuamispiste; ettd PQ|BC; ettd LPDA = ZQDA; ja ettd PQ:m keskipiste
I on AD:1a. Jos ZABC = (3, niin ZAPQ = [ ja (samaa kaarta kuin tangenttikulma

APQ vastaavana kehikulmana) ZPDQ = (3 ja siis ZPDA = g Kulmat PID ja PBD

ovat suoria. Nelikulmion PBDI ympari voidaan siten piirtda ympyra. Kehakulmalause

sovellettuna tahan ympyriaan antaa /PBI = /PDI = g Siis I on my0s kulman ABC

puolittajalla. Kolmion ABC' kulmanpuolittajien leikkauspiste eli kolmion sisaén piirretyn
ympyran keskipiste on, kuten vaitettiin, piste I.

78.5. Olkoon n kiinted; oletetaan, etta joillekin luvuille j, k patee 1 < j < k < n, mutta
ar < aj. Silloin

a; ap  aj ar 1 1
.—2+ﬁ—ﬁ—,—2—(aj—ak)<j—2—ﬁ)>0.

Tehtavan epayhtalon vasen puoli pienenee, jos ay ja a; vaihdetaan keskendan. Aérellisen
monen vaihdon jalkeen "kertoimet” a; saadaan suuruusjarjestykseen; jos pieninta luvuista
a; merkitdan by:114, seuraavaa bo:lla jne., on siten by > k

EEDIED DD S
k=1 k=1 k=1 k=1

78.6. Tehdéddn vastaoletus: joukko {1, 2, ..., 1978} voidaan jakaa kuudeksi osajoukoksi

Aq, Ao, ..., Ag, siten, ettd jos © € A y € Ay, niin x + y ¢ Ai. Koska 1978 = 6 - 329 + 4,

ainakin yhdessé joukoista A on silloin ainakin 330 alkiota. Olkoon A; téllainen joukko

ja a; > ag > ... > agzp joukon Ap alkioita. 329 positiivista lukua a; — as, a1 — as, ...,
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a1 — aszp kuuluvat silloin kaikki joukkoihin Ao, A3, A4, As tai Ag. Koska 329 = 5-65 + 4,
ainakin yhteen joukoista, esim. joukkoon As, kuuluu ainakin 66 naista luvuista, nimittain
luvut by = a1 —a;,, bo = a1 —aiy, - .., bes = a1 — a;e. Koska by —b; = a;,, —a;;, bj-lukujen
positiiviset erotukset eiviat kuulu kumpaankaan joukoista A; ja As. 65:sta luvusta bgg — b1,
beg — b2, ..., bgg — b1 ainakin 17 kuuluu yhteen joukoista Az, A4, A5 tai Ag; sanokaamme
joukkoon As. Olkoot ¢; > ¢ > ... > cy7 tallaisia lukuja. Lukujen c¢i erotukset voidaan
kirjoittaa seka b;- ettd a;- lukujen erotuksiksi, joten positiiviset erotukset ¢, — ¢; luuluvat
kaikki joukkoihin A4, A5 tai Ag. Kuudestatoista erotuksesta ¢; — ¢, 2 < j < 17, voidaan
ainakin kuuden, nimittain lukujen d; < dy < d3 < ds < ds < dg olettaa olevan Aj:ssa.
Naiden lukujen erotukset ovat samalla c-, b;- ja a;-lukujen erotuksia, joten ne ovat kaikki
joukoissa As tai Ag. Siten viidestd erotuksesta dg — d;, 1 < [ < 5, ainakin kolmen,
sanokaamme lukujen e; < e; < ez, voidaan olettaa olevan joukossa As. Kuten edella,
todetaan, positiiviset erotukset e; — e; eivat voi kuulua joukkoihin A;, ..., As. Luvut
f1 = e3—e1 ja fo = ez — eg ovat siten joukossa Ag. Mutta f; — fo > 0 ei aikaisemman
paattelyn mukaan voi kuulua mihinkaan joukoista A;, 1 < j < 6. Ristiriita, joka osoittaa
vastaoletuksen vaaraksi!

79.1. Kirjoitetaan summan parillisnimittajéaiset negatiiviset yhteenlaskettavat muotoon

1 1 1

2%k 2% K

Téaten saadaan

1 1 1 1 1 1 1
gz(1+§+—+...+—>—2<—+—+—+...+—>

3 1319 2 4 6 1318
1319 59 1319 329
=D T2 =2 =Dl -+ ,
Sk =k Lk 4 \660+) 1319
& 1979
B = (660 +7)(1319 — j) '
Viimeinen summa on selvasti muotoa
a
1979 —,
b

missé b on lukujen (660+7)(1319—) tulo. Koska 1979 on alkuluku, télla tulolla ja 1979:114
ei ole yhteisia tekijoité, joten lukua 1979 ei voi supistaa pois osoittajasta.

79.2. Osoitetaan ensin, etta viisikulmioiden sivut ovat keskenaan samanvariset. Vastaole-
tus: A1 Az on punainen ja Ay As vihred. Janoista A;B;, j =1, 2, 3, 4, 5, ainakin kolme on
samanvaristda. Olkoot ne Ay By, As By ja AsB,y,; oletetaan, ettd nama janat ovat punaisia.
Pisteista B;, By ja B,, ainakin kaksi on viisikulmion vierekkaisid kérkia. Olkoot ne B; ja
Bj.. Koska AsB; ja Ap By ovat punaisia, B; B} on vihrea. Koska A1 A ja As By, ovat punai-
sia, A1 By on vihred. Samoin paatelldan, ettd A, B; on vihred. Mutta nyt kolmio A, B; By
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on vihrea, vastoin oletusta. Vastaoletus on siis vaara, joten viisikulmioiden sivujen on
oltava keskendan samanvarisia.
On viel4 osoitettava, ettd kummankin viisikulmion véri on sama. Tehdiéan vastaoletus: A-
viisikulmio on vihred ja B-viisikulmio on punainen. Jos nyt janoista A;B; ainakin kolme
on punaista, niin ainakin kaksi niistd yhdistdd A;:n B-viisikulmion viereisiin kérkiin ja
synnyttad punaisen kolmion. Mainituista janoista ainakin kolmen on siis oltava vihreita.
Samoin janoista A, B; ainakin kolmen on oltava vihreitda. Mutta nain saaduista kuudesta
vihredsta janasta ainakin kahden toinen péatepiste on

sama B-viisikulmion kéarki, sanokaamme Bj. Kolmio A;AsBj on kokonaan vihrea,
vastoin oletusta. Toinenkin vastaoletus johti ristiriitaan, joten todistettava vaite pitaa
paikkansa.

79.3. Olkoot O1 ja Oy ympyroiden keskipisteet, B niiden toinen leikkauspiste, C ja C5
pisteen A kautta kulkevan ja AB:td vastaan kohtisuoran suoran ja ympyroiden (toiset)
leikkauspisteet ja ()1 sekd Qo liikkuvien pisteiden asemat mielivaltaisella hetkelld. Koska
pisteiden kulmanopeudet ovat samat, ZAO1Q1 = ZAO2Q2 = «. Kehidkulmalauseen no-

1
jalla ZABQ: = % ja ZABQs = 5(2% —a) =m— %. Siten B on janalla Q1Q>. Koska

kulmat C1AB ja C3AB ovat suoria, ovat myos kulmat C7Q1B ja CyQ2B suoria. Siis
@1C1 ka Q2C5 ovat yhdensuuntaisia. Mutta tésta seuraa, ettd janan (Q1Q)2 keskinormaali
puolittaa janan CC5. Siis C7C5:n keskipiste P on aina (Q1()2:n keskinormaalilla eli yhta
kaukana q:sta ja Qo:stal

79.4. Piirretddn suora [ tason 7 mielivaltaisen pisteen R ja pisteen P kautta. Olkoon
QPR = x. Valitaan suoralta [ piste S siten, ettd P on janalla RS ja PS = P(Q). Silloin

LPQS = /ZPSQ = g Olkoon ZSQR = y. Sovelletaan sinilausetta kolmioon QSR.

Saadaan
|QP|+ |PR| _ |SR|  siny

|QR| N |QR| N sing.

1
Jos R on suoralla [, niin edellinen osamaara on suurin, kun y = 5™ Jos suoraa [ kierretdan,

niin osamaara saa maksimiarvon, kun z on mahdollisimman pieni. Tama tapahtuu silloin,
kun [ kulkee Q:n m:114 olevan kohtisuoran projektion Q' kautta. Jos suora PQ’ on yksi-
kasitteinen, R:kin on yksikasitteinen. Jos taas P = ', kaikki P- keskisen ja () P-siteisen
ympyran pisteet kelpaavat pisteeksi R.

79.5. Tehtavan yhtaloista seuraa

5 5 5
Z a’kxy + Z Sz, — 2a Z 2ak3z =0
k=1 k=1 k=1

eli

5
Zk(a—k2)2xk:0.

k=1
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Koska xp:t ovat ei-negatiivisia, kaikki yhteenlaskettavat ovat nollia. Tama onnistuu joko
niin, etta kaikki xj:t ovat nollia, jolloin myos a = 0, tai niin, etta nelja xj:ta on = 0 ja
viides, z;, on # 0, mutta a — j2 = 0. Télléin z; = j. Mahdolliset a:n arvot ovat nelist 0,
1, 4,9, 16 ja 25.

79.6. Olkoon sammakon 8-kulmio ABCDEFGH. On selvai, etta pariton maara hyppyja
voi viedd sammakon vain pisteisiin B, D, F' ja G. Siis as,_1 = 0. Yhta selvda on, etta
az = 0 ja aqg = 2. Merkitdan b,:11a C:sta alkavien ja E:hen paattyvien polkujen maaraa.
b, on my0s G:sta alkavien ja E:hen paattyvien polkujen maéra. Ilmeisesti b = 1. Kahden
hypyn jéalkeen A:sta ldhtenyt sammakko on joko C':ssé, G:ssi tai A:ssa; takaisin A:han
sammakko on voinut tulla kahdella tapaa, hypyin AB, BA tai AH, HA. Parillisilla n:n
arvoilla patee siis

ap = 2by_o + 2a,—o. (1)

C'sta lahtenyt sammakko on kahden hypyn jilkeen joko E':ssé, A:ssa tai C':ssi, ja takaisin
C:hen johtivat joko hypyt CB, BC tai CD, DC. Jos n on parillinen ja > 2, niin

by, = 2by—2 + Ap_s. (2)
Kun (1) véhennetéan (2):sta saadaan
b, —ap = —p_sa,
ja kun tassa n korvataan n — 2:lla, saadaan arvoilla n > 4 pateva kaava
bp—2 = Gp—2 — Ap_4.
Kun tdma sijoitetaan yht&loon (1), tullaan palautuskaavaan
Ay, = 40y —2 — 20y _4, (3)

joka on voimassa, kun n on parillinen ja > 4. Alkuehdot as = 0 ja ay = 2 maarittavat
(3):n toteuttavan jonon yksikésitteisesti. On vield todennettava, ettéd kyseinen jono todella
on tehtavassa esitetty. Tehtavan x ja y ovat yhtalon

2 —4t+2=0
juuret. Ne ovat silloin my6s yhtaloiden
tn—l _ 4tn—2 + 2tn—3 — O

juuria. Mutta tasta seuraa heti, etta

n—1 _ ,n—1 n—2 _ ,n—2 n—3 _ ,n—3
T Yy _ 4513 Yy T
2 2 2

Tehtévéan jono tottelee palautuskaavaa (3) ja tayttda alkuehdot, joten a, on kysytty pol-
kujen lukumaéara.
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81.1. Olkoot kolmioiden sivujen pituudet a, b ja ¢ sekad x, y ja z pisteen P etaisyydet
sivuista BC', CA ja AB. Jos T on kolmion ala, niin

ar + by + cz = 2T (1),
ja tehtava on minimoida
a b ¢
flr,y,2)= -+ -+~
x Yy oz

ehdon (1) vallitessa. Kéytetddn Cauchyn — Schwarzin epayhtaloa:

(a+b+c)? (m\[+f\[+f\[>

(a$+by+cz)( + -+ >—2T<x §+ )

joten

C

(a+b+c)? a
Lo -

b
< 4 2z
2T _a:+y

Cauchyn — Schwarzin epayhtalon yhtasuuruusehdon nojalla yhtdsuuruus vallitsee vain, jos

a

= kax, 9 = kby, ¢ kez,
x Y z

eli jos x = y = z. f(x, y, z) saa niin ollen minimiarvon vain, kun P on kolmion ABC
sisdan piirretyn ympyran keskipiste.

k
81.2. Sellaisia r-alkioisia joukkoja, joiden pienin alkio on k, on <n 1) kappaletta.
r

(Joukon r — 1 k:ta suurempaa alkiota valitaan lukujen n — k + 1, ..., n joukosta.) Koska

n
r-alkioisia joukkoja on kaikkiaan ( ) kappaletta, on
r

n n—r+1 n—k
F = . 1
()rmn=3 #(227) 0
k=1

Binomikertoimien perusominaisuuden nojalla

n—k\ (n—-k+1 n—=k

r—1) r r )
Yhtalon (1) oikean puolen summa on téten

g n— n— g n—
> (en( ) () ()
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Téassa edellisen summan perakkéisten yhteenlaskettavien positiiviset ja negatiiviset osat
kumoavat toisiaan, ja ensimmaisesta summasta jaa vain

0—(n—r+1)(r_1) = 0.

r

Kun jalkimmaiseen summaan sijoitetaan
(n—k—i—l) B <n—k—i—2> B (n—k—l—l)
T r+1 r+1
ja otetaan huomioon samanlainen perdkkéisten termien kumoutuminen, saadaan (1):n
oikean puolen summaksi viimein <Z _—:__ i) Kysytty keskiarvo on siis
(n + 1)
F(n, 1) = r+1 _ n+1

O

81.3. Oletetaan, ettd (n, m), toteuttaa tehtdvan yhtédlén. Jos m > 1, niin on oltava
n > m. Jos m =1, on oltavan =1 tai n = 2. Jos p =n — m, niin

1= (n?—nm—m??=(m?+2pm +p*> — pm —m? —m?*)? = (m? — pm — p?)%.

Siis my®s pari (m, n — m) toteuttaa yhtalon. Jos n —m > 1, péittely voidaan uudistaa.

Néin saadaan jono n = ng, m = ng_1, Ng_2, ..., missd (n;, n;_1) toteuttaa tehtdvén
yhtalon ja n;_o = n; — n;—1. Jono paattyy, kun n; = 1. Mutta silloin on oltava n;y; = 2.
Jono on siis Fibonaccin jono 1597, 987, ..., 13, 8, 5, 3, 2, 1. Kaantaen voidaan todeta, etta

Fibonaccin jonon jisenet toteuttavat tehtivin yhtdlon. Kysytty m? + n?:mn maksimoiva
pari on n = 1597, m = 987.

81.4. Jos luku m jakaa tasan lukujen (m — 1) ja (m — 2)pienimmén yhteisen monikerran,
niin jokainen m:n alkutekija p on < 2. Muuten p ei olisi tekijand kummassakaan luvuista
m —2 jam—1. Mutta jos m = 2%, niin m — 1 on pariton ja m:n on oltava tekijini itsefsin
pienemmassa luvussa m—2. Siis tapaus n = 3 on mahdoton. Tarkastellaan tapausta n = 4.
Jos m on tekijana lukujen m —3, m—2 ja m — 1 pienimmaéssa yhteisessd monikerrassa, niin
m:n alkutekijit ovat < 5; siis m = 2"3% jam —3 = 3(273°" 1 —1) jam—2 = 2(2""13° - 1).
m jakaa naiden lukujen pienimman yhteisen monikerran vain, jos tulojen jalkimmaiset
tekijat ovat ykkosia, eli kun » = s = 1. Talloin on oltava m = 6. Luku 6 on todella
tekijand lukujen 3, 4 ja 5 pienimmésséa yhteisessd monikerrassa 60. Tehtadvén (b)-kohdan
vastaus on n = 4.

Jos m > 4, niin sekd m = (n — 1)(n — 2) ettd m = (n — 2)(n — 3) kelpaavat kysytyksi
suurimmaksi luvuksi: (n — 1)(n — 2) jakaa tasan lukujen m — (n — 1) = (n — 1)(n — 3) ja
m—(n—2) = (n—2)(n—2) tulon (jonka tekijoilld ei ole yhteisia tekijoité ja joka niin ollen
on tekijand kaikkien n:n luvun pienimmaéssé yhteisessd monikerrassa), jam = (n—2)(n—3)
jakaa vastaavasti tasan lukujen m — (n — 2) ja m — (n — 3) tulon. Kaikilla n > 4 kysyttyja
joukkoja on siis useampiakin kuin yksi.
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81.5. Olkoon tehtavan kolmio ABC' ja olkoot tehtavan ympyroiden keskipisteet D, E ja
F. Koska ympyréat sivuavat kolmion sivuja, kolmion DEF sivut ovat kolmion ABC' sivujen
suuntaiset, joten DEF on yhdenmuotoinen, vielapa homoteettinen, kolmion ABC' kanssa.
Suorat AD, BE ja CF kulkevat homotetiakeskuksen kautta; koska ne ovat kolmion ABC
kulmanpuoilittajia, homotetiakeskus on kolmion ABC' (ja kolmion DEF') siséén piirretyn
ympyran keskipiste I. Piste O on kolmion DEF ympari piirretyn ympyran keskipiste.
Homotetiassa O kuvautuu kolmion ABC' ympari piirretyn ympyran keskipisteelle O’; siis
I, O ja O’ ovat samalla suoralla!

81.6. Todetaan ensin, ettd f(1,0) = f(0,1) =2ja f(1,1) = f(0, f(1,0)) = f(0, 2) = 3.
Edelleen f(1,2) = f(0, f(1,1)) = f(0, 3) = 4. Induktiolla saadaan yleisesti f(1, k) =
k+2: f(1, k) = f(0, f(1, k—1)) = f(0,k+1) = k+2. Seuraavaksi tarkastellaan tapauksia
r=2: f(2,0)=f(1,1) =3, f(2,1) = f(1, f(2,0)) = f(1, 3) = 5, ja induktiolla yleisesti
f(2, k) = 2k + 3. Jatketaan samoin f(3, k):n madrittdmiseksi: f(3,0) = f(2,1) =5 =
23— 3, £(3,1) = f(2, £(3,0)) = £(2,5) = 10+ 3 = 24 — 3, ja jos f(3, k) = 25+% — 3, niin
f(3, k+1) = f(2, 283 —3) = 2k 143 _ 643 = 2k 143 3, Siis (3, k) = 283 — 3 kaikilla
k. Nyt £(4,0) = f(3,1) =24 —3 ja f(4,1) = f(3, 24— 3) = 2233 _3 = 92" _3 Tista

saadaan induktiolla heti ,

f4 k) =2 -3

missa ensimmaisessa yhteenlaskettavassa on kaikkiaan k43 kakkosta ” eksponenttitornina”.
Kun k£ = 1981, kakkosia on 1984. [Funktio f on ns. Ackermannin funktio.|

82.1. Koska 0 = f(2) > f(1) + f(1), on f(1) = 0. Edelleen f(3) = f(2) + f(1) + = = =,
missd = 0 tai « = 1. Koska f(3) > 0, niin f(3) = 1. Induktiivisesti ndhd&éin, etta
f(3n) > n kaikilla n: jos f(3n) > n, niin f(3(n+1)) > f(3n)+f(3) > n+1. Sama pééttely
osoittaa, ettd jos f(3k) > k, niin f(3n) > n kaikilla n > k. Koska f(9999) = 3333, pétee
f(3n) = n kaikilla n < 3333. Siis f(3-1982) = 1982. Toisaalta

1982 = f(3-1982) > 3£(1982),

joten f(1982) < 661. Mutta f(1982) > f(1980) = f(3 - 660) = 660. Ainoa mahdollisuus
on, ettd f(1982) = 660. Tehtavén ehdon toteuttavia funktioita on myos olemassa, erés on

o= 2]

82.2. Todistetaan, etta kolmiot M; MsMs ja S152S53 ovat homoteettiset; kysytty yhteinen
piste on silloin homotetiakeskus. Olkoot A1B;1, A2 Bs ja A3Bjs kolmion A;As A3 kulman-

1
puolittajat ja I niiden leikkauspiste. Silloin ZT3IT; = 180° — Ay, /T3B3A3 = As + §A3,

ZTgISg = 2(4T3[Bg) = 180° — 2A2 — Ag ja 453IT1 = ZTgITl - 4T3153 = AQ + Ag.
Aivan samoin lasketaan £SoIT) = Az + A;. Mutta tdmé merkitsee, ettd S9S53||AsAs.
Samoin todetaan, ettd kolmion 515953 kaksi muuta sivua ovat A;AsAs:n sivujen ja siis
my6s My Mo Ms:in sivujen suuntaiset. Kolmiot 5715953 ja M;MsMs ovat homoteettisia.
Ne eivat ole samat, koska kolmion M;MsMs ympari piirretty ympyra ei ole sama kuin
kolmion A; As A3 siséén piirretty ympyra (koska A; As As ei ole tasakylkinen). Todistus on
valmis.
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82.3. a) Osoitetaan, ettd tehtdvén jonoille (z,) pétee aina kun sarja suppenee

0 92
Z T
k/‘_l Z 4.
Tk

(Jos sarja hajaantuu, sen jokin osasumma on varmasti > 4). Olkoon a kaikkien suppene-
vien sarjojen

— Ti_1
> @o=1 @iz (1)
k=1
summien suurin alaraja eli infimum. Silloin jokaisella positiivisella luvulla € on olemassa
jokin sarja (1), jonka summa on < a 4 &. Merkitdan téllaisessa sarjassa y; = Tit1 Sarjan

summa on talloin

1 2 2 1
— + 11 (y—°+y—1+...) > — +xa > 2V/a.
L1 Yy Y2 1

(Jalkimmaéinen epédyhtélod perustuu siihen, etta

Siis a + € > 24/a kaikilla € > 0. Tdm& on mahdollista vain, jos a > 2y/a eli a > 4.
b) Kun z; = 27¢, niin tehtéviin sarja (1) on geometrinen sarja
2414y
st

1
jonka perakkaisten termien suhde on 5 tallaisen sarjan summa on tasan 4, joten sen kaikki

osasummat ovat < 4.

82.4. Koska
2 =3y’ +y° = (y —2)® = 32’y + 22° = (y — ) - 3(y — x)2? + (—2),

nahdaén, etté jos pari (z, y) toteuttaa yhtélon, niin my6s pari (y — x, —z) toteuttaa sen.
Toistamalla sama péattely ndhdéén, ettd myos pari (—z — (y — ), —y+z) = (—y, ¢ —y)
toteuttaa yhtdlon. Jos jotkin kaksi paria olisivat samat, olisi z = y = 0, jolloin > — 3zy? +
Y3 =0#n.

Olkoon sitten n = 2891. Silloin olisi

22 +y® = —1 mod 3.

Tama toteutuu vain, kun joko x = —1 jay =0 mod3, z =0 jay = —1 mod3 tai z = 1
ja y =1 mod3. Ensimmaisessi tapauksessa z = 2, 5 tai 8 mod9 ja 3zy? = y> = 0 mod 9.
Koska 23, 53 ja 8 ovat = +1 mod 9 ja 2891 = 2 mod 9, ratkaisua ei ole. Sama paittely
osoittaa, etta ratkaisua ei ole myoskaan toisessa tapauksessa. Kolmaskaan tapaus ei ole
mahdollinen, silld jos ratkaisu (x, y) olisi (1, 1) mod3, olisi (y — x, —z) = (0, —1) mod3,
eli oltaisiin jo torjutussa tilanteessa. Yhtalolla ei ole ratkaisua.
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82.5. Oletuksista seuraa, ettda EN = C'M, joten kolmiot BMC' ja DN FE ovat yhtenevia
(sks) ja ZMBC = ZEDN. Jos B, M ja N ovat samalla suoralla, niin ZNBC = ZEDN.
Kuusikulmion saannollisyydesta seuraa, ettda ZBCN = 90° ja ZCED = 30°. Siten

/BND = /BNC + /CND = (90° — /ZNBC) + (/CED + /NDE) = 120°.

Jana BD nakyy pisteestd N samassa 120°:n kulmassa kuin kuusikulmion keskipisteesta
O. Siis CN = CD = CO. Toisaalta on helppo laskea, etti CE = /3CO. Siis

CN 1

82.6. Kun kuljetaan murtoviivaa A;:std alkaen, tullaan ensimmaéiseen pisteeseen Bj, joka

on etaisyydellda < 3 jostakin nelion karjesta. Olkoon kyseinen karki . Jatkettaessa

1
murtoviivaa eteenpain, tullaan ensimmaiseen pisteeseen Bs, joka on etaisyydella < 3 jom-

masta kummasta C7:n viereisesta nelion karjesta Cy. Edelleen jatkamalla tullaan jossain

1
vaiheessa ensimmaiseen murtoviivan pisteeseen, joka on enintaan etaisyydella 2 toisesta
C1:n viereisesta karjesta C4. Piste By jakaa murtoviivan kahteen osaan; olkoon L; se osa,
johon A; kuuluu. Olkoon S niiden sivun C,Cy pisteiden joukko, joiden etéisyys jostakin

1
L1:n pisteesta on < 3 ja So niiden sivun C;C} pisteiden joukko, joiden etéisyys jostakin

1
Lo:n pisteestd on < 3" Koska C; € S ja C4 € S, kumpikaan joukko ei ole tyhja, ja jouk-
kojen yhdiste on koko sivu CC5. Télloin joukoilla S ja S on yhteinen piste; olkoon se D.
1 1
Olkoot P ja @ sellaiset Li:n ja Lo:n pisteet, joille |[PD| < 3 ja QD < 3" Silloin |PQ| <1

ja P:n ja @Q:m vilisen murtoviivan pituus on ainakin |PBs| + |B2@] < 99 + 99 = 198.
(Yhteisen pisteen D olemassaolon tarkka todistus perustuu reaalilukujen joukon téydelli-
syysominaisuuteen. Asia voidaan kiertaa kayttamalla kahta ldhelld toisiaan olevaa S7:n ja
So:n pistetta ja sité, ettd "tarkka” ylaraja 198 saavutettaisiin vain silloin, kun P, @ ja Bo
olisivat kaikki nelion sivulla C;C5, joka kuitenkaan oletuksen mukaan ei ole mahdollista.)

83.1. Olkoon x mielivaltainen ja a = zf(z). Silloin a # 0ja f(a) = f(xf(x)) =z f(x) = a.
Osoitetaan induktiolla, ettd f(a™) = @™, kun n on positiivinen kokonaisluku. Né&in on, kun
n = 1. Oletetaan, etti f(a*) = aF. Silloin f(a**!) = f(af(a®)) = a*f(a) = aF*L.
Jos olisi @ > 1, olisi lim, . f(a™) = lim,_,o a™ = oco. Siis a < 1. Toisaalta f(1) =
fl@™a™) = f(a="f(a™)) = a™f(a™™), joten f(a™™) = f(1)a=™. Jos olisi a < 1, olisi

1
lim,, o0 f(a™™) = co. Siis a = 1. Koska x on mielivaltainen, on oltava f(x) = — kaikilla
x

1

x > 0. — Helposti ndhdéén, ettd funktio f, f(z) = — todella my0ds toteuttaa tehtévin
x

ehdot.

83.2. Oletetaan, ettd C; on ympyroista sateeltadn pienempi. Olkoon ympyroéiden yh-
teisten tangenttien leikkauspiste S ja leikatkoon suora SA ympyrian C; myos pisteessa B.
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Viitteen todistamiseksi riittad, kun osoitetaan, ettd kulmat Oy AMs ja O1 AM; ovat yhtéa
suuret. Koska kulmat O1BM; ja O3 AM, ovat vastinkulmia S-keskisessd homotetiassa ja
siis yhta suuret, riittda, etta osoitetaan pisteiden A, B, O ja M; olevan samalla ympyralla.
Talloin kulmat O1 AM; ja O1BM, tulevat olemaan samaa janneta O;M; vastaavia keha-
kulmia ja siis yhta suuria. Merkitaan kulman M;SP; suuruutta x:11a. Silloin tunnetun
pisteen potenssia koskevan lauseen nojalla on

SM,;

SA-SB:SPl2 =507 -coszx -
COS T

=S50, - SM;.

Samaa lausetta kadnteiseen suuntaan soveltamalla nahdaan, etd B on pisteiden O, M ja
A kautta kulkevalla ympyrallé, ja todistus on valmis.

83.3. Lukujen ab, bc ja ca suurin yhteinen tekija on 1. Siksi jokaisella kokonaisluvulla n
on esitys
n = xobc + yoca + zpab.

Jos ¥ = x4+ as, y =1yo+ bt ja z =29 — cs — ct, niin n = xbc + yca + zab. Valitaan s ja t
niin, etta 0 <z < a ja 0 <y <b. Jos n > 2abc — ab — bc — ca, niin

zab =n — xbc — yca > 2abc — ab — be — ca — (a — 1)bc — (b — 1)ac = —ab,

joten z > 0. Tassa tapauksessa luvulla n on vaadttu esitys. Mutta jos olisi 2abc — ab —
bc — ca = xbc + yca + zab, olisi x + 1 jaollinen a:lla, y + 1jaollinen b:114 ja z + 1 jaollinen
c:lla. Tasta seuraisia <z + 1, b <y+1jac < z+4 1, jaristiriita 2abc > 3abce.

83.4. Oletamme, ettd E olisi ositettu joukoiksi S ja T, joista kumpikaan ei sisélld suora-
kulmaisen kolmion kérkia. Valitaan sivuilta AB, BC ja C A pisteet C’, A’ ja B’, joista
kukin jakaa sivunsa suhteessa 2 : 1. Helposti havaitaan, etta A’B’C” on tasasivuinen kol-
mio jonka sivut ovat kohtisuorassa kolmion ABC' sivuja vastaan. Voimme olettaa, etta
pisteet A’ ja B’ kuuluvat samaan osituksen joukkoon, esimerkiksi S:4én. Silloin kaikki ja-
nan BC pisteet A’:a lukuun ottamatta kuuluvat 7:hen. Mutta nyt kaikkien BA:n ja AC:n
pisteiden on kuuluttava S:4in, joten 16ytyy darettoméan monta suorakulmaista kolmiota,
joiden kaikki karjet kuuluvat S:aén!

83.5. Olkoon k, kokonaisluku ja B, C {1,...,k,} joukko, joka ei sisdlld kolmea
perakkaista aritmeettisen jonon jasenta. Konstruoidaan uusi joukko B,,y; seuraavasti:
B,+1 = B,U{3k,—z | x € B, }. Asetetaan vield k,y; = 3k, —1. Nyt B, C {1, ..., knt1}

ja jos {a — x, a, a + x} C B,41 joillakin a ja x > 1, niin mahdollisuudet a + =z < k, ja
a —x > 2k, ovat poissuljetut B, :n ominaisuuksien takia. Siis on oltava = > k,, jolloin
jokoa—z <1ljaa—x¢ B,y tai a+ x> 3k, jolloin a + x ¢ By, y1. Siis B, 11 el sisilld
kolmea aritmeettisen jonon jésentd. Olkoon nyt k1 = 2 ja By = {1, 2}. Konstruoidaan
joukot By, Bs, ..., B kuvatulla tavalla. Joukossa Bi; on 2'! = 2048 > 1983 alkiota,
jotka kaikki ovat pienempid kuin kqq; toisaalta ki3 < 3% - ko = 5- 3% = 98415 < 10°.

83.6. Merkitaan kolmion karkien etaisyyksia kolmion sisaan piirretyn ympyran ja kolmion
sivujen yhteisista pisteista x:11a, y:11a ja z:lla. Silloin

a=x+y, b=y+z, c=z+uzx.
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Todistettava epayhtélo on nyt yhtapitava epayhtaloiden
xy 4+ y23 + 223 > zyz(z +y + 2)
ja
2 2 2
(wvEw)’ + vap)’ + (@vaz)’) (V2) + (Vo) + (v)°)
> (VEyz(z+a+y))”.

Kysymyksessé on (valepukuinen) Cauchyn — Schwarzin epayhtald

S n e (Yab)

Cauchyn — Schwarzin epayhtalossa vallitsee yhtasuuruus, jos a; = cb; kaikilla 7; tehtdvan
tilanteessa yhtasuuruuden ehto on

VIYY YRR Ry
NN
tasta seuraa helposti * = y = 2z eli a = b = c¢. Epayhtalossa vallitsee yhtasuuruus aina ja
vain, kun kolmio on tasasivuinen.

84.1. Koska x <1 ja z < 1, niin

yz + zx + axy — 2xyz = yz(1 —x) + zy(1 — 2) + zz > 0.

1
Luvuista z, y ja z ainakin kaksi on < —. Tarkastellaan lukuja a =1 —2x, b =1 — 2y ja
c=1-—2z Niille pitee a+b+c=3—-2(x+y+2)=1ja
1+ abc

ry +yz+ zx — 2xyz = 1

1
Luvuista x, y ja z enintaan yksi on > —. Jos téllainen luku on olemassa, tasan yksi luvuista

1 1 7 1
a, b ja c on negatiivinen, ja 1(1 + abe) < 1 < 77 Jos kaikki luvut z, y, z ovat < —, niin

sovelletaan aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon valista perusepayhtaloa, jonka mukaan

3
1
abe < (M)

3 Tar
Siis
zy +yz+ zx — 2xyz < 1 <1+i) = l
4 27 27
84.2. Koska

(a+b)" —a” —b" =7ab [(a®° + b°) + 3ab(a® + b*) + 5a*b* (a + b)]
= Tab(a + b)(a® + ab + b?)?,
riittdd, kun valitaan a ja b niin, ettd a® + ab + b? on jaollinen luvulla 73 = 343. Tami
edellyttii, ettid (a + b)? > a® + ab+ b? > 343 eli a + b > 19. Kokeillaan arvoa a = 1:

onnellisen sattuman kautta b = 18 toteuttaa yhtdlon b2 + b + 1 = 343. Ratkaisuksi kelpaa
siisa=1,b=18.
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84.3. Olkoot R ja S O-keskiset r- ja s-siteiset ympyrat, 0 <r < s < 1. Jos X on se R:n
piste, jolla a(X) = r(s — r), niin C(X):n séde on

R Gl Y
r
joten C(X) = S. Jos pisteen X véri ei esiinny ympyralld S, niin R:n ja S:n pisteiden
varien joukot eivat ole samat. Jos vareja kuitenkin on vain aarellinen maara, niin varien
joukkojenkin maara on aarellinen. Talloin ei voi 1oytya aarettoman monta ympyraparia,
joiden varien joukot olisivat eri joukot. Jollakin parilla R, S on siten valttamatta voimassa
tilanne, jossa X € R ja X:n viri esiintyy ympyralla S = C(X).

84.4. Jos AB||C'D, niin CD-halkaisijainen ympyra sivuaa suoraa AB jos ja vain jos C'D
on kaksi kertaa suorien vilinen etdisyys, jonka on oltava puolet AB:std. Siis |[AB| =
|CD|, joten ABCD on suunnikas ja BC||AD. Oletetaan sitten, ettd AB ja CD eivét
ole yhdensuuntaisia Oletetaan myo0s, ettda CD-halkaisijainen ympyra sivuaa suoraa AB.
Olkoon suorien AB ja C'D leikkauspiste O ja olkoon ZAOD = «. Silloin

1 1
—DC —AB
sino = 2 = 2

OD + %DC’ OA + %AB

josta seuraa

OD 0OA

DC ~ AB’
ja siten AD||BC. Sama yhtéloketju voidaan lukea lopusta alkuun; relaatio AD|BC on
yhtapitava tehtavan sivuamisominaisuuksien kanssa.

84.5. Olkoon tutkittava n-kulmio A; A, ... A, . Kirjoitetaan alaindeksit modulo n. Moni-
1
kulmiossa on —n(n — 3) lavistdjad. Kolmioepayhtélo antaa lavistdjien A;A; ja A;41A4541

seka sivujen A;A; 41 ja AjA;41 muodostamista kolmioista suoraan
AZ'A]' + AZ'_|_1AJ‘_|_1 > AiAi—l—l + AjAj+1.

Kirjoitetaan tama epéyhtalo jokaiselle lavistajalle A;; ja lasketaan epayhtalot puolittain
yvhteen. Syntyvan epéayhtalon vasemmalla puolella esiintyy jokainen lavistaja kahdesti, ja
oikealla puolella esiintyy jokainen sivu n — 3 kertaa. Siis

2d > (n — 3)p,

eli tehtavan epayhtaloista vasemmanpuolinen on todistettu.

Jokaiselle lavistajalle A; A; ovat voimassa epayhtalot

AiAj < AiAH—l + ...+ Aj—lAj
AiAj < AjAj+1 + ...+ A_1A;.
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Jos m on pariton, n = 2k + 1, niin kutakin lavistajaa A;A; kohden jommassa kummassa
epayhtaloistd (1) on vihemmén yhteenlaskettavia. Lasketaan kaikkia lavistdjid kohden
nama epayhtalot yhteen. Vasemmaksi puoleksi saadaan lavistdjien summa d. Oikean
puolen laskemiseksi tarkastellaan esim. sivua A, A;. Se esiintyy summassa, jossa on vé-

hemmaén (siis enintdén k) yhteenlaskettavaa lavistajia A, Az, A, As, ..., A, Ag vastaavissa
k — 1:ssé epayhtélossa, lavistajia A, 141, An_1A49, ..., Ap_1Ar_1 vastaavissa k — 1:ssd
epayhtélossa A, oA, A,_2Ao, ..., A _oAr_o vastaavissa k — 2:ssa epayhtalossa, ..., ja

lavistajaa Ay, 1A; vastaavassa yhdessa epayhtélossa. Sellaisten epayhtaloiden lukumaéra,
joissa sivu A, A; esiintyy, on siis kaikkiaan

(k— 1)k +2)
2 Y

1
L+24 k=14 k—1=k(k—1)+k—1=

sama lukumaara koskee muitakin sivuja, joten epayhtaloiden oikeiden puolien summa on

g(k—l)(k+2):g(k;(k;Jrl)—Q):g<[g] {"‘2“} —2>.

Jos sitten n on parillinen, n = 2k, menetelladn muuten samoin kuin parittoman n:n

tapauksessa, mutta lavistajia A; A4 arvioidaan ylospain luvulla g Saadaan

d < 1“2—p+§(k—2)(k+1):§(k2—2):§([g] [”;1] —2>.

84.6. Oletuksen perusteella (d—a)? > (c—b)%. Kun tihin epiyhtiloon lisitiin puolittain
4ad = 4bc, saadaan (d + a)? > (c+b)? elia+d > b+ c. Siis k > m. Yhtilosti
a(2¥ — a) = b(2™ — b) seuraa nyt, ettid 2™ on tekijini luvussa b? — a? = (a + b)(b — a).
Koska (a4 b) + (b — a) = 2b ei ole jaollinen 4:114, niin jompi kumpi luvuista a +b ja b —a
on jaollinen 2"~ 1:1l4. Olkoon se z. Silloin 0 < z < b+ a < b+ ¢ = 2™, joten on oltava
z=2""1 Nytb+c—x=2"—-2""1=2m"10on joko c+a tai c — a. Koska a, b ja c ovat
parittomia, a:lla ja b:lla ei ole yhteisia tekijoita, eikd myoskaan a:lla ja c:l1a ole yhteisia
tekijoita. Koska a on tekijana tulossa bc, on oltava a = 1.

85.1. Olkoon sivulla AB oleva piste O toisen tehtdvassd mainitun ympyran keskipiste.
Merkitaan tdman ympyrén ja sivujen AD, DC ja C'B sivuamispisteitd F/, F' ja G. Olkoon
ZOCF = «. Silloin ZDCB = 2« ja koska ABC'D on jénnenelikulmio, ZDAQO = 180° —2a.
Kierretdan kolmiota OCF kérjen O:n ympéri asentoon OHE (H on suoralla AD). Silloin
LZAHO = a ja ZHOA = 180° — a — (180° — 2«r) = . Kolmio AOH on siis tasakylkinen:
AO = AH. Mutta AH = AE+ FEH = AE+ FC = AFE + CG, joten

AO = AE + CG. (1)

Aivan samoin saadaan
BO = BG + ED. (2)

Viite seuraa, kun yhtalot (1) ja (2) lasketaan puolittain yhteen.
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85.2. Tarkastellaan lukujen k, 2k, ..., (n—1)k jakojaanndksia r1, ra, ..., 7,—1 modulo n.
Koska k:lla ja n:1l4 ei ole yhteisia tekijoité, jakojaannokset ovat #= 0. Jos pk:lla ja gk:1la olisi
sama jakojaannoés, (p — ¢)k olisi jaollinen n:lla. Luvut r; ovat siis kaikki eri lukuja, joten
{ri,ra, ..., rp—1} = M. Muttarjiq = rj+ktairj;1 = rj+k—n. Edellisessé tapauksessa
rj4+1 on samanvérinen kuin r; tehtavan ehdon (2) perusteella, jalkimmaisessa tapauksessa
rj+1 on samanvérinen kuin |k — ;41| = n —r;, joka puolestaan on samanvérinen kuin r;.
Tasta nahdaan heti, etta jokainen M:n alkio on samanvarinen kuin r; = k.

85.3. Jos polynomin P aste on < k, niin w(P +2*Q) = w(P) + w(Q). Koska polynomien
yhteenlaskussa kaksi paritonkertoimista termia tuottaa parilliskertoimisen termin, funktio
w tottelee kolmioepéayhtalod: w(P + Q) < w(P) + w(Q). Induktiolla ndhddén, ettd jos
k= 2" niin w(Qf) = 2 ja Qk:n ainoat paritonkertoimiset termit ovat 1 ja 2¥. Nimittiin

2
Q2(x) = 1+2£L‘+£L’2 jajos Qk(z) = 1+22 1 a;x'+x" niin Qx(r)? = 1+4 (Zk 11 a;x ) +

z2k +4Z 1 a;x" + 2xF + Axk Z 1 apx® =1 +222k Yp,zt + 22, Samoin, jos k = 27,
niin w(QxP) = w(P) + w(z*P).
Todistetaan tehtavan vaite induktiolla 7,:n suhteen. Jos i,, = 0 tai i,, = 1, asia on selva.
Oletetaan, ettd i, > 1. Valitaan k = 2™ siten, ettd k < i,, < 2™ Nyt joko i; < k tai
i1 > k. Oletetaan ensin, etté ¢; < k. Silloin £ on lukujen i; ja ;11 valissa: 7; < k < 4j41.
Merkitddn R =5 7_,Q;. ja S = Zf:jﬂ Qi., Q=R+ S. Silloin Q = R+ QS1, missi
polynomin S aste on < k ja w(Q) = w(R+S; +2%51) = w(R+ S1) +w(Sy). Nyt w(R) =
w(R+51—51) <w(R+51)+w(—=51) =w(R+51)+w(S1). Siis w(Q) > w(R); induktio-
oletuksen perusteella toisaalta w(R) > w(Q;,). Jos sitten i; > k, niin voidaan kirjoittaa
Qi, = QrR, Q = Q1.S, missi R:n ja S:n asteet ovat < k. Nyt w(Q) = w(S+2*S) = 2w(9).
Induktio-oletuksen nojalla w(S) > w(R), joten w(Q) > 2w(R) = w(R + z*R) = w(Q;,).

85.4. Lukua 26 pienempia alkulukuja on yhdeksin kappaletta. Joukon M luvut ovat
muotoa a = p]flp§2 . .-p’gg Liitetdén jokaiseen M:n alkioon a jono x(a) = (x1, x2, ..., Tg),
missd x; = 0, jos k; on parillinen ja x; = 1, jos k; on pariton. Jonoja x(a) on enintdén
29 = 512 kappaletta. Laatikkoperiaatteen nojalla M:ssi on valttamitta pari ai, by, joille
z(ay) = z(by). Talldin a1b; = ¢, missi ¢; on kokonaisluku. Tillainen pari, jonka tulo on
nelio, voidaan poistaa M:std ainakin 513 kertaa (itse asiassa useamminkin). Naiden 513
nelién ja niiden neligjuurten alkutekijit ovat edelleen joukossa {pi, p2, ..., po}. Ainakin
kahdella nelidjuurella ¢; ja ¢; on x(¢;) = x(¢;). Talldin ¢;¢; = d* jollekin kokonaisluvulle
d. Mutta a;b;a;b; = c2c2 = d*.

85.5. Leikatkoon suora KN suoran AC pisteessd P; koska kolmioiden ABC ja KBM
ympaéri piirretyt ympyrat leikkaavat kahdessa eri pisteessd, AC' ja KN eivéit ole yhden-
suuntaisia. Leikatkoon BP kolmion K BN ympéri piirretyn ympyran pisteessda M’. Jan-
nenelikulmioista NM’'BK ja NK AC nadhdaan, etta /PM'N = /ZBKN = ZACN. Tasta
seuraa, ettd myos CPM’'N on jannenelikulmio. Mutta siitd, ettd NM'BK on janneneli-
kulmio ja kulmat NM'C ja CPN ovat samaa CPM’N:n ympéri piirretyn ympyréan kaarta
vastaavia kehdkulmia, seuraa, ettd /BM'C = /BM'N +/NM'C = Z/AKN + ZCPN =
180° — ZBAC. Tama merkitsee, ettd M’ on kolmion ABC ympaéri piirretylla ympyralla
eli M" = M. Olkoon O-keskisen ympyréin side r. Lasketaan pisteiden B ja P potenssit
toisaalta nelikulmion CPM N ja kolmion ABC' ympaéri piirrettyjen ympyroiden ja toisaalta



23
O-keskisen ympyran suhteen. Saadaan

BM -BP = BN - BC = BO? — r?,
PM-PB = PN .-PK = PO? —r°.

Kun ndméi yhtilot vihennetiin puolittain toisistaan, saadaan PO? — BO? = BP(PM —
BM) = PM? — BM?. Viimeinen yht#lé on mahdollinen vain, kun OM on kohtisuorassa
BP:ta vastaan.

85.6. Madritelladn funktiojono (f,,) asettamalla fi(z) = z ja
1
fn-l-l(x):fn(x) fn(m)"‘g s TL:2, 3,

1
Silloin x,, = fn(z1), Tnt1 > @, jos ja vain jos fp(z1) > 1 — —. Tehtdvani on osoittaa, etta
n

1
yhdell& ja vain yhdelld z; patee 1 — — < f,,(z1) < 1 kaikilla n. Koska f,:t ovat (kunn > 1)
n

parillisasteisia ja positiivikertoimisia polynomeja, ne ovat kasvavia ja niiden kuvaajat ovat
alaspéin kuperia, kun x > 0. Liséksi f,(1) > 1 ja f,(0) = 0. Koska f,, on jatkuva ja

kasvava, on olemassa a,, ja by, 0 < a, < b, < 1, siten, ettd f,(a,) =1—— ja f,(b,) =1.
n

Toisaalta siité, ettd f,:n kuvaaja on valilla [0, b,,] suoran y = bﬁ alapuolella, seuraa, etta
1 T

b, —a, <1-— Z—n < f(bn) — flan) = —. Koska fri1(an) =1— — < fni1(ant1), on oltava
n n n

1
an < apy1. Koska fri1(bn) =1+ - > fnt1(bnt1), on oltava b,41 < b,. Jono (a,) on
kasvava ja jono (b,) on viaheneva; liséksi b, — a,, — 0, kun n — oo. Tésté seuraa, etté

lim a, = lim b, = z1.
n—oo n—oo

Jonojen yhteinen raja-arvo x; on tehtévéssa vaadittu luku; kaikille x > 1 on f,(z) > 1

tarpeeksi suurilla n:n arvoilla ja kaikilla z < 7 on f,(x) < 1— — kaikilla tarpeeksi suurilla
n

n:n arvoilla.

86.1. Ellei tehtéiviin viite pitiisi paikkaansa, olisi 2d = 1+22, 5d = y2+1 ja 13d = 2® +1,
missi =, ¥ ja z ovat kokonaislukuja. T#lléin z olisi pariton, ja koska z? = 1 mod 4, niin
d olisi pariton. Silloin y ja z olisivat parillisia, y = 2p, z = 2¢. Koska 22 — y? = 8d =
4(p? — ¢?), olisi (p — q)(p + q) = 2d. Téaméi on mahdotonta, silli p — ¢ ja p + ¢ ovat joko
molemmat parillisia tai molemmat parittomia; koska lukujen tulo on parillinen, ne ovat
molemmat parillisia, ja d on parillinen. Ristiriita; siis tehtavan véaite on tosi.

86.2. Kun suoritetaan perdkkéin kolme tason kiertoa (minka hyvansé pisteiden ympéri)
siten, etta kiertokulmien summa on 360°, niin kierroista yhdistetty kuvaus on translaatio
(jokainen jana kuvautuu itsensd pituiseksi ja itsensd suuntaiseksi janaksi). Olkoon f se
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translaatio, joka syntyy, kun yhdistetdan 120°:en kierrot g1, g2 ja g3 pisteiden Ay, As ja A3
ympari. Koska f yhdistettyna 662 kertaa itsensa kanssa pitaé pisteen Py paikallaan, f:n on
oltava identtinen kuvaus. Olkoon A; = f(A;1) = g3(B), missd B = ¢2(g1(A41)) = g2(A1).
Nyt kolmiot As A1 B ja A3BA; ovat tasakylkiset, niilla on sama huippukulma ja yhteinen
kanta A;B. Tasta seuraa, ettd kolmiot ovat yhtenevat. Siis AjAs = Ay Az. Kolmioiden
kantakulmat ovat 30°, joten ZA3s A1 A3 = 60°. Kolmio A; A3 A3 on tasasivuinen.

86.3. Jos x = (x1, =2, 3, T4, x5) on viisikulmion kirjissd olevien lukujen muodostama
vektori, merkitddn s(x) =z + ...+ x5 ja f(x) = Zzzl(xk_i_l — xp_1)?, missd g = z5 ja
x1 = xg. Jos s(x) > 0 ja 3 < 0 jollakin x, voidaan suorittaa operaatio, jonka tuloksena
saadaan uusi vektori y = (z1, o + x3, —x3, T4 + T3, x5), jolle s(y) = s(x). Suoraan
laskemalla saadaan

f(x) = f(y) = —2z3s(x) > 0.

Koska funktion f arvot ovat positiivisia kokonaislukuja, tehtdvan operaation avulla f:n
arvoa voidaan pienentdd voidaan pienentad vain aarellisen monta kertaa.

86.4. Tarkastellaan tilannetta, jossa Y on sivun AB ja Z viereisen sivun BC' sisapiste.
Koska kulmien /Y BZ = ZABC ja L.YXZ = ZAOB summa on 180°, niin nelikulmio
XY BZ on jannenelikulmio, ja sen ympari voidaan piirtda ympyra. Kulmat Y BX ja
Y Z X vastaavat samaa kaarta ja ovat siis yhtd suuret ja yhta suuret kuin ZABQO. Siis B,

180°
O ja X ovat samalla suoralla. Olkoon a = . Kolmion ABO ympari piirretyn ympyran
n
a
halkaisija on d = ——, missd a = |OA|. X:n etdisyys O:sta on suurimmillaan, kun BX
«

on kolmion XY Z ympari piirretyn ympyran halkaisija; etaisyys on talloin d — a. Kysytty
kuvio on tahti, jonka muodostaa n kappaletta d — a:n pituista O:ssa kohtaavaa janaa, jotka
kukin kuuluvat yhteen monikulmion karjen ja sen keskipisteen kautta kulkevaan suoraan.

86.5. Olkoon f tehtdvén ehdot téyttava funktio. Jos t > 2, niin f(t) = f(t —2+2) =
flt—=2)f(2))f(2) =0. Olkoon 0 < y < 2 ja x > 0. Tehtdvan yhtdlostd (i) ndhd&an, kun

otetaan huomioon ehto (iii), ettd xf(y) > 2 jos ja vain jos z +y > 2 eli x > m jos ja
Y
vain jos x > 2 — y. Mutta tama merkitsee, etta on oltava
2
fly) = 7y

Rutiinilasku osoittaa, ettd funktio, jonka maarittelevat kaavat

2
—— kun 0 <y < 2,
f(y)Z{z—y me=y
0, kun y > 2,

todella toteuttaa tehtavan ehdot.

86.6. Tarkastellaan kaikkia koordinaattiakselien suuntaisia suoria, joilla on tehtavassa
mainitun &arellisen joukon A pisteitd. Jokaisella suoralla yhdistetdin (kasvavan x- tai
y-koordinaatin suunnassa) kaksi ensimmaéista pistettd, kolmas ja neljds piste jne. Jokai-
nen piste tulee olemaan enintdan kahden yhdistysjanan paatepiste; kullakin suoralla on
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enintdan yksi piste, joka ei kuulu yhteenkdédn yhdistysjanaan. Kaikki pisteet kuuluvat
koordinaattiakselien suuntaisista janoista koostuviin toisiaan leikkaamattomiin murtovii-
voihin. Jos téllainen murtoviiva on umpinainen, siind on parillinen mééra sivuja (koska
vierekkéiset sivut ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja murtoviivan nettokierto on 4-90°).
Varitetaan kullakin murtoviivalla perakkaiset pisteet eri varein. Murtoviivoihin kuulumat-
tomat pisteet voidaan vérittdad kummalla véarilla tahansa. Jokaisella suoralla olevat A:n
pisteet muodostavat télloin erivarisia pareja, ja kullakin suoralla on enintdén yksi A:han
kuuluva "irtopiste”. Kullakin suoralla olevien valkoisten ja punaisten pisteiden lukumaé-
rien ero on enintdan yksi.

87.1. Liitetddn jokaiseen permutaatioon jono (a1, as, ..., a,), missd a; = 1, jos i on
permutaation kiintopiste, ja a; = 0 muulloin. Silloin & - p, (k) ilmoittaa, kuinka monta
ykkosta on jonoissa, jotka liittyvat permutaatioihin, joilla on tasan k kiintopistetta ja
> p_1 kpn(k) on kaikissa jonoissa olevien ykkosten médrd. Toisaalta niitd jonoja, joissa
i:s luku on ykkonen eli joille ¢ on kiintopiste, on (n — 1)! kappaletta, ja ykkosid on siten
yhteensd n - (n — 1)! = n! kappaletta.

87.2 Koska KL1AB ja LM 1 AC, nelikulmion AK LM ympéri voidaan piirtda ympyra. Se
leikkaa sivun BC' pisteissa L ja P. Kehdakulmalauseesta ja siité, ettd AL puolittaa kulman
BAC, seuraa /ZNBC = ZNAC = ZNAB = /ZBPK. Siis NB||KP. Kolmioilla KPN
ja K PB on niin ollen sama kanta ja korkeus, joten niiden alat ovat yhtd suuret. Samoin
osoitetaan, ettd NC| PM, josta seuraa kolmioiden M PC ja M PN alojen yhtédsuuruus.
Mutta kolmion ABC' ala saadaan lisdamalla nelikulmion AK PM alaan kolmioiden K PB
ja M PC alat ja nelikulmion AKNM ala saadaan lisadmalld nelikulmion AK PM alaan
kolmioiden KNP ja M PN alat. Viite seuraa.

87.3. Jos (b1, ba, ..., b,) on jono lukuja, joille patee 0 < b; < k—1 kaikilla 7, niin Cauchyn
— Schwarzin epayhtalon nojalla

(b1xy +boxo + ...+ bpx,)2 < (B2 + b5+ .. +02) (22 + 23+ ..+ 22) <n(k—1)%

Sanotun ehdon téyttévid jonoja on k™ kappaletta. Jos véli [0, (k — 1)y/n] jaetaan (k™ —
1):een yhta pitkaén osaviliin, tdytyy laatikkoperiaatteen nojalla ainakin yhteen véliin osua
kaksi eri jonoihin liittyvaa summaa Z?Zl b;z; ja Z?:l c;xi. Jos a; = b; — ¢;, niin summa,
a1x1 + asxs + ... + apx, tayttaa kaikki tehtavan ehdot.

87.4. Oletetaan, ettd funktiolle f on voimassa f(f(n)) = n + 1987. Silloin f(n) #
f(m) aina kun n # m. Liséksi f(n + 1987) = f(f(f(n))) = f(n) + 1987 kaikilla n,
josta induktiolla saadaan heti f(n + 1987 - k) = f(n) + 1987 - k. Tarkastellaan lukuja
f(r), 0 < r < 1986. Aina pétee f(r) = ¢ + 1987 - k, missd 0 < ¢ < 1986. Koska
flq)+1987 -k = f(q+1987-k) = f(f(r)) =r+1987 < 2-1987, niin k < 1. Jos k = 0, niin
F(q) = f(f(r)) = r+1987. Jos k = 1, niin f(q)-+1987 = f(q+1987) = f(f(r)) = r+1987,
joten f(q) = r. Luvut 0, 1, ..., 1986 jakautuvat kahteen erilliseen joukkoon: joukon A
luvuille on voimassa f(r) = ¢+ 1986 ja joukon B luvuille f(r) = ¢. Ylld sanotun mukaan,
jos r € A, niin f(r) € B ja jos r € B, niin f(r) € A. Téaten joukoissa A ja B on yhta
monta lukua. Mutta joukoissa on yhteensa pariton maara lukuja. Ristiriita, joten tehtavan
ominaisuuksilla varustettua funktiota ei ole olemassa.
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87.5. Valitaan pisteiksi paraabelin y = 2 pisteet (1, 1), (2, 4), (3, 9), ..., (n, n?). Jos
1 <i<j <k < mn,niin pisteiden (i, i2), (4, 52) ja (k, k?) miirittimin kolmion ala
saadaan laskettua puolisuunnikkaan alan kaavasta, ja se on

]{?2 _ 2'2 ]{?2 2 2 2

(k=) = (k= j) = (i — ).

Ala on varmasti rationaalinen ja positiivinen. Pisteiden (i, i) ja (j, j2) etiisyys on

G —)v1I+@+4)>
Jotta etaisyys olisi rationaalinen, on oltava
p?
q_27
missa p ja q ovat kokonaislukuja, joilla ei ole yhteisia tekijoitd. Mutta silloin on oltava
q=1jal+(i+j)* = p? Tami on mahdotonta, silla (i +j)* < 1+ (i +75)? < (1+i+7)>2.
87.6. Ellei f(k) = k? + k +n ole alkuluku kaikilla k, 0 < k < n — 1, on olemassa pienin y,
y <n—1,jolla f(y) on yhdistetty luku. Olkoon ¢ luvun f(y) pienin alkutekiji. Oletetaan,
ettd ¢ < 2y. Kunz =0, 1, ..., y—1, niin erotusten f(y)—f(x) = (y—z)(y+z+1) tekijoissa
ovat luvut 0, 1, ..., 2y, joten erotuksista yksi, f(y)— f(2), on jaollinen g:lla. Koska f(z) on
alkuluku ja f(y) jaollinen g:lla, niin f(z) = q. Toisaalta ¢ =y — z tai ¢ = y+ z+ 1. Mutta
y—z<n—-2<n< f(z)jay+z+1<n—-2+2+1<n+z+22 = f(2). Ristiriita, joten on
oltava ¢ > 2y+1. Koska ¢ on f(y):n pienin alkutekiji, y>+y+n = f(y) > ¢* > 4y*>+4y+1.

1+ (i+4)° =

n
Tasta seuraa, etta y < \/; , mika taas on ristiriidassa tehtavan oletuksen kanssa.

88.1. Olkoon ympyroiden keskipiste O ja janan BC' keskipiste N. Pythagoraan lauseen
nojalla

BC? 4+ CA%? + AB?> = (BP + PC)? + PA? + PC? + PA? + BP?
= 2(PA* 4+ PB*+ PC? + BP - PC).
Lausutaan janat ympyroéiden sateiden ja kulman a = ZOPA avulla: PA = 2rcosa, BP =
BN —PN =+VR? —r2cos2a—rsina, PC = PN+NC = BN+ PN = VR? —r2cos? a+

rsin a.. Liséksi pisteen potenssia koskevan lauseen nojalla BP- PC = (R+r)(R—r). Kun
nama sijoitetaan tutkittavaan summaan, sen arvoksi saadaan

2 (4r® cos® a + 2(R? — r? cos® ar + r’ sin® @) + R® — r?) = 6R* + 2r°.

Koska tdmaé ei riipu a:sta, summan arvo on B:std riippumaton; kohdassa (I) kysytyn
joukon ainoa alkio on 6R? + 2r2.

Pisteen A kautta piirretty suoran BC suuntainen suora leikkaa isomman ympyran pisteissa
C’ ja B'; valitaan pisteiden nimet niin, ettd PAB’B on suorakulmio. Janan AB keski-
piste Q on myos janan PB’ keskipiste. Kun B kiertda ympyran kehdn, myos B’ kierta,
sen, ja keskipiste @) piirtda isomman ympyran kanssa pisteen P suhteen suhteessa 1 : 2
homoteettisen ympyran.



27

88.2. Osoitetaan, etta tehtavan mukainen nollien liittdminen B:n alkioihin onnistuu silloin
ja vain silloin, kun n on parillinen. Osoitetaan ensin, etté jokainen B:n alkio kuuluu tasan
kahteen joukoista A,. Koska jokainen B:n alkio kuuluu ainakin kahteen joukoista A;,
niin jokainen A; on joukkojen A; N Aj;, j # ¢, yhdiste. Jos olisi @ € A; N Ay N A3, niin
ehdon (b) perusteella A1 N Ay = A; N Az = {a}, ja Aj:ssd olisi enintddn 2n — 1 alkiota
a, A1 N Ay,..., A1 N Ag,y1. Oletetaan sitten, ettd vaadittu nollien ja ykkosten sijoittelu
on tehty. Muodostetaan 2n x 2n taulukko, jonka i:nnella rivilla ja j:nnessa sarakkeessa on
A; N Ajm alkion numero, jos ¢ # j. Taulukon paalavistajan 7:nnelle riville sijoitetaan A; N
Ay, i1:n alkion numero. Talloin taulukon jokaisella rivilla on n nollaa, ja koko taulukossa
siis 2n? nollaa. Koska taulukko on symmetrinen, niin p#ilivistijin ulkopuolella olevien
nollien méaara on parillinen. Siten myo6s paalavistdjalla olevien nollien maéré on parillinen.
Paalavistajalla olevien nollien maara on joukon As,, 1 alkioihin liittyvien nollien méaré eli
n. Siis n on valttamatta parillinen.

On vield osoitettava, ettd nollien sijoitus on mahdollinen aina kun n on parillinen. Kun
n = 2, sijoittelu kiy taulukon

01 0 1
1 01 0
T_Oll()
1 0 0 1

mukaisesti. Kun n = 2k, sijoittelu saadaan toistamalla taulukkoa T, siis 2n-rivisen taulu-
kon

T T ... T
T T ... T
mukaisesti.

88.3. Pienilld n:n arvoilla f(n):m arvot ovat

n
f(n)
Muotoillaan tdmén perusteella hypoteesi: f(n) on luku, joka saadaan lukemalla n:n
binaariesitys takaperin. Riittda, kun hypoteesi todistetaan parittomille n:ille, koska
f(2n) = f(n). Kaytetddn induktiotodistusta; véite on tosi, kun n = 1 ja n = 3.
Olkoon n = 4m + 1 = Z?:o a;j2?, ap = 1, ag = 0. Silloin m = 2?22 a;j2?72 ja
2m+1=1+Y" a;2°L.
Induktio-oletuksen perusteella f(2m + 1) = 2F~1 + 2?22 a;2F1-0=1 = gk—1 4

Z?:z ;257 ja f(m) = Z§:2 a;2"7, joten

f
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1 3 1 5

1
1 3 719 5 13 3 1 7 15 1 17

k k
fAm+1)=2f2m+1) — f(m) =28 +) "q;28 7 = "a;277,
Jj=2 Jo

Samoin, jos n = 4m + 3 = Z?:o a;j2’, agp = ay = 1, saadaan m = 2?22 a;j272,2m+1=

1+ 38 a2 ja
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induktio-oletukseen nojautuen

k
fldm+3) =3f(2m+1) — 2f(m) = 28 + 2871 43 "q;28 7.
j=2

Hypoteesi on todistettu.

Tehtdva ratkaistaan, kun lasketaan, kuinka monella luvulla n, 1 < n < 1988 on bi-
naariesitys, joka on sama alusta loppuun ja lopusta alkuun. Téllaisia lukuja kutsutaan
bin#dripalindromeiksi. Tillaisia 2m-numeroisia lukuja on 2™~! kappaletta (ensimméi-
nen numero on 1 ja seuraavat m — 1 numeroa voi valita vapaasti) ja 2m — 1 nume-
roisia myos 2™~ ! kappaletta (ensimméiinen numero 1, seuraavat m — 1 voi valita va-
paasti). Nyt 210 < 1988 < 2!!. Lukua 2048 pienempis bindiripalindromeja on siten
1+142+24+44+44+8+8+16+ 16+ 32 = 94 kappaletta. Koska 1988 = (11111000100)s2,
vain kaksi 11-numeroisista binaaripalindromeista on suurempia kuin 1988. Kysytty luku
on 92.

88.4. Epayhtalon vasemman ja oikean puolen erotus voi vaihtaa merkkidan vasemman

puolen epajatkuvuuskohdissa k, k =1, 2, ..., 70 ja astetta 70 olevan polynomin
70 70 70
P)=5]J(x-7)—-4> [[@=-1)
j=1 k=121

nollakohdissa x;. Koska epayhtalon vasen puoli lahestyy —oo:ta, kun x lahestyy k:ta
vasemmalta, ja +oo:ta, kun x lahestyy k:ta oikealta, niin ¢ < z; < ¢+ 1, kun ¢ = 1,

2, ..., 69 ja 70 < x79. Polynomin P juurien summa on laskettavissa P:n astetta 69
70 70

olevan termin kertoimesta, ja se on Z J+ R Z k Kysytty valien pituuksien summa on

j=1 k=1
70 70

4
xT;— 1) = = k = 1988.

;< )= ;

88.5. Olkoon BC = a, AB = ¢, CA = b. Olkoot X ja Y kolmioiden ABD ja ADC
sisdan piirrettyjen ympyroiden keskipisteet, r ja R niiden sateet ja E seka F' pisteet, joissa
kolmion ABD sisdan piirretty ympyra sivuaa AB:ta ja AD:ta sekd G ja H pisteet, joissa
kolmion ADC sisdan piirretty ympyra sivuaa AD:té ja AC:ta. Olkoon AD = h. Jos N on
se AC'n piste, jossa ACLXN ja P se X N:n piste, jossa Y P1 XN, niin

XN=FA=AF=h—-r
XP=XN-PN=XN-YH=h—-r—R
YP=HN=AH - AN =AG—-r=h—R—r.

Siis X PY on tasakylkinen suorakulmainen kolmio. Muta talléin myos K EX ja K AL ovat
tasakylkisid suorakulmaisia kolmioita, ja KFE =r, AK = XN + KE = h. Téaten

S_ah_a_a2_a2_b2+c2

T h2 h ah b be

> 2.
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88.6. Oletetaan, etta
2 b2
a® + ke
ab+1
missa k on positiivinen kokonaisluku mutta k ei ole kokonaisluvun nelio. Erityisesti k£ > 2.
Silloin a ja b toteuttavat yhtdlon

Y

a® — kab+ b* = k. (1)

Yhtalon (1) kaikille ratkaisuille (a, b) pétee joko a > 0 ja b > 0 taia < 0 ja b < 0.
(Selviistikin a, b # 0 ja jos olisi ab < 0, olisi a? — kab + b*> > k.) Tarkastellaan kaikkia
niitd (1):n ratkaisuja, joissa a > 0 ja b > 0. Talldin aina a # b, silld jos olisi a =
b, olisi (2 — k)a? = k, missi vasen puoli on ei-positiivinen. Olkoon erityisesti (a, b) se
tarkasteltavista ratkaisuista, jossa a on pienin mahdollinen. Jos (1):td pidetdan a:n toisen
asteen yhtéloné, niin (1):114 on kaksi juurta, a ja a;. Koska a + a3 = kb, myds a; on
kokonaisluku. Y1l sanotun nojalla a; > 0, koska b > 0. Lisiksi aa; = b? — k, joten

> —a a®-—1

a; = < <a.
a a

Tama on ristiriidassa a:n oletetun minimaalisuuden kanssal

89.1. Olkoon A, = B;UC;, i = 1,2, ..., 117, missd B; = {i + 117 - k|0 < k < 8} ja
C; = {1990 — z|z € B;}. Selviisti A; N A, =0, kun i # j, U;1] B; = {1, 2, ..., 936}
ja Ullfl C; = {1054, 1055, ..., 1989}. Kaikkien joukkojen A} alkioiden summa on 15920.
Olkoon nyt

A; = (A {i) U {60 — i} U {995+ 2i — 60}, kun 1<i <59,
Ay = (AN (i) U {177 — i} U {995 + 20 — 177}, kun 60 < i < 117.

Néissé operaatioissa A;m ja Ag,_,:n tali Alm ja Aj;,_,;:n pienimmét alkiot vaihdetaan
keskenaan ja mukaan otetaan lisaksi kaikki luvut 937, 938, ..., 1053, yksi kuhunkin jouk-
koon. Téten A;:t ovat edelleen erillisia ja Ujfl A; ={1,2,...,1989}. Jokaisen joukon A;
alkioiden summa on A:n alkioiden summa liséttyna 995:114. Summat ovat samat.

89.2. Olkoon I kolmion ABC kulmanpuolittajien leikkauspiste. Silloin (esimerkiksi)
ZACAy = 90°. Jos kolmion ABC kulmat ovat 2«, 28 ja 2v, niin ZAIC = a + v
ja koska /BAA; = /ZBCA;, niin ZICA; = a+ ~. Siis TA; = A;C. Toisaalta
JTAC = 90° — LAGIC = 90° — a — v ja LA1CAy = 90° — LZA1CT = 90° — v — 7.
Siis AgA1 = A1C ja edelleen 1A, = A1C. Taten kolmioilla 1A,C ja CA; Ay on sama ala.
Tehtavan ensimmainen viaite seuraa heti.

Olkoon H kolmion ABC korkeusjanojen leikkauspiste. Kulman kylkien kohtisuoruuden
nojalla /BCH = /BAH ja /ZHBC = ZHAC. Siis ZBHC = 180° — ZBAC'. Jos X on
pisteen H peilikuva sivun BC' suhteen, niin /BXC + ZBAC = 180°, joten X on samalla
ympyralla kuin A, B ja C. Jos Y ja Z ovat vastaavasti H:n peilikuvat sivujen C'A ja
AB suhteen, niin AZBXCY on ympyrén sisaén piirretty kuusikulmio, jonka ala on kaksi
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kertaa kolmion ABC ala. Koska A, By ja Cy ovat kaarien BC', C A ja AB keskipisteet,
kolmioiden BA;C, CB1 A ja AC,1 B alat ovat suurempia tai yhtd suuria kuin kolmioiden
BXC, CY A ja AZB alat. Kuusikulmion AC;BA;CB; ala on siten ainakin kaksi kertaa
niin suuri kuin kolmion ABC' ala. Tehtadvan toinen viite saadaan, kun tdmaé erisuuruus
yvhdistetdan jo todistettuun ensimmaiseen véiitteeseen.

1
89.3. Tehdaan vastaoletus k > 2 +vV2n. Jokaista S pistetta P kohden on ainakin

k
<2> S:n pisteparia (A, B), joille P on janan AB keskinormaalilla. Téllaisia kolmikkoja
(A, B; P) on ainakin

" (S) :gk(k_Dzg(\@f“r%)(\@n—%):rf—%>n(n—1):2<g)

kappaletta. Jokin pari (A, B) esiintyy kolmikoissa useammin kuin kahdesti; vastaavat
pisteet Pp, P> ja P3 ovat kaikki AB:n keskinormaalilla ja siis samalla suoralla.

89.4. Olkoon AD = R ja BC = r. Koska P-keskisen h-siteisen ympyran on sivuttava
A-keskista R-sateistd ympyrad, B-keskista r-siteistd ympyraa ja suoraa DC, nahdaén jok-
seenkin valittomasti, ettd suurin mahdollinen h:n arvo esiintyy tilanteessa, jossa AD 1 DC
ja BCLDC. Tassa tapauksessa

CD?>=(R+7)>—(R—r)?=4rR, (1)

ja jos C'D ja P-keskinen h-sidteinen ympyra sivuavat pisteessa M, niin

CD=CM+MD=+/(r+h)2—(r—h)?2++/(R+h)2+ (R—h)?

(2)
= 2Vrh+ 2V Rh.
Yhtéloista (1) ja (2) seuraa
1 1 1

= T .
vh VT VR
Koska yleisessa tapauksessa h on pienempi, saadaan tehtavan vaitteena oleva epayhtalo.

89.5. Olkoon N = ((n+ 1)!)2 + 1. Silloin k + 1 on luvun N + k aito tekiji, kun k = 1, 2,

.., n. Jos nyt olisi N + k = p™ jollakin alkuluvulla p, niin olisi £+ 1 =p’/, 0 < j < m.
Mutta koska 1 + k < n + 1, niin p?? olisi ((n + 1)!)%:n tekiji ja ((n + 1)!1)2 + k:n tekiji.
Erityisesti p olisi k:n ja k + 1:n tekija. Siispad mikaan n:sta luvusta N+1, N+2,...N+n
ei ole alkuluvun kokonaislukueksponenttinen potenssi.

89.6. Tehtavissa tarkastellaan lukujoukkoa S,,, jonka 2n suuruusjarjestyksessa olevaa
alkiota (esim. 1, 2, ..., 2n) jakautuvat n:ksi kaksospariksi, esim. {1, 1 + n}, {2, 2 + n},
..., {n, 2n}. Talalisen joukon permutaation (z1, 2, ..., Z2,) sanomme olevan tyyppia
Tk, jos lukuparien (x;, x;11) joukossa on k kaksosparia. Olkoon Fj(n) tyyppid T} olevien
permutaatioiden lukumaara.
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Olkoon nyt (x1, 2, ..., T2,) jokin joukon S, tyyppid Ty oleva permutaatio. Poistetaan
Tan ja sen kaksospari. Syntyva 2(n — 1)-alkioinen joukko S,,_; muodostuu edelleen kak-
sospareista, ja poiston jalkeen jaava permutaatio on joko tyyppia Ty tai T7. Edellisessa
tapauksessa 2n(2n — 2) alkuperiisen joukon eri permutaatiota tuottavat saman S,_;:n
permutaation (xz, voi olla miké tahansa joukon alkio ja x5, voi olla miké tahansa muu
kuin x5, tai sen kaksospari). Jalkimmaéisessd tapauksessa 2n alkuperiisen joukon eri per-
mutaatiota tuottavat saman S, _1:n permutaation (z, voi olla miké hyvénsé joukon alkio,
mutta xo,:n parin on oltava tasmalleen tuotetun permutaation vierekkain olevien alkioiden
vélissd). Siis

Fo(n) =2n((2n —2)Fy(n — 1)+ F1(n—1)). (1)

Olkoon sitten (x1, xs, ..., T2,) jokin joukon S,, tyyppid T} oleva permutaatio. Kun tésta
permutaatiosta poistetaan sen ainoa kaksospari (z;, z;41), syntyy joko Tp- tai T1-tyyppinen
permutaatio. Mahdollisia kaksospareja on n kappaletta, ja kukin voidaan jarjestaa kah-
della tavalla. Edellisessa tapauksessa pari voi olla missa hyvéansa 2n — 1:sté eri asemasta,
jalkimmaisessa tapauksessa tdsmalleen siind asemassa, jonka méaarittaa syntyvassa T7i-
permutaatiossa oleva kaksospari. Siis

Fi(n) =2n((2n — 1)Fy(n — 1) + Fy(n — 1)). 2)

Kun (2):sta véhennetdan (1), saadaan Fy(n) = Fo(n)+2nEy(n—1). Kun tamaé sijoitetaan
(1):een, saadaan palautuskaava

Fo(n) =2n((2n —1)Fy(n — 1)+ (2n — 2)Fy(n — 2)). (3)

Jos P(n) on Tp-tyyppisten permutaatioiden lukuméérén suhde kaikkien permutaatioiden
lukumé&éraén, niin (3):n perusteella

P(n—2)
(2n—3)(2n—1)’

josta

1 1/ 1 1
P) =P =1) < 5 5@ =1 :§(2n—3_ 2n—1>'

Selvasti P(1) = 0 (kuvatussa prosessissa poistettiin aina parejal), joten

P(n):Z(P(k)—P(k—l))<%(1— ! )<%

2n —1
k=2
Tama on yhtapitdavaa vaitteen kanssa.
90.1. Osoitetaan ensin, ettd piste A on pisteiden G ja C' valissa. Selvastikin ZEDM <

/ZEDB. Yhta suurina kehdkulmina /FEB = /EDM ja /CAB = /BDE. Taten
/FEB < ZCAB, mista vaite seuraakin.
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Piirretdén kuvioon janat DA, DM ja DB. Nyt ZCEF = /DEG = ZEM D (kehdkulmat)

CFE
ja ZFCE = ZMAD. Silloin kolmiot CEF ja AM D ovat yhdenmuotoiset, joten —— =

EF
AM
DAL Toisaalta kehakulmalausetta ja kolmion kulman vieruskulmaa koskevaa lausetta

soveltaen saadaan /FCG = Z/DBM ja /CGE = /CEF - /ECG = /DMFE—-/DBM =

GE DM
/M DB, joten myo6s kolmiot CGFE ja BDM ovat yhdenmuotoiset ja CE = 1B Kun
johdetut verrannot kerrotaan keskenédin, saadaan

GE AM _ tAB t

EF ~ AB (1-t)AB 1-¢t

90.2. Sanomme kahta FE:n pistetta naapureiksi, mikali jommalla kummalla pisteiden véa-
lisistd ympyrankaarista on sisapisteina tasmaélleen n joukon E pistettd. Etsimme pieninta
lukua k, jolle jokainen E:n k-alkioinen osajoukko sisdltaa ainakin kaksi pistetta, jotka ovat
naapureita.

Yhdistetaan jokaiset kaksi naapuria janalla. Koska joka pisteella on tasan kaksi naapuria,
syntyy yhdesta tai useammasta suljetusta murtoviivasta koostuva kuvio. Numeroidaan
E'n pisteet ympyran kehalla jarjestyksessa numeroin 0, 1, 2, ..., 2n — 2. Talloin kuvioon
kuuluva murtoviiva siséltaa pisteet 7+ s(n+1) mod 2n—1, missé r on jokin kyseisen murto-
viivan piste ja s = 0, 1, ..., 2n—2 (samat pisteet saattavat esiintyé jonossa useamminkin).
Koska d = (n+1, 2n—1) on pienin muotoa x(n+ 1) +y(2n — 1) oleva positiivine kokonais-
luku, murtovoiiva, johon kuuluu piste nolla sisaltaa pisteet 0, d, 2d, jne., Tasta paatelldan,
ettd jokaisen suljetun murtoviivan kérkien lukumééré on (2n — 1)/d. On olemassa kaksi
vaihtoehtoa:

(a) Jos 2n — 1 ei ole jaollinen kolmella, niin
d=(2n—-1,2n+1)=2n—-1,2n—-1)+3)=(2n—-1, 3) = 1.

Suljettuja murtoviivoja on vain yksi.
(b) Jos 3| (2n — 1), niin d = 3. Suljettuja murtoviivoja on kolme.

Taman jalkeen pienin luvun k£ arvo on helppo paatellda kummassakin tapauksessa erikseen.
Varitys on hyva, jos ja vain jos kaksi saman suljetun murtoviivan perakkaista pistetta on
mustia. Tapauksessa (a) pienin k on n, tapauksessa (b) pienin k:n arvo on

2n —1 1
- — l=n-1.
3( 5 2>+ n

90.3. Osoitetaan, ettd ainoa ratkaisu on n = 3. Oletetaan ettd n = 3*¥d, missia k > 0 ja
(d, 6) = 1 on ratkaisu. Osoitetaan ensin, ettd k£ < 1. Olkoon k > 2. Sovelletaan kaavaa
23+ 1= (x+1)(z? — x + 1) induktiivisesti; saadaan

k—1
2"+ 1=2"141=(2741) [] (22'3md — 93"y 1) .

m=0
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Kun kéytetdin hyviksi tietoa 26 = 1 mod 9 ja kokeillaan arvoja t = 1, 3, 5, nihdéén, ettd
22t 2t 11 = 3 mod 9 kaikilla parittomilla ¢. Siispi yllé olevassa hajotelmassa tiati muotoa
olevat tulon tekijit eiviit ole jaollisia 9:114. Koska kuitenkin 2" +1 (joka on jaollinen n?:lla)
on jaollinen 32*:1la, niin 2%+ 1 on jaollinen 3%:1la. Mutta kun sovelletaan tietoja (d, 6) = 1
ja 26 =1 mod 9 ja kokeillaan arvoja d = 1 ja d = 5 nihdiin, ettd 9 ei ole (244 1):n tekiji.
Siis k=0 tai k = 1.

Todistetaan sitten, ettd d = 1. Tahéan tarvitaan aputulos: jos ¢” = a” = 1 mod p, niin
alr,s) = 1 mod p. Aputuloksen todistamiseksi valitaan ¢ pienimmiksi eksponentiksi, jolle
a® = 1 mod p. Jos r ei ole jaollinen e:lla, niin r» = fe + g, missa 0 < g < e. Talloin
a9 = a’*T9 = ¢" = 1, mikéd on vastoin e:in maéritelmad. Tastd seuraa a(™%) = ghe =1 eli
vaite.

Oletetaan sitten, ettd d # 1. Olkoon p luvun d pienin alkutekija. Valttamatta p > 5.
Koska 2™ + 1 on jaollinen p:lli, 2 = —1 mod p eli 2" = 1 mod p. Toisaalta Fermat'n
pienen lauseen nojalla 2P~ = 1 mod p, joten aputuloksen perusteella 2/ = 1 mod p, missi
j=(p—1, 2n). Nyt joko 2n = 2d tai 2n = 6d, ja (j, d) = 1. Tasta seuraa, ettd j|6 eli j
on jokin luvuista 1, 2, 3 ja 6. Koska 2/ — 1 on jaollinen p:1l4, niin jokin luvuista 1, 3, 7 ja
63 on jaollinen p:lla. Ainoa mahdollisuus on p = 7. Toisaalta kokeilemalla eksponenteilla
0,1, 2, ..., 5 nahdaan, ettd 2™ + 1 ei ole milladn kokonaisluvulla m jaollinen 7:11a. Oletus
7|(2™ 4 1) johti siis ristiriitaan.

On siis d = 1, ja ainoa ratkaisun >1onn=3"-1=3.

90.4. Kun tehtavan funktionaaliyhtdloon sijoitetaan x = 1, ndhdéan, ettd y =
f)/f(f(y)). Jos f(y1) = f(y2), niin y; = ya, eli f on injektio. Sijoittamalla edelleen
y = 1 saadaan f(f(1)) = f(1), joten injektiivisyyden perusteella f(1) = 1. Siis

fF(F) =~ (1)

kaikilla y. Téastd ja funktionaliyhtélostd seuraa f(1/y) = 1/f(y). Kun alkuperiiseen
yhtéloon sijoitetaan y = f(1/t), saadaan

flat) = f(2)f(2). (2)
Heti ndhd&én, ettd ehdot (1) ja (2) toteuttava funktio f toteuttaa tehtdvén funktionaa-
liyhtalon.
Ehdon (2) toteuttava funktio voidaan méaritella mielivaltaisesti alkuluvuille p; ja laajentaa
se positiivisten kokonaislukujen joukkoon kaavalla

S ps® - ppt) = )™ fp2)™ - foe)™ (3)
(n;:t kokonaislukuja). (2):n perusteella funktio voidaan edelleen jatkaa positiivisten ratio-

naalilukujen joukkoon asettamalla
s (13) _ [
q) fla)

Téallainen funktio toteuttaa ehdon (1) jos ja vain jos se toteuttaa ehdon (1) kaikilla alku-
luvuilla. Olkoon p; j:s alkuluku. Maaritelldén f(ps;) = p2j—1 ja f(p2j—1) = 1/p2;. Suora
lasku osoittaa, ettd f(f(p)) = 1/p kaikilla alkuluvuilla. Tehtévén ehdot toteuttava funktio
saadaan, kun tama funktio laajennetaan positiivisten rationaalilukujen joukkoon kaavoilla

(3) ja (2).
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90.5. Merkitaan Wu:lla, Wg:lla ja Wp:lla niiden lukujen ng joukkoja, joilla A:lla on
voittostrategia, B:lla on voittostrategia tai kummallakaan pelaajalla ei ole voittostrategiaa.
Oletetaan, ettd {m, m+1, ..., 1990} C W4. Todistetaan ensin, etta jos mp” < s < 1990,
missé p” on suurin s:n alkuluvun potenssin muotoinen tekijé, niin my6s ehdon /s < ng <
m toteuttavat luvut ng kuuluvat joukkoon W,. Jos nimittdin /s < ng < m, niin A voi
valita n; = s. Silloin pelaaja B joutuu valitsemaan ehdon m < s/p” < ny < s < 1990
toteuttavan luvun no. Koska ny € Wy, A voittaa.

Koska 452 > 1990, niin {45, 46, ..., 1990} C W4. Valitsemallam = 45, s = 420 = 22.3.5.7
nahdadn, ettd {21, 22, ..., 44} C W4. Muuttujien arvot m = 21, s = 168 = 23 .3 - T;
m=13,s=105=3-5-7jam =11, s = 60 = 22.3 -5 antavat {13, 14, ..., 20} C W,
{11, 12} C W4 ja {8, 9, 10} C Wy. Siis {8, 9, ..., 1990} C W4.

Olkoon sitten ng > 1990. Nyt pelaaja A voi valita valiltd [ng, ng + 142] luvun nq, joka
on jaollinen luvulla 143 = 11 - 13. Silloin pelaaja B joutuu valitsemaan luvun ns, jolle
patee 11 < ny < (142 4+ ng)/2 < ng. Kun pelaaja A soveltaa tatéd taktiikkaa riittévén
kauan, joutuu pelaaja B lopulta valitsemaan luvun vélilta [11, 1990], jolloin A pystyy
varmistamaan voiton. Siis kaikki lukua 1990 suuremmat luvut kuuluvat joukkoon Wy.

Tarkastellaan sitten tapausta ng < 5. Koska pienin kolmen eri alkuluvun tulo on
30 = 2 -3 -5, niin pelaaja A joutuu valitsemaan luvun, joka on enintdén kahden al-
kulukupotenssin tulo. Taméan jalkeen B voi valita seuraavaksi luvuksi joko pienemman
naista alkulukupotensseista tai perati luvun 1; joka tapauksessa no < ng. Jatkamalla nain
pelaaja B voi valita luvun 1 ja voittaa. Siis {2, 3, 4, 5} C Wp.

Jos ng = 6 tai 7, on pelaajan A valittava havion valttadkseen joko n;y =30 =2-3 -5 tai
ny =42 =2-3-7. Taman jalkeen B:n on valittava ny, = 6. Valitsemalla vuorotellen 6, 30,
6, jne. pelaajat voivat estéa toistensa voiton. Siis {6, 7} = Wr.

90.6. Todistetaan hiukan yleisempi tulos, jossa 1990 korvataan luvulla n. Oletetaan, etta
n = prs, missa luvut p, r ja s ovat ykkosta suurempia eika niilla ole yhteisia alkutekijoita.
Jos f, g ja h ovat mielivaltaisia kahden kokonaisluvun funktioita, niin péatee

p—1lr—1s—1 o
SO eE Uk (£ 1) 4 g (1, )+ h(j, k) = 0. (1)
§j=0 k=0 I=

Jos nimittain erotetaan summasta erilleen se osa, joka sisaltda funktion f, saadaan nolla,
silla Z?;; e2miars/n — Z?;; e2™3/P  mikd hividi geometrisen sarjan summan kaavan pe-
rusteella. Samoin péatelladn, ettd myos funktion g ja funktion A sisdltdvat summan osat
haviavat.

Seuraavaksi havaitaan, etta luvut jrs+kps+ipr, missa 0 < j <p, 0<k<rja0<l<s
muodostavat taydellisen jaannosluokan modulo n, silla niitd on yhteensa n kappaletta ja
mitkadn kaksi eivat ole kongruentit keskendan: jos jirs+ kips + lypr = jors + kops + lapr
mod n, niin p|(j; — j2) jne. Lisdksi luvut jrs + ks +1, missa 0 < j < p, 0 < k <7 ja
0 <1 < s, kayvat lapi tasmalleen luvut 0, 1, 2, ..., n — 1.

Kirjoitetaan binomikaavan avulla (jrs + ks + [ + 1)% muotoon f(j, k) + g(k, 1) + h(l, j)
(néin voidaan tehdd useammallakin tavalla) ja sijoitetaan ndin valitut funktion yht&loon
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(1). Edelld tehdyt huomiot takaavat, etta

n—1
§ :e2ﬂzt/nmf =0,
t=0

missa mg, mi, ma, ..., my_1 ovat luvut 1, 2, ..., n jossain jarjestyksessa.

Tulkitaan kompleksiluvut tuttuun tapaan geometrisesti ja muodostetaan murtoviiva, jonka
perittiisind sivuina ovat kompleksiluvut m3, m2e27/" m2e2™+2/n m2 _ e¥min=h/n
Talloin murtoviivan perattaisten sivujen valinen kulma on sama ja murtoviiva on suljettu.
On viela osoitettava, ettd murtoviiva sijaitsee toisessa niista puolitasoista, jotka sen mie-
livaltainen sivu maaraa. Tarkastellaan esimerkiksi sivua mg. Voidaan olettaa, etta se
sijaitsee positiivisella reaaliakselilla. Kompleksiluvuilla m?e?™*/™ 0 < t < [n/2] on posi-
tiivinen imaginaariosa m? sin(27t/n), joten vastaava monikulmion osa sijaitsee ylemmaissé
puolitasossa. Jaljelle jaava osa monikulmiota voidaan ajatella konstruoiduksi niin, etta
vektorit —m,e?™/" t =n—1,n—2, ..., [n/2]+1, asetetaan téssi jirjestyksessi peritys-
ten niin, ettd ensimmaisen alkupiste on origossa. Kuten edella, nahdaan, etta tamakin osa
monikulmiota on ylemmassa puolitasossa. Todistus on vastaava muiden sivujen osalta.

Alkuperéinen tehtévé on tullut ratkaistuksi, silla 1990 = 2 - 5 - 199.

91.1. Olkoon a = BC, b = CA ja ¢ = AB. Koska kolmion kulman puolittaja jakaa
vastaisen sivun viereisten sivujen suhteessa, on

ACT b
C'B a
Koska AC" + C'A = ¢, saadaan
AC! — cb
a+b

Koska AI on kolmion ACC’ kulman A puolittaja, on vastaavasti

ClI b a+b

IC' ~ ACT T =z

Nain ollen
CcIl
crcr jor a+b
ccr cr+I1c (I 41 S atbtc
1c’
. . Al . e
Kun lasketaan vastaavat lausekkeet suhteille BE ja A4 saadaan todistettava epayhtalo
yhtapitavaan muotoon
1 (a+b)(b+c)(c+a) 8
- < < —.
4 (a+b+c)3 - 27
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Taman epayhtilon oikea puoli seuraa suoraan lukujen a + b, b + ¢ ja ¢+ a aritmeettisen ja
geometrisen keskiarvon vilisesta epayhtalosta. Vasemmanpuoleisen epayhtalon todistami-
seksi merkitaan

at+b—c a—b+ec —a+b+e
r = ———- yzi = —

a+b+c’ a+b+c’ a+b+ec’
Koska a, b ja ¢ ovat kolmion sivuja, x, y ja z ovat positiivisia. Lisdksi x +y + 2z = 1.
Todistettava epayhtilé voidaan kirjoittaa muotoon 2 < (1 4+ z)(1+y)(1+2) =1+ (x +
y+2)+xy+ ..., jase on ilmeisesti tosi.

91.2. Olkoon {ay, ag, ..., ar} = S. Huomataan, ettd ar = n — 1. Jos n on pariton, niin
ap = 1 ja ap = 2, jolloin valttamatta a; = j kaikilla j < n. Tama merkitsee, ettd n on
alkuluku. Olkoon sitten n parillinen, mutta ei kakkosen potenssi: n = 2™s, missd m > 0 ja
s > 3, s pariton. Jos s > 5, niin luvut s — 4, s — 2, s+ 2 kuuluvat joukkoon S, mutta luvut
s—3,s—1,s, s+ 1jas+ 3 eiviat kuulu joukkoon S. Tama on vastoin joukosta S tehtya
oletusta. Ainoa mahdollisuus on s = 3. Silloin n > 12 ja S = {1, 5,7, 11, ..., n — 1},
mika myo6s on vastoin oletusta. Vain kakkosen potenssit tulevat parillisen n:n tapauksessa
kysymykseen.

91.3. Merktdan Aq:l1la S:N parillisten alkioiden Ss:lla S:n kolmella jaollisten alkioiden,
As:lla S:n viidella jaollisten alkioiden ja A4:114 S:n seitsemélla jaollisten alkioiden joukkoa.
Olkoon A = A; U Ao U A3 U Ay. Jos | X| tarkoittaa joukon X alkioiden lukum&dréé, niin
A = 216. Jos joukosta A valitaan viisi lukua, niin niistd ainakin kaksi kuuluu samaa
joukkoon Aj;. Nailla kahdella on yhteinen tekija. Tehtavén n on siis ainakin 217.

Olkoon By = A\{2, 3, 5, 7} ja B, = {112, 11-13, 11-17, 11-19, 11-23, 132, 13-17, 13-19}
ja P =S\ (B1UBj3). Joukon P alkiot ovat 1 ja S:n alkuluvut, ja |P| = |S|—|B1| —|Bz| =
280 — 212 — 8 = 60. Olkoon nyt T C S joukko, jolle |T| > 217. Osoitetaan, ettd T sisdltaa
viisi lukua, joista milladn kahdella ei ole muita yhteisia tekijoita kuin 1. Voidaan olettaa,
ettd |T'N P| < 4. Joukossa on T on siis ainakin 213 yhdistettyd lukua. Koska joukossa
S on 220 yhdistettya lukua, S:ssé on enintaén seitseman 7T:hen kuulumatonta yhdistettya
lukua. Maaritelladn kahdeksan joukkoa M;, 1 < i < 8, seuraavasti:

My ={2-23,3-19,5-17,7-13, 11 - 11}
My=1{2-29,3-23,5-19,7-17, 11 - 13}
Ms;={2-31,3-29,5-23,7-19, 11 -17}
My={2-37,3-31,5-29, 7-23, 11 - 19}
Ms=1{2-41,3-37,5-31,7-29, 11 - 23}
Mg ={2-43,3-41,5-37,7-31, 13- 17}
M;={2-47,3-43,5-41, 7-37, 13- 19}
Mg = {2%, 32, 5% 7%, 13%}
Valttamatta ainakin yksi joukoista M; kuuluu kokonaan T:hen. Mutta kaikkien M;-

joukkojen alkiot ovat parittain yhteistekijattomia. Joukkoa T koskeva vaite on todistettu.
Tehtavan n on siis < 217. Kaikkiaan on oltava n = 217.
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91.4. Numeroidaan sivut seuraavasti: aloitetaan jostakin solmusta ja edetaan perakkaisia
viela numeroimattomia sivuja pitkin varustaen ne ykkosesta alkaen perakkaisilla nume-
roilla. Silloin, kun ei ole endd mahdollista jatkaa matkaa pitkin viela numeroimatonta
sivua, siirrytaan johonkin solmuun, jonka kautta on jo kuljettu ja josta lahtee vield nume-
roimaton sivu, ja toistetaan edelld kuvattu prosessi. Taméa on mahdollista, koska verkko
oletettiin yhtenaiseksi. Menettelya jatketaan, kunnes kaikki sivut on varustettu numeroilla.
Jos verkon solmuun liittyy useampia kuin yksi sivu, niin joko solmuun liittyy kaksi sivua,
joiden numerot ovat perakkaiset tai sitten aloitussivu, jonka numero on 1. Kummassakin
tapauksessa solmuun liittyvien sivujen numeroiden suurin yhteinen tekija on 1.

91.5 Merkitaén a = BC, b = CA jac = AB; /PAB =o', /ZPBC = 3’ ja ZPCA = «/;
a' = PA, bV = PB ja ¢ = PC. Kosinilauseen perusteella

b? =a? + ¢ —2dccosa’
?=b?+a%—20acosf

a? =%+ % —2bcos,
ja siis
2(a’ccosa +bacosf + c'beosy’) = a® + b* + .
Jos olisi o/ > 30°, 8 > 30° ja +" > 30°, olisi
V3(d'e+Va+cb) > a® +b% + 2. (1)
Lasketaan kolmion ABC' ala T kolmioiden PAB, PBC ja PCA alojen summana:

1
T = i(a’csin o +basin B + bsiny’).

Tehdyn oletuksen perusteella
1
T > Z(a'c +b'a+c'b). (2)
Epéayhtéloista (1) ja (2) seuraa
1
T > —=(+b* + ).
4v§( )

Mutta Heronin kaavan ja Cauchy — Schwarzin epayhtalon nojalla on

T:1\/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)

4
1 a+b+c\’
< =
_4\/(a+b+c)(73 )
1

(a® + b +c2).

1
123

Ristiriita osoittaa vastaoletuksen vaaraksi.

(a+b+ec)? <

T 43
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91.6. Esitetéidn lukujono, jolle tehtévin epiyhtilé on tosi jo arvolla a = 1. Koska /2
ei ole rationaaliluku, niin |2¢? — p?| > 1 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla p ja g. Jos

p < 2¢, niin tasta seuraa
1

1
J— > —_
V2+p  4q
Epéyhtlo (1) pitee luonnollisesti myds, kun 2¢g < p. Asetetaan nyt z; = 4(iv/2 — [iv/2]).
Silloin |z;| < 4 kaikilla 4, ja kun ¢ > j on

lav2 —p| > (1)

4G —J)

i — jllai — ;| = 46 — §)|(i — V2 — ([iV2] — [[V2))| > =)

=1.

92.1. Oletetaan, ettd (a — 1)(b — 1)(c — 1)|abc — 1. Jos jokin luvuista a, b, ¢ on pariton,
on luvulla abc — 1 parillinen tekija (a — 1)(b — 1)(c — 1). Tamé& on mahdollista vain, jos
a, b ja c ovat kaikki parittomia. Siispa luvut a, b ja ¢ ovat yhté aikaa kaikki parillisia tai
kaikki parittomia. Mikali olisi a > 4, voitaisiin arvioida
abc — 1 a b c 456
< =2

(a—1)(b—1)(c—1) Sa—1b—1lc—1°345 °

mikd on mahdotonta. Jos a = 2, niin b > 4 ja ¢ > 6 ovat parillisa ja luku (b —1)(c — 1)
itseddn suuremman ja parittoman luvun 2bc — 1 tekija. Arvion 5-(b—1)(c—1) = 2bc+5+
¢(2b—5)+b(c—5) > 2bc — 1 nojalla ainoaksi vaihtoehdoksi jaa 2bc—1 = 3(b—1)(c—1) eli
(b—3)(c—3) = 5. Koska 5 on alkuluku, on oltava b—3 = 1 ja ¢—3 = 5. Loydettiin ratkaisu
(a, b, c) =1(2,4,8). Josa=3,b>5jac>7ovat parittomia, ja 2(b—1)(c—1) on tekijana
itseddn suuremmassa luvussa 3bc—1. Koska 3-2(b—1)(c—1) = 3bc+6+(2b—6)c+(c—6)b >
3bc—1,niin 3bc—1=2-2(b—1)(c—1) eli (b—4)(c—4) = 11, josta seuraa b =5 ja ¢ = 15.
Tehtavalla on ratkaisut (a, b, ¢) = (2, 4, 8) ja (a, b, ¢) = (3, 5, 15).

92.2. Merkitdin f(0) = a ja f(—a?) = b. Annetun funktionaaliyhtilén nojalla f(b) =
f(0*+ f(—=a?)) = —a?+a® = 0. Jos f(x) = 0, niin a = f(0) = f(0*+ f(x)) = z+a?, joten
r = a — a?. Siis b on funktion f ainoa nollakohta, ja b = a — a?. Toisaalta f(b* + a) =
f(b* + £(0)) = 0, joten on oltava b*> + a = a — a?, eli a® + b? = 0. Niin on osoitettu, etti
a= f(0)=0.

Kun funktionaaliyhtdloon sijoitetaan y:n paikalle f(y) ja = 0 ndhd&an, ettéd

f(fw) =y (1)

Sijoittamalla y = 0 saadaan
f@®) = (f(x))* (2)

Viimeksi johdetun yhtélon nojalla f(z) > 0, kun x > 0. Koska 0 on ainoa nollakohta, niin
f(x) >0, kun z>0.

Sijoittamalla funktionaaliyhtdléon y:n paikalle f(y) ja soveltamalla yhtéloitd (1) ja (2)
nahdaan, etta itse asiassa

fle+y)=f(x)+f(y), kam >0 ja yecR. (3)
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Oletetaan, ettd x > y. Silloin yhtélon (3) nojalla f(x) = f(z—vy)+ f(y) > f(y), eli funktio
f on aidosti kasvava. Jos jollakin = € R olisi z > f(x), niin seuraisi f(z) > f(f(x)), ja
yhtédlon (1) nojalla f(x) > x, mikd on mahdotonta. Vastaavasti johdetaan ristiriita 1&htien
oletuksesta x < f(x). Ainoaksi mahdollisuudeksi jaa, ettd f(z) = z kaikilla z. Ké&ntéen
huomataan, ettd identtinen funktio toteuttaa selvasti annetun funktionaaliyhtalon.

92.3. Osoitetaan, ettd n = 33. Selvastikin pisteiden yhdysjanoja on kaikkiaan 36. Mikali
33 yhdysjanaa on varitetty, voidaan valita kolme pistetta niin, ettd jokainen varittamaton
vhdysjana paittyy johonkin néista pisteista. Merkitaan jaljelle jaaneita pisteita Ap, Ao,
..., Ag; jokainen naiden valisista yhdysjanoista on véaritetty. Tarkastellaan seuraavaksi
vain ndiden pisteiden valisid janoja. Pisteesta A; lahtee ainakin kolme samanvéarista janaa;
symmetrian nojalla voidaan olettaa, ettd esim. janat A1 As, A1 As ja A1 A4 ovat punaisia.
Jos nyt janoista As Az, As A4, A3A4 on jokin punainen, niin selvasti muodostuu punainen
kolmio, jonka karkena on A;. Jos taas viimeksi mainitut janat ovat kaikki vihreitd, on
kolmio As A3 A, yksivarinen. [Itse asiassa téssé todistettiin tunnettu kombinatoriikan tulos,
joka usein ilmaistaan muodossa: kuuden henkilon joukosta voidaan valita kolme, jotka ovat
joko kaikki toistensa tuttuja tai kaikki tuntemattomia toisilleen!] N&in on tullut osoitetuksi,
etta n < 33.

Todistus on valmis, kun konstruoidaan 32 yhdysjanan véritys siten ettei yksivarista kol-
miota muodostu. Merkitaan annettuja pisteitd numeroilla 1, 2, ..., 9. Varitetdan pu-
naisiksi yhdysjanat 12, 13, 19, 18, 24, 25, 34, 35, 46, 47, 56, 57, 68, 69, 78, 79; jatetaan
varittamatta yhdysjanat 23, 45, 67, 89 ja varitetaan loput janoista vihreiksi. Tarkistus on
mekaaninen.

K92.4. Sivutkoon ympyra C suoraa L pisteessa P;, olkoon O ympyran C' keskipiste ja
P, ympyralla C' siten, ettd P; P> on ympyran halkaisija. Olkoon S puolisuora, joka alkaa
pisteestd P,, on janan OM suuntainen ja sijaitsee ympyran C ulkopuolella. Todistetaan,
ettd kysytty pistejoukko muodostuu puolisuorasta S (johon ei lueta pistettd P»). Riittéé,
kun osoitetaan, ettd mikali pisteet PQ) R ovat kuten tehtavéassé, niin janat PP, ja OM ovat
yhdensuuntaisia. Merkitdan |PQ| = ¢, |QR| = a ja |RP| = b. Olkoon C’ ympyra kolmion
PQR ulkopuolella, joka sivuaa sivua QR ja sivujen P(Q) ja PR jatkeita. Leikatkoon suora
PP, suoran L pisteessa P3. Kayttamalla hyvaksi homotetiaa pisteen P suhteen, joka vie
ympyran C' ympyréille C’, ndhdéan, ettd C’ sivuaa suoraa L pisteessd Ps3. Merkitdan
|QPs| = x ja |[RP3| = y. Tarkastelemalla pisteestd () ympyrélle C’ piirrettyja tangentteja
nahdaan, etta pisteestd P ympyralle C’ piirretyn tangentin pituus on ¢ + x. Vastaavasti
kyseiseksi pituudeksi lasketaan b + y, joten x —y = b — ¢. Toisaalta x + y = a, joten
x = (a+b—c)/2. Sivutkoon ympyra C' sivuja PQ ja PR pisteissi Ry ja Q2. Merkitdin
|PRi| = u, |QP1] = v ja |RQ:1| = w. Koska |QR1| = |QP1], niin u + v = ¢ ja vastaavasti
v4+w = a, w+u = b, joten |RP,| = |RQ1| = w = (a+b—c)/2 = |QP;|. Koska M puolittaa
sivun QR, niin edellisen nojalla se puolittaa myos janan P, P3. Siispa kolmiot P, Py Ps ja
OP; M ovat yhdenmuotoisia, mista seuraakin janojen PP, ja OM yhdensuuntaisuus.

92.5. Merkitédén |S;| = a, |Sy| = b ja |S.| = c. Todistetaan véite induktiolla lukumé&érin
|S| suhteen. Viite pétee selvésti kun |S| = 1. Oletetaan sitten, ettd véite on tosi kun
|S| < N, N > 2. Tarkastellaan joukkoa S, jolle |S| = N. Voidaan valita taso T, joka
on yhdensuuntainen jonkin koordinaattitason kanssa, ja joka jakaa joukon S kahdeksi
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osajoukoksi Sy ja S siten, ettd N = |S1|+|S2| ja [S1] < N, |S2| < N. Induktiohypoteesin
nojalla |S1]? < aibier ja [S2]? < agbace, missd a1 = [(S1)z],...,c2 = [(S2).]. Voidaan
olettaa, etta taso 1" on yhdensuuntainen xy-tason kanssa, jolloin a; + as = a, by + by = b,
c1 < c¢ja cg < c. Induktioaskel on valmis, kun havaitaan, ettd Cauchyn — Schwarzin
epayhtalon nojalla

1812 = (IS1] +1S2])? < (Vaibier + Vagbaca)?
< e(vary/by + Vaz/b2)? < c(ay + az)(by + by) = abe.

92.6. Sovitaan, ettd ratkaisussa kaytettavat kirjainsymbolit edustavat aina kokonaislu-
kuja. Sanotaan, ettd luonnollisella luvulla m on k-esitys (k € {1, 2, 3,...}), mikdli m
voidaan lausua k:n positiivisen nelicluvun summana.

(a) Riittdd, kun osoitetaan, ettei millddn luvulla m > 16 ole (m — 13)-esitystd. Vas-
taoletuksen mukaan voitaisiin kirjoittaa m = a; + 4as + a3z + ... + r?a, + ... ja
m—13 = a1 + as + ag + ..., missa a; > 0. Vahentamaéllad yhtalot toisistaan saadaan
13 = 3as + 8az + 15a4 + ..., mista seuraa a; = 0, kun ¢ > 3, ja 3as + 8ag = 13. Suora
kokeilu osoittaa, ettei viimeksi kirjoittu yhtalo toteudu positiivisilla luvuilla as ja ag.

(b) Todistetaan, ettd S(13) = 132 — 14. Osoitetaan ensin, etti luvulla 132 = 169 on k-
esitys, joka koostuu vain nelidista 1, 4 ja 9, kun 25 < k < 155 = 132 — 14. On ratkaistava
kokonaislukuyhtalot

a1 + 4as + 9a3 = 169 (1)
ja

a1+a2—|—a3:k (2)

(a; > 0). Kun a7 eliminoidaan pois, on yhtépitévasti ratkaistava 3as + 8ag = 169 — k
rajoituksella as + a3 < k. Koska 2-3+8=14,5-3=15,2-8 =16 ja 169 — k > 14, niin
voidaan kirjoittaa 169 — k = 3 - ¢ 4+ m, missd ¢ > 0 ja m € {14, 15, 16}. Siis loytyy ei-
negatiiviset r, s niin, etta 169 —k = 3r+8s. Mikali r < 7, valitaan as = r, ag = s. Muussa
tapauksessa kirjoitetaan r = 8u + v, missa 0 < v < 7, ja valitaan as = v, a3 = s + 3u.
Nain on loydetty ei-negatiiviset ao, agz, joille 169 — k = 3as + 8asz ja as < 7. Lisaksi
as+az <7+ (169—k)/8 < k, kun k > 25. Valitaan a; = k —ay —as > 0, jolloin kolmikko
(a1, as,as3) toteuttaa yhtalot (1) ja (2).
Kirjoitetaan lopuksi k-esitykset luvulle 169 k:n arvoilla 1, 2, ..., 24: 169 = 144 + 25 =
144+16+9=100+64+4+1=2-644+36+4+1=144+9+4-4=64+4-25+4+1=
64+36+4-16+4+1=4-364+9+4-4=4-254+4-16+4+1=36+8-16+4+1=
3-36+5-94+4-4=4-2543-16+5-4+1=8-164+4-94+44+1=2-36+9-94+4-4=
4-254+2-16+9-4+1=7-16+4-9+5-4+1=36+13-94+4-4=4-25+16+13-4+1 =
6-16+4-949-4+1=17-944-4=4-25+17-4+1 =5-16+4-9+13-4+1 =17-9+3-4+4-1.
(c) Viite seuraa b-kohdasta kun todistetaan, etti tiedosta S(X) = X2?—14 seuraa S(2X) =
(2X)? — 14, kun X > 8. Oletetaan siis, ettd S(X) = X2 — 14 ja X > 8. Luvulle (2X)?
saadaan k-esitykset kun k = 1,2,3 yksinkertaisesti kirjoittamalla luvulle X? vastaavat
esitykset ja kertomalla puolittain luvulla 4. Toisaalta (2X)? = X2+ X2+ X2+ X? ja kun
tassd oikealla puolella kirjoitetaan ¢:nnelle summattavalle riippumattomasti r;-esitykset
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mahdollisilla r;:n arvoilla saadaan luvulle (2X)? k-esitykset kun 4 < k < (2X)? — 56.
Olkoon vihdoin k = (2X)? — 7, missi 14 < r < 55. Koska X2 > 8, on oletuksen mukaan
luvulla X? (X2 —r)-esitys X? = af+...+a%._,. Luvulle (2X)? saadaan k-esitys muodossa
(2X)?=af+...+a%._, + (3X?) 12

93.1. Oletetaan, ettd f(z) = g(x)h(x), missd g ja h ovat kokonaislukukertoimisia aina-
kin ensimmaistéd astetta olevia polynomeja. Silloin g(0)h(0) = 3, joten g(0):n ja h(0):n
mahdolliset arvot ovat +1 ja +3. Oletetaan, ettd g(0) = +1. Voidaan olettaa, etta
g(z) = 2" +ap_12* ' +... + a1z + 1. Koska f(£1) # 0, niin k > 1. Olkoot z1, xa, ...,
xj, yhtélon g(x) = 0 (kompleksiset) ratkaisut. Silloin |zi2 - ... x| = 1. Koska luvut z;
ovat yhtdlon f(x) = 0 ratkaisuja, niin .CC:;-L_1<$]' +5)=-3,7=1,2,..., k. Kun ndma k
yhtiilod kerrotaan keskeniiéin, saadaan |(x1+5)(z2 +5) ... (zx+5)| = 3 eli [g(—5)| = 3*.
Toisaalta g(—5) on luvun f(—5) = 3 tekiji, joten |g(—5)] = 1 tai |g(—5)| = 3. Saatu
ristiriita osoittaa ratkaisun alussa tehdyn oletuksen virheelliseksi, joten tehtavin vaite on
tullut todistetuksi.

93.2. (a) Piirretdén jana DE niin, ettd DE = DB ja DE1DB. Silloin ZADE = ZACB

AD BD DFE
ja 1C - BC Bc,jl(gen l:)gniot ADE ja ACB ovat yhdenmuotoiset (sks). Téten

/CAB = /DAF ja 15— AD" Edelleen /CAD = /CAB — /DAB = /DAFE —

/ZDAB = ZBAE. My6s kolmiot CAD ja BAE ovat yhdenmuotoiset (sks). Koska BDFE on
AC  CD CD

AB ~ BE \2BD’

tasakylkinen suorakulmainen kolmio, BE = V2BD. Saadaan siis

. AB -CD
josta Z—pp = V2

(b) Olkoot CT ja CU kolmioiden AC'D ja BC'D ympéri piirrettyjen ympyroiden pisteeseen
C piirrettyja tangentteja. Silloin ZDCT = ZDAC ja Z/DCU = ZDBC samoja kaaria
vastaavina tangentti- ja kehdkulmina. Kolmion ABD kulmasummasta saadaan ZADE +
/DAB+ ZDBA + 90° = 180°. Koska ZADE = ZACB, on edelleen ZACB + ZCAB —
LCAD 4+ ZABC — ZDBC = 90°. Kun otetaan huomioon kolmion ABC kulmasumma,
saadaan haluttu relaatio 90° = ZCAD + /DBC = /DCU + /DCT = ZUCT.

93.3. Varitetdan sakkilaudan ruudut kolmella varilla A, B ja C niin, ettd kussakin ”al-
haalta vasemmalta” ”ylos oikealle” kulkevassa vinorivissd ruudut ovat samanvariset ja
vinorivien vérit seuraavat toisiaan samassa jarjestyksessa. Oletetaan, ettd nappuloiden
alkuasentonelion lavistdjarivi on varia A. Symmetrian perusteella B- ja C-vérisilla ruu-
duilla on alkuasemassa yhtd monta nappulaa. Jos n = 3k, niin A-varisilla ruuduilla on
alkuasemassa

L,

kk—1) _gn 1
3

3k+2((3k—3)+ (B3k—6)+...+3)=3k+2-3

nappulaa; alkuasemassa on talloin yhta monta nappulaa jokaisella kolmella varilla vari-
tetyissa ruuduissa. Jokainen pelin siirto muuttaa kunkin varisilla ruuduilla olevien nap-
puloiden maaran parillisuuden: siirto poistaa kahdelta erivariseltd ruudulta nappulan ja
lisda yhden nappulan kolmannelle vérille. Loppuasemassa yhden varin nappulaméara on
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pariton ja kahden muun parillinen. Koska alkuasemassa kaikilla vareilla oli sama nappu-
lamaara, peli ei voi onnistua.

Olkoon sitten n jaoton kolmella. Jos n = 2, peli saadaan onnistumaan. Helposti nahdaan
myos, etta neljastd ruudusta muodostuvan L:n muotoisen kuvion kolmesta vierekkain ole-
vasta ruudusta voidaan kolmella siirrolla poistaa nappulat, jos L:n lyhyemmassa sakarassa
olevalla nappulalla voidaan tehda ensimmainen siirto. Lisaksi 2 x 3-suorakaiteessa olevat
kolme kuusi nappulaa voidaan poistaa esimerkiksi silloin, kun suorakaiteen kahdella pitkan
ja yhden lyhyen sivun vierekkéiset ruudut ovat tyhjia ja ainakin toinen toiseen lyhyeen si-
vuun rajoittuvista ruuduista on miehitetty. Naitd operaatioita toistamalla nahdasn, etta
peli onnistuu, kun n =4 ja n = 5. Kun n > 6, samoja operaatioita toistamalla paastaan
tilanteeseen, jossa nappulat ovat (n —3) x (n — 3)-neliossé. Toistamalla tarvittaessa samat
operaatiot saadaan tilanne palautetuksi 4 x 4- tai 5 x 5-neli6on. Peli onnistuu siis aina ja
vain, kun n ei ole jaollinen kolmella.

93.4. Olkoot A; ja A mielivaltaisia tason pisteitd ja r < A;As. Selvitetddn ensin, millai-
nen on niiden pisteiden X joukko E(A;, Ag, r), joille pitee m(X A1 A4s) < r. Jos K; ja Ky
ovat Ai- ja As-keskiset r-sdteiset ympyrat ¢ ja to ympyroiden K ja Ko yhdensuuntaiset
yhteiset tangentit ja t|, t] sekd ¢}, tJ ympyran pisteen A; kautta kulkevat ympyrian Ko
seké pisteen Ay kautta kulkevat ympyran K; tangentit, niin kyseinen joukko muodostuu
suorien t; ja to véliin jadvastd yhdensuuntaisvyostd ja kulmista t] A1ty seké th Aoty Jos
M; on tangenttien ¢; ja t} leikkauspiste, niin helppo kehdkulmatarkastelu osoittaa, etta
kolmio A; A; M, on tasakylkinen, eli AjM; = A; As. Joukkoa E(r) rajoittavien murtovii-
vojen kérkipisteet ovat siis A; As:sta etéisyydella r olevilla suorilla ja A;- seké As-keskisilla
Aq Ag-siteisilla ympyroilla.

Olkoon sitten ABC' tehtavan kolmio; ei merkitse rajoitusta, kun oletetaan, ettd AB on
sen pisin sivu; merkitddn r = m(ABC). Suorat AB, BC ja CD jakavat tason seitseméén
osaan, joista yksi on kolmio G 4p¢ eli kolmio ABC, ja kolme sellaisia kulmia, joiden karki
on jokin kolmion kérki. Olkoot nama alueet G4, Gp ja G¢. Loput kolme aluetta ovat
kahden puolisidteen ja yhden kolmion sivun rajoittamia alueita; olkoot ne G ap, Gpc ja
Gac. Kukin alue sisaltda myos reunansa. Jaetaan tarkastelu tapauksiin sen mukaan,
missa piste X sijaitsee. (a) Piste X on kolmion ABC sisélla (tai reunalla). Jos |[PQR| on
kolmion PQR ala ja —PQ— janan PQ pituus, niin |[ABC| = |ABX| + |[AXC| + |ABC|.
Jaetaan tdméa yhtélo puolittain |AB|:1l14. Koska |[AB| > |AX|, |AB| > |BX|, niin

2IAXC| 2|XBC| "
|AB] IAB|

Selvésti 2| PQR| = m(PQR) - max{|PQ|, |QR|, |RP|}. Koska AB on ainakin yhta pitka
kuin kolmioiden AX C' ja X BC pisin sivu, niin epayhtélon (1) oikean puolen kaksi viimeisté
yhteenlaskettavaa ovat enintddn m(AXC) ja m(X BC'). Viite on téssa tapauksessa todis-
tettu. (b) Piste X on alueessa G¢. Koska m(ABC) = r on pisteestd C piirretyn korkeus-
janan pituus, ja |AC| < |AB|, |BC| < |AB], niin piste C ja alue G¢ on joukon E(A, B, r)
osajoukko. (c) Piste X on joukossa G 4. Koska suora AB on C-keskisen r-séteisen ympyran
tangentti, kulma G4 on joukon E(B, C, r) osajoukko, joten m(ABC) = r < m(XBC).
Viite péatee; symmetrian takia viite patee myos, kun X € Gp. (d) Piste X on alu-
eessa Gap. Leikatkoon XC janan AB pisteessi Y. Kohtien (b) ja (c) perusteella

m(ABC) < m(ABX) +
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m(AYC) < m(AXC) jam(BCY) < m(BCX). Liséksi m(ABY) = 0. Koska y € Gapc,
m(ABC) < m(ABY)+m(AY C)+m(Y BC) < m(ABX)+m(AXC)+m(X BC). Paittely
tapauksissa X € Ggc ja X € Ga¢ on sama.

1
93.5. Olkoon r = 5(\/5 +1), 1,6 < r < 1,7, yhtélon r? = r + 1 positiivinen juuri. Silloin
funktiolle g(z) = rax pitee kaikilla n € N g(g(n)) = r?>n = rm +n = g(n) + n. g(n) ei

1 1
kuitenkaan ole kokonaisluku. Asetetaan f(n) = {g(n) + 5} Silloin f(1) = |r + 5| = 2.
Koska r > 1, niin g(n + 1) > g(n) + 1, mistd seuraa, ettd myos f(n + 1) > f(n). On
vield osoitettava, ettd f toteuttaa tehtdvin keskimmaisen ehdon. Taméa seuraa siité, etta

f(f(n)) — f(n) — n on kokonaisluku, |g(n) — f(n)| < % ja

F(£) = F(m) =l = lg(g(m) = g(n) =0 — glg(m) + F(F(1)) = F(n) +g(n)
= 1F(f(n)) = glg(m)) + g(n) — £ ()]

l9(F () = glg(m) + F(F(n) = g(f () + g(n) = F ()]

= [(1=r)(gln) ~ Fn) + F(F() — g(F )| < 5= 1)+ 5 = £ <1

93.6. Ajatellaan lamppuja kierrettavan n:ssa paikassa Ty, 77, jne. niin, ettd operaatiota
S; tehtaessa lamppu L; on paikassa Tj. Olkoon v; 0 tai 1 sen mukaan, onko paikassa Tj
sammuksissa oleva vai palava lamppu. Operaatio S; merkitsee, etta vy korvataan luvulla
vo + vp—1( mod 2) ja kierto sité, ettd v;m tilalle tulee v;1. Liitetdén lamppujen tilaan
kullakin hetkella polynomi

P(x) =vp—2 +vp_3x+ ...+ on”_2 + Un_lx”_l.

Operaatio ja kierto merkitsevit, ettd polynomi muuttuu muotoon

Q(z) = V1 + Vp_ox + ...+ (Vo + vp_1)z" L.

Jos kéytetddn polynomikongruenssimerkintdé p(x) = ¢(x) mod r(z), jos p(z) — q(x) on
polynomin r monikerta ja lasketaan kertoimilla modulo 2, niin operaatio ja kierto mer-
kitsevit, ettd Q(z) = zP(r) mod ™ + 2"~ ! + 1. Kéytetddn tdmén jilkeen =-merkkii
tarkoittamaan polynomikongruenssia mod z™ + z"~! + 1. (a)-kohdan todistamiseksi
riittdd 16ytias M (n) siten, ettd (™) = 1. Koska tarkasteltavan kongruenssin ekvivalens-
siluokkien maara on aarellinen, on oltava x? = z" joillakin kokonalsluvullla q < r. Mutta
silloin 2"~¢ = 1. (b)-kohta tulee todistetuksi, jos osoitetaan, ettd z™ ~! = 1, kun n = 2%,
Nyt

2 _ 2
" ="t D) =2 T 4,
koska kertalukua n = 2F olevat binomikertoimet ovat ensimmaéisté ja viimeistd lukuun

ottamatta parillisia. Siten
2

1=(1+ x”)x”z_” =" L
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(c)-kohdassa osoitetaan vastaavasti, etté gt = 1, kun n = 2* + 1. Samalla tavalla
kuin (b)-kohdassa saadaan

x,n?—l = (.’L‘n+1>n_1 = (SIJ + xn)n—l xn—l + xn(n—l)

ja

(1 + xn—l)mnz—n = mn—l,
josta viite seuraa, kun sijoitetaan 1 4+ 2"~ = 2.
94.1. Merkitddn A = {a1, ..., an} ja h = min A. Koska a;:t eroavat toisistaan, on siis
todistettava, ettd joukon A alkioiden keskiarvo on vahintdan ”TH Tutkitaan joukon A
alkioita modulo h, ja merkitddn Ay = {a € A | a = k mod h} kaikilla k =0, ..., h — 1.
Olkoon k € {0, ..., h—1} sellainen, etta Ay # (. Talloin hy = min Ay > h. Koska hy, € A
ja h € A, hy + jh € A kaikilla j = 0, ..., jg, missd jr on suurin kokonaisluku 7, jolle
patee hi + jh < n. Luvun j méaritelmésta seuraa valittomaésti, ettd hy + (jx + 1)h > n
eli hy + jxh > n—h+ 1. Nyt joukon Ay = {hk, hx +h, ..., hi + jrh} alkiot muodostavat
aritmeettisen jonon, ja sen alkioiden keskiarvo on

hi + (hi + jih) - h+n—-h+1 n+1
2 - 2 2
Koska kaikilla k = 0, ..., h—1 joko A = () tai joukon A;, alkioiden keskiarvo on vahintain
n+1 n+1

5 my0s joukon A alkioiden keskiarvo on vahintaén
94.2. Oletetaan ensin, ettd OQ ja E'F ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Talloin suo-
rakulmaisilla kolmioilla OQFE ja OBE on sama hypotenuusa, joten ympyra, jonka hal-
kaisijana on OF, kulkee pisteiden O, @), B ja E kautta. Samasta syysta nelikulmion
OCF(@Q ympari voidaan piirtdd ympyréd. Tarkastelemalla ndiden ympyroiden kehakulmia
todetaan, ettd ZOEQ = Z0BQ ja ZOFQ = Z0CQ. Toisaalta kolmion OC B tasakylki-
syyden vuoksi ZOBQ = Z0CQ. Siis kolmiot OQFE ja OQF ovat yhtenevat, mista seuraa
QE = QF.

Oletetaan sitten, ettd QF = QF. Leikatkoon kolmion OFEF kantaa EF vasten piirretty
korkeusjana (tai sen jatke) suoran BC' pisteessé Q.

Piirretaan pisteen Q" kautta janan E'F kanssa yhdensuuntainen suora; taméa leikkaa
suorat AB ja AC pisteissd E’ ja F'. Ylla todistetun perusteella Q'E’ = Q'F’. Leikatkoon
AQ' janan E'F pisteessd N. Yhdenmuotoisuuksien nojalla NE = NF, ja koska oletettiin,
ettd QF = QF, taytyy olla Q = N. Toisaalta ) on suoralla BC, N suoralla AQ’, ja Q' on
naiden suorien yksikésitteinen leikkauspiste. Siis Q = Q' ja OQ ja E'F ovat kohtisuorassa.

94.3. a) Madritellddn luonnollisten lukujen joukossa funktio ¢ asettamalla ¢(k) = 1,
jos luvun k bindarikehitelmésséd on kolme ykkostd ja ¢(k) = 0 muuten. Ilmeisestikin
flk+1) = f(k) — ok + 1)+ ¢(2k + 1) + ¢(2k + 2). Toisaalta lukujen k + 1 ja 2(k +
1) bin&ariesityksissd on sama médra ykkosiéd, joten edellinen yhtdlé supistuu muotoon
f(E+1)= f(k)+ &2k +1) < f(k)+ 1. Siten f on kasvava, ja sen arvojoukko koostuu
perikkaisista luonnollisista luvuista. Toisaalta, kun k on esimerkiksi muotoa 2¢ + 1, niin
?(2k +1) =1, joten f(k+1) = f(k)+ 1 ddrettdmén monella k:n arvolla. Koska f(1) =
»(2) =0, f saa kaikki positiiviset kokonaislukuarvot.



45

b) Kun k£ > 2, f(k) = f(k—1)+ ¢(2k — 1) ja f(k+ 1) = f(k) + ¢(2k + 1). Epéayhtéalo
f(k—=1) < f(k) < f(k+1) on siis yhtapitava sen kanssa, ettd ¢(2k — 1) = ¢p(2k + 1) = 1.
Kaikki parittomat luonnolliset luvut, joiden binaariesityksessa on kolme ykkosta, voidaan
esittdd muodossa n = 201 +2¢2 + 1, missd £1 > f5 > 0. Jotta seki 2k — 1 ettd 2k + 1 olisivat
tiatd muotoa, tiytyy olla olemassa sellainen kokonaisluku ¢ > 2, etté 2k — 1 = 2¢+1 + 3 eli

k = 2+ 2. Tlmeisesti f(2¢) = (%1) - (g) = (§>,joten f2+2) = f(29) + (2 +1) +

14 1
P(2¢ +3) = (2> +0+1=1+ <2) Siis yhtalolla f(k) = m on tdsmélleen yksi ratkaisu,

kun m =1+ <§) jollakin £ € N, £ > 2.

94.4. Koska
3 1 2 3 1
flm, n) = n —n” rm -1 :n?’u — (m*n® + mn + 1)
mn — 1 mn — 1 mn — 1
3
ja luvuilla n ja mn — 1 ei ole yhteisia tekijoita, on kokonaisluku tasmalleen silloin,
2
n®+m . . . . .
kun on kokonaisluku, ja f(m, n) on kokonaisluku aina, kun f(n, m) on kokonais-
mn —
luku. Kun n = m,
n24+m n®+n n 1
mn—1 n2—-1 n-—1 -1’

joten ainoa kokonaislukuratkaisu saadaan, kun n = 2. Koska f(m, 1) = R tapauk-
sessa n = 1 kokonaislukuratkaisuja saadaan, kun m = 2 tai m = 3. Kun m > n > 2,
2

onn?+m<nm-—1)+mn—-1)=2mn—m—n < 2(mn—1) eli r +TZ < 2, joten,
mn —

kun merkitdin m = n + k, saadaan kokonaislukuratkaisun ehdoksi n? + m = mn — 1 eli
n?+n+k=n(n+k)—lelin+k=kn—1eli2 = (k—1)(n—1). Viimeinen yhtilo toteutuu,
kunn =2 jam =5 tai n = 3 jam = 5. Kun m:n ja n:n symmetria otetaan huomioon,
saadaan kaikkiaan 9 eri ratkaisua (2, 2), (1, 2), (2, 1), (3, 1), (1, 3), (2, 5), (5, 2), (3, 5) ja
(5, 3).

94.5. Oletetaan, ettd f on tehtadvan ratkaisu. Palautetaan funktionaaliyhtalo yksinker-
taisemmaksi ottamalla kayttoon positiivisten realilukujen joukossa maaritelty funktio g,
g(z) =1+ f(x —1). Télloin kaikille z, y pétee

g(zg(y) =1+ f(z(1+ f(y—1)) = 1)
=1+ flea—1+fly—-)+(@x-1)f(y—1))
=l+y—1+fla-1)+@y-f(r—-1)=y+yf(zr—1)=yg(x).

Vastaavasti jos g toteuttaa tamén funtionaaliyhtalon, niin f: S — S, f(z) = g(z + 1) —
toteuttaa alkuperdisen. Kuvaus g on injektio, silld jos g(z) = g(x ), niin xzg(1) = g(
g(x)) =g(g(x)) = g(g(x)) = 2'¢g(1) ja koska g(1) > 0, saadaan x = x’. Edelleen g(g(1)) =
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g(1-9(1))=1-¢g(1) = g(1), ja koska g on injektio, g(1) = 1. Tutkitaan, onko kuvauksella
¢ muita kiintopisteitd kuin 1. Kaikilla = pétee g(xg(z)) = zg(x), joten erityisesti jos z
on kiintopiste, niin myds xg(x) = x? on. Siten vililld (1, co) on joko ddrettémin monta
kiintopistettd tai niitd ei ole lainkaan, ja vastaava pétee myos vélille (0, 1). Toisaalta z
on kuvauksen ¢ kiintopiste, jos ja vain jos f(x — 1) =g(x) — 1=z —1leliz’ =x—1 on
kuvauksen f kiintopiste, miké taas on yhtépitavéé sen kanssa, ettd f(2')/2’ = 1. Ehdosta
(ii) seuraa suoraan, ettd kuvauksella f on korkeintaan kolme kiintopistettd =’: mahdollisesti
x' = 0, korkeintaan yksi, jolle 2 > 0, ja korkeintaan yksi, jolle 2’ < 0. Kuvaukselle g tdma,
merkitsee, ettei véleilld (0, 1) ja (1, co) voi olla useita kiintopisteitd. Taméa sopii yhteen
ailemmin todetun kanssa vain, jos 1 on kuvauksen g ainoa kiintopiste. Koska kuitenkin
xg(x) on kiintopiste jokaisella z, taytyy olla voimassa yhtdlo zg(x) = 1 eli g(x) = 1/z.
Siis kaikilla x € S pétee f(z) =gz +1) —1=— <

z+1
Varmistetaan vield, etta loydetty f kelpaa ratkaisuksi. Valittomasti nahdaan, etta vas-
taavaa g noudattaa omaa funktionaaliyhtdloansa, ja kuten on jo todettu, tédsta seuraa,

ettd f toteuttaa omansa. Lisdksi z — f(x)/z = — T on selvésti aidosti kasvava koko

madrittelyjoukossa S. !
94.6. Valitaan joukoksi A kaikkien sellaisten n € N, n > 2, joukko, ettd luvun n pienin
alkutekija p on samalla luvun n alkutekijoiden lukuméara. Osoitetaan, etta A tayttaa an-
netun vaatimuksen; olkoon siis S = {q1, g2, ...}, 1 < g2 < ..., déretén joukko alkulukuja.
Talloin m = qiq2...q¢, € A, mutta n = g2...q5,+1 € A, silla luvun n alkutekijéiden
lukumaara on ¢; < go. Kuitenkin luvuilla m ja n on yhta monta, g1, alkutekijaa.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


