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Tehtavien ratkaisuja
1. Merkitaan kaikilla n > 1
dn = (ap+ a1 + -+ an) — nay,.

Silloin jokainen d,, on kokonaisluku, ja d; = a9 > 0. Nyt d,, > 0 tasan niilld n, joilla
tehtavan epayhtaloista vasemmanpuolinen on tosi. Toisaalta

Napt1 — (a0 +a1+---+an) = (n+1)apnt1 — (ao + a1+ -+ any1) = —dpta,

joten tehtavan oikeanpuoleinen epayhtélo on tosi niilla n, joilla d,, 11 < 0. Osoitetaan, etta
(d,,) on aidosti véheneva jono:

dp—dni1 = (ap+ar1+- - +ap)—na,—(ag+ar1+- - +ant1)—(n+1)an+1 = n(aps1—an) >0,

koska (a,,) on kasvava jono. Aidosti viheneva kokonaislukujono, jonka ensimmaéinen jasen
on positiivinen, ”ohittaa” nollan tasan kerran, ts. on olemassa yksi ja vain yksi n, jolle
dy, >0 > dy,41; todistus on valmis.

2. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Osoitetaan, etté jos m > m?2, niin jokainen rau-
hallinen asetelma sallii tyhjan m x m -nelion. Olkoon siis annettuna jokin rauhallinen
tornien asettelu. Jollakin rivilla R on silloin torni, joka on rivin vasemmanpuolimmaisessa
ruudussa. Valitaan jotkin m allekkaista rivia niin, ettd R on naiden joukossa. Riveilla
on kaikkiaan m tornia. Poistetaan niistd riveistd n — m? > 0 vasemmanpuolimmaista
saraketta. Naiden sarakkeiden mukana laudalta poistuu ainakin yksi torni. Jaljelle jaa
m? x m -suorakaide, jossa on enintdin m — 1 tornia. Suorakaide voidaan jakaa m:ksi
m x m -nelioksi, joista ainakin yksi on tyhja.

Olkoon sitten m? = n. Osoitetaan, etti laudalle voidaan laatia rauhallinen asetelma,

joka ei jata yhtdan m x m -neliota tyhjaksi. Numeroidaan laudan rivit ja sarakkeet 0:sta
(m? —1):een ja nimet##in kukin ruutu parina (r, s), missi r on sen rivin ja s sen sarakkeen
numero. Sijoitetaan tornit ruutuihin (im + j, jm + i), i, j = 0, 1, ..., m — 1. Silloin
joka rivilla ja joka sarakkeessa on tasan yksi torni. Osoitetaan, ettd jokainen m x m -nelio
sisaltad yhden tornin. Olkoon A téllainen nelié. Olkoon sen alimman rivin numero pm+q,
missd 0 < p, ¢ < m — 1. A:n riveilld olevat tornit ovat sarakkeissa ¢qm + p, (¢ + 1)m +
Dy.ooy im=1m+p,p+1, m+(p+1),...,(¢g—1)m+ (p+1). Luvuista pienin on p+ 1
ja suurin (m — 1)m + p. Pienin luku on enintdén m — 1 (jos p = m — 1, niin ¢ = 0 ja listan
pienin luku on gm + p = m — 1) ja suurin ainakin (m — 1)m; kahden perdkkaisen luvun
erotus on enintdan m. Siten jossain A:han kuuluvista m:sté vierekkéisesta sarakkeesta on
torni.
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Olkoon sitten m?

> n. Konstruoidaan edelld olevan mukaisesti rauhallinen asetelma
m? x m? -neliéén ja poistetaan siitd m? — n alinta rivié ja vesemmanpuoleista saraketta.
Syntyva n xn -neli6 ei sisédlla tyhjia m x m-nelioita, mutta siihen jaa tyhjia riveja ja sarak-
keita. Niitd on yhta monta, joten ne voidaan liittaa pareittain toisiinsa. Kunkin tallaiseen
pariin kuuluvan rivin ja sarakeen leikkauspisteeseen voidaan sijoittaa torni; nain taydentyy

rauhallinen asetelma.
Yhteenvetona edellisesté saadaan, etté tehtavéssa kysytty k on [y/n].

3. Viite tulee todistetuksi, jos osoitetaan, etta kol-
mion T'SH ymparysympyran keskipiste on janalla
AH. Aloitetaan valitsemalla puolisuorilta AB ja AD
pisteet () ja R niin, ettd kulmat ZSCQ ja ZTCR
ovat suoria. Kolmiosta SQC ja tehtavan ehdosta
saadaan ZSQC = 90° — ZQSC = 90° — ZCSB =
180° — ZCHS. Taméa merkitsee sitd, etta SQCH
on jannenelikulmio. Kosta ZSCQ on suora, S@ on
kolmion SC'H ympéarysympyran halkaisija, ja ympa-
rysympyran keskipiste K, joka on samalla janan SH
keskinormaalin piste, on janalla AQ. Aivan samoin ndhdééan, ettd kolmion THC ympé-
rysympyran keskipiste L, joka on janan T'H keskinormaalilla, on janalla AR. Osoitetaan,
ettd janojen SH ja T H keskinormaalit leikkaavat suoralla AH. Nama keskinormaalit ovat
samalla kolmioiden AK H ja AHL kulmien ZAKH ja ZALH puolittajia. Edellinen niista

leikkaa siis AH :n pisteessé, joka jakaa AH:n suhteessa K jalkimmainen pisteessa, joka

jakaa AH:n suhteessa T
Yhtéalon
AK _ AL )
KH LH (
todistamiseksi piirretdan jana KL; se leikkaa janan HC' pisteessa M. Koska K ja L
ovat nelikulmioiden SQCH ja THCR ympéarysympyroiden keskipisteitd, KH = KC' ja
LH = LC. KL on siis janan HC' keskinormaali ja M sen keskipiste. Olkoon O nelikul-
mion ABC'D ymparysympyréan keskipiste. Koska nelikulmion B- ja D-karjissa on suorat
kulmat, AC' on ympyran halkaisija. O on siis janan AC' ja M janan HC' keskipiste. Kol-
miosta AC H saadaan nyt M O||AH ja edelleen OH L BD. Koska BO = DO, OM on janan
BD keskinormaali ja siis BM = DM . Kulmat ZKBM ja ZBMC ovat suoria. Nelikulmio
BKCM on siis jannenelikulmio ja KC' on tdméan nelikulmion ympéarysympyran halkai-
sija. Samoin perustein M C'LD on jannenelikulmio ja LC' sen ympéarysympyréan halkaisija.
Sinilauseen nojalla
AK B sin(ZALK) %)
AL sin(ZAKL) (
Sovelletaan (laajennettua) sinilausetta edelleen nelikumioiden BKCM ja MCLD, jolloin
saadaan

sin(ZALK) = l;—]\f, sin(ZAKL) = g—]\lg



Kun otetaan huomioon BM = DM ja (2), saadaan
AK  CK
AL CL’
Mutta CK = KH ja CL = LH, joten (1) pitda paikkansa ja véite on todistettu.

4. Olkoon BM: ja C'N:n leikkauspiste S. Olkoot A
tavalliseen tapaan «, 3, v kolmion ABC kulmat. Kol-

miot BAC, AQC ja BPA ovat yhdenmuotoisia (kk).

Siis ZAP(@Q = «. Yhdenmuotoisuudesta seuraa

BP _BP _AQ _NQ

PM AP QC QC
ja ZBPA = ZAQC ja edelleen /BPM = /NQC =
ZSCP. Tasta seuraa, etta CPSM on jannenelikul-

mio ja LZMSC = ZMPC = ZAPQ = «. Nelikulmio
ABSC on siis jannenelikulmio.

1
5. Jos useiden kolikoiden yhteisarvo on z jollain positiivisella kokonaisluvulla k, ne voidaan

1
korvata yhdella kolikolla, jonka arvo on —. Jos nain syntynyt uusi kokoelam voidaan jakaa

tehtavassa esitetylla tavalla, myos alkuperainen kokoelma voidaan jakaa niin. Kun tama
sulauttaminen on tehty mahdollisimman monta kertaa, ollaan tilanteessa, jossa jokaista

1
parillista k:ta kohden on enintaan yksi kolikko, jonka arvo on z (koska kaksi voitaisiin su-

lauttaa yhteen) ja jokaista paritonta k kohden on enintdén k — 1 kolikkoa, jonka arvo on =

Selvasti jokainen kolikko, jonka arvo on 1, muodostaa oman ryhmansa. Jos tallaisia kolik-

1
koja on d kappaletta, jaljelle jaa rahaa 100 — 3 d:n verran, ja summa koostuu kolikoista,

1
joiden arvo on < 3" Ryhmitellaan kolikot nyt seuraavasti: kaikille £ =1, 2, ..., 100 — d

1
Sy tai % samaan ryhmaéan G. Ryhmassa Gy, olevien

kolikkojen arvo ei ole suurempi kuin

asetetaan kolikot, joiden arvo on

(2k —2) -

1
Erityisesti ryhmésséa (G olevien kolikkojen arvo on 0 tai 7" Jaljella ovat kolikot, joiden arvo

on pienempi kuin . Ryhmissa G} olevien kolikkojen arvo on yhteensa enintédan

1
2(100 — d)

1 1
-+ —d)=100—-d— —.
5 (99 — d) 00 —d 5



Ainakin yhden ryhmén kolikkojen arvo on enintdan

1
100 —d — =
92 _ 1

S R (. S—
100 — d 2(100 — d)

1

2(100 — d) Néin jatkamalla

Tahén ryhméain voidaan sijoittaa kolikko, jonka arvo on

saadaan ”pienet kolikotkin” sijoitetuiksi.

6. Olkoon L tarkasteltava suorajoukko ja F siihen liittyvé &déarellisten alueiden joukko.
Valitaan jokin sellainen L:n osajoukko S, ettd jos S:4an kuuluvat suorat on varitetty sini-
siksi, yhdenkdan F:44n kuuluvan alueen reuna ei ole kokonaan sininen, mutta jos S C 5/,
S # S’ ja S"m suorat ovat sinisié, jonkin F:44n kuuluvan alueen reuna on kokonaan sini-
nen. Olkoon S:ssé olevien suorien lukumééré k. Véaritetdan loput n — k suoraa punaisiksi.
Sanomme, ettd kahden L:&n suoran leikkauspiste on sininen, jos se on kahden sinisen suo-
ran leikkauspiste. Piste on punainen, jos se on sinisen ja punaisen suoran leikkauspiste.

k
Sinisten pisteiden lukumaéréa on 5 ) Olkoon ¢ jokin punainen suora. On olemassa jo-

kin A € F, jonka ainoa punainen sivu on suoralla ¢ (muuten S:&&n voitaisiin lisdta yksi
suora). Olkoot A:n kérjet positiiviseen kiertosuuntaan nimettyiné p, p’, si, ... s; niin, etta
p, p' € £, mutta sq, ..., s; ovat sinisié pisteitd. Liitetdan suoraan ¢ pari (p, s1). Todetaan,
ettd mielivaltaiseen punaisen ja sinisen pisteen pariin (p, s) voidaan liittd& enintdén yksi
suora £, koska p ja s ovat perakkaiset karjet positiivisessa kiertosuunnassa enintadan yhden
alueen reunalla.

Vaitetaan, etta jokaiseen siniseen pisteeseen liittyy enintaan kaksi punaista suoraa. Jos
nain on, niin
k
n—k§2<2) =k -k

eli n < k2, ja viite on todistettu. Tehd&iin vastaoletus: johonkin siniseen pisteeseen
s liittyy kolme punaista suoraa ¢, {5, ¢3. Sinisestd pisteestd s ldhtee nelja puolisuoraa,
niiden sinisten suorien osat, joiden leikkauspiste s on. Naista kolmella on punainen piste
pi, joka kuuluu syhteen suorista ¢;, ¢ = 1, 2, 3. Voidaan olettaa, etta ps ja ps ovat samalla
s:n kautta kulkevalla sinisella suoralla ja p; on toisella. Olkoon A se alue, joka liittda s:n
ja p1:n. Alueen reunalla on positiiviseen kiertosuuntaan kierrettdessa tasan yksi punainen
piste p1:n ja s:n valissd. Sen on oltava py tai p3. Voidaan olettaa, ettd se on ps. Mutta
silloin A on kolmio sp;p2. Kolmion ainoa punainen sivu on p;ps; sen on kuuluttava suoraan
{1. Mutta silloin pisteen py kautta kulkee kolme suoraa: yksi sininen, ¢ ja f5. Ristiriita
osoittaa vastaoletuksen vaaraksi, ja todistus on valmis.
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