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Ratkaisuja
Tehtava 1. Olkoot x1, ..., 100 ei-negatiivisia reaalilukuja, joille on voimassa x; +x;+1+
Tito <1 kaikillai =1, ..., 100 (kun x101 = 21 ja T102 = x2). Mdarita summan
100
S = Z TiTi42
i=1

suurin mahdollinen arvo.

1
Ratkaisu. Jos valitaan joka toiseksi luvuksi 0 ja joka toiseksi luvuksi 2’ saadaan S =

1 5 . . - - ..
50 - 1= 1 Osoitetaan, ettd S ei voi saada suurempaa arvoa. Tata varten arvioidaan

summan kahta perakkaista termié ja otetaan huomioon luvuille asetettu suuruusehto. Kun
kéaytetdan aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélista epayhtéloa, saadaan
T2i—122i41 T T2iX2i+2 < (1 — T2 — $2i+1)$21+1 + $2i(1 — L2 — $2i+1)

2
= (22i + 2i41) (1 — T2i — T2i41) < (@2 22in) + (L= 22 = 22in))” _ 1

4 4
Summassa S on 50 ylla olevan epayhtaloketjun vasemmassa padssa esiintyvaa termia, joten
50 25
summan arvo on enintaan T = T
Tehtava 2. Olkoon A1 As ... A, kupera monikulmio. Valitaan piste P monikulmion sisdltd
niin, ettd sen projektiot Py, ..., P, suorilla A1As, ..., AyAq (tdssa jarjestyksessd) ovat
monikulmion siwuilla. Todista, ettd jos siwvuilta A1As, ..., A, Ay valitaan mielivaltaiset
pisteet X1, ..., X, (tdssd jarjestyksessd), niin
X X X, X
max{' ! 2|, ce R 1|} > 1.
| Py P | P, P |

Ratkaisu. Merkitdan P,y = P, Any1 = A; ja X,,01 = X;. Todistetaan ensin apu-
tulos: Piste P on jonkin kolmion X;A;11X;11 ympéri piirretyn ympyran sisalld tai ke-
halla. Tamé seuraa siitd, ettd kulmien ZX;A;41X;41 summa on (n — 2) - 180° ja kulmien
/ZX;PX;41 summa on 360°. Kaikkien nelikulmioiden X;A; 1 X;+1P vastakkaisten kul-
mien ZX;A;11X;41 ja ZX;PX,;+1 summa on siis n - 180°. Ainakin yhdella nelikulmiolla
X;A;11X;41 P tamé summa on > 180°. Piste P on tdmén silloin kolmion X;A;1X;11
ympari piirretyn ympyréan sisalld tai kehélla. Olkoot nyt + ja I' kolmioiden P;A;11P;y1
ja X;A;11X,+1 ympari piirretyt ympyrat ja r ja R nédiden ympyroiden siteet. Koska
LA;11P;P on suora, A; 1P on ympyréan v halkaisija ja 2r = A;11P. Koska P on ympy-
ran ' sisélla tai kehalla, 2R > A; 1 P. Sovelletaan laajennettua sinilausetta kolmioihin
PiAi—l—IPi—l—l ja XiAi—l—lXi—l—Q- Saadaan

PiPi—l—l =2r SiH(ZPZ'AH_lpH_l) S 2RSiH(ZXZ'AH_1XH_2> = XiXi—l—l,

ja vaite seuraa.



Tehtava 3. Olkoon k posititvinen kokonaisluku ja olkoot b > w > 1 kaksi muuta koko-
naislukua. On kaksi helminauhaa. Toisessa on w valkoista helmed ja toisessa b mustaa
helmed. Sanome, ettd helminauhan pituus on siind olevien helmien lukumddard. Nauhoja
letkataan vatheittain seuraavien sadntojen mukaan:

(i) Nauhanpdtkat asetetaan pituusjirjestykseen. Jos pdtkissi on yhtd pitkid, valkoiset
patkat edeltavat mustia patkia. Valitaan k pisinta pdtkda, jos ndin monessa patkassa
on vahintaan kaksi helmea. Jos tallaisia patkia on vahemman kuin k kappaletta, ne
valitaan kaikks.

(i) Kaikki valitut patkdt leikataan osiksi, joiden pituus eroaa enintidn yhdelld. (Jos esi-
merkiksi on nelja mustaa patkaa, joiden pituudet ovat 5, 4, 4 ja 2 ja kolme valkoista
patkaa, joiden pituudet ovat 8, 4 ja 3, ja jos k = 4, niin ne patkat joissa on 8 valkoista
helmed, 5 mustaa helmead, 4 valkoista helmed ja nelja mustaa helmed leikataan osiksi
(4,4), (3,2), (2, 2) ja (2, 2).)

Prosessi padattyy, kun syntyy ensimmainen yhden valkoisen helmen muodostama patka.

Todista, ettd tuolloin on vield ainakin yksi ketju, joka muodostuu ainakin kahdesta mustasta

helmesta.

Ratkaisu. Merkitdan jakotilannetta i:nnen jaon jilkeen symbolilla A;. Alkutilanne on
siis Ag ja jakotapahtumia ovat A; — A; ;. Nauhanpatkéi, jossa on m helmea, kutsutaan
m-ketjuksi. Ajatellaan prosessia jatkettavan, kunnes jaljelld on vain 1-ketjuja. Olkoon
Ag se tilanne, jossa ensimméisen kerran ilmaantuu jokin 1-ketju (valkoinen tai musta),
Ay se tilanne, jolloin nauhoja on ensi kerran enemmén kuin k& kappaletta. (Ellei téllaista
tilannetta ole, merkitdén ¢ = co) ja olkoon Ay se tilanne, jolloin kaikki mustat helmet ovat
eri ketjuissa. Todistettava vaite on nyt, etta tilanteessa Ay_; on jokin valkea 1-ketju.

Selvisti s < f. Koska tilanteessa A on vain ketjuja, joissa on yksi musta helmi, tilanteessa
Ay¢_1 kusskin ketjussa, jossa on mustia helmié, on enintaan kaksi mustaa helmeé.

Kun i <t — 1, niin jaossa A; — A;11 kaikki ketjut, joissa on enemmén kuin yksi helmi,
katkaistaan, ja jos ¢ < s, niin kaikki ketjut katkaistaan. Olkoot nyt B; ja b; vaiheessa
A; pisimméan ja lyhimmén mustan ketjun pituudet ja W;, w; vastaavat valkean ketjun
pituudet. Osoitetaan induktiolla, ettd jos ¢ < min{s, t}, niin tilanteessa A; mustia ja
valkoisia ketjuja on kumpiakin 2¢ kappaletta ja B; > W;, b; > w;. Viite on tosi, kun i = 0.
Ketjujen lukumaaraa koskeva vaite on ilmeinen seuraus induktio-oletuksesta ja siita, etta
kaikki ketjut katkaistaan. Pituuksia koskevat vaitteet seuraavat induktio-oletuksesta ja
katkaisun pituussddnnosta: B; = [B;—1/2] > [W;_1/2], by = [bi—1/2] > |wi—1/2] = w;.

Kasitellaan erikseen tapaus 1, jossa s < t tai f < t 4 1 ja tapaus 2, jossa t+ 1 < s ja
t+ 2 < f. Edellinen tapaus on erityisesti kyseessa silloin, kun ¢ = oco. Tapauksessa 1
on tilanteessa As_1 Bs_1 > Ws_1, bs_1 > ws—1 > 1, koska s — 1 < min{s, t}. Jos olisi
s = f, niin tilanteessa As_; ei olisi yhtaan valkeaa 1-ketjua eikd yhtdan mustaa c-ketjua,
missd ¢ > 2. Siis 2= Bs_1 > Ws_1 > bs_1 > ws_1 > 1. Kaikki edellisen epayhtaloketjun
luvut ovat siis kakkosia. Tilanteessa A;_; kaikkien ketjujen pituus olisi 2, mistd seuraisi
b=2-2%"1 = w. Tamai on vastoin oletusta. Siis s < f — 1 ja s < t. Siten s:nnessi
askeleessa jokainen ketju jaetaan. Jos tassa askeleessa ilmaantuisi musta 1-ketju, niin
epayhtalon ws_1 < bs_1 perusteella ilmaantuisi myos valkea 1-ketju, mutta kaikki mustat
ketjut eivat vield olisi 1-ketjuja, joten vaite pitda paikkansa.



3

Kasitellian viela tapaus 2, jossa t +1 < s jat+ 2 < f. Tilanteessa A; on tasan 2°
valkoista ja 2¢ mustaa ketjua, kaikkien pituus on enemmién kuin 1, ja 2+! > £ > 2! (koska
tilanteessa A; on kaikkiaan 2¢ ketjua). Askeleessa t+ 1 katkaistaan tasan k ketjua, ja niista
enintddn 2 on mustia, joten tilanteessa A;,1 valkoisia ketjuja on ainakin 2! + (k —2!) = k
kappaletta. Koska valkeiden ketjujen maara ei voi vahentya, tilanteessa Ay_; valkeita
ketjuja on ainakin k£ kappaletta. Tilanteessa A;_; mustien ketjujen pituus on enintaén
2, ja ainakin yksi musta 2-ketju katkaistaan f:nnessa askeleessa. Taten tuossa askeleessa
katkaistaan enintddn k — 1 valkoista ketjua, joten on ainakin yksi valkea ketju W, jota ei
katkaista. Koska askeleessa f katkaistaan musta 2-ketju, siinad katkaistaan kaikki ainakin
kahden pituiset valkeat ketjut. Se valkea ketju, jota ei katkaista on silloin valttamatta
1-ketju. Tama todistaa vaitteen.
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