Language: Finnish
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Torstai, 12. huhtikuuta, 2012

Tehtédva 1. Olkoon ABC kolmio, jonka ympéripiirretyn ympyréan keskipiste on O. Pisteet D, E ja F' ovat
sivujen BC, C'A ja AB sisépisteitd, téssa jarjestyksessé, niin ettd DFE on kohtisuorassa C'O:n kanssa ja DF' on
kohtisuorassa BO:n kanssa. (Se, ettd piste on sisipiste, tarkoittaa esimerkiksi ettd piste D on suoralla BC, ja
ettd D on pisteiden B ja C vilissé tuolla suoralla.)

Olkoon K kolmion AF'E ympéripiirretyn ympyran keskipiste. Osoita, ettd suorat DK ja BC ovat kohtisuo-
rassa.

Tehtivad 2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. M&aritd luvun n funktiona suurin mahdollinen positiivinen
kokonaisluku m, jolla on seuraava ominaisuus: Taulukko, jossa on m rivid ja n saraketta voidaan tayttaa
reaaliluvuilla niin, ettd mille tahansa kahdelle eri riville [a1, as, ..., ay] ja [b1,be, ..., b,] pétee

max(|ay — b1l |ag — bal, ..., |an — by|) = 1.
Tehtava 3. Etsi kaikki funktiot f : R — R, joilla

flyfz+y)+ f(x)) =4z +2yf(z+y)

kaikilla z,y € R.

Tehtdva 4. Kokonaisluvuista koostuvaa joukkoa A kutsutaan summatdydeksi, jos A C A+ A, eli jos jokainen
joukon A alkio a € A on joukon A jonkin alkioparin b,¢ € A summa (b ja ¢ eivéit vilttdméttad ole erisuuria).
Kokonaisluvuista koostuvan joukon A sanotaan olevan nollasummavapaa, jos 0 on ainoa kokonaisluku, jota ei
voida esittdd joukon A dérellisen epdtyhjan osajoukon alkioiden summana.

Onko olemassa summatédyttd nollasummavapaata kokonaisluvuista koostuvaa joukkoa?
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Tehtdvd 5. Luvut p ja ¢ ovat alkulukuja ja toteuttavat ehdon

D qg+1  2n
p+1 g n+2

jollakin positiivisella kokonaisluvulla n. Etsi kaikki mahdolliset erotuksen p — ¢ arvot.

Tehtdvd 6. Adrettomén monta ihmisté on rekisterdityneens yhteiséverkkoon, jonka nimi on Pédrstikerroin.
Jotkut kahden eri kdiyttdjan muodostamat parit ovat rekisterdityneet ystdviksi, mutta jokaisella kdyttdjalla on
vain dérellinen méara ystivid. Jokaisella kiyttajalla on ainakin yksi ystava. (Ystavyys on symmetristd, eli jos
A on kayttijan B ystiva, niin B on kdyttajin A ystdvd.)

Jokaisen on valittava yksi ystavistdan parhaaksi ystdvikseen. Jos A valitsee kiyttajin B parhaaksi ystavik-
seen, ei siitd (valitettavasti) seuraa, ettd B valitsisi kiyttdjan A parhaaksi ystavikseen. Sellaista joka on valittu
parhaaksi ystaviksi, kutsutaan 1-parhaaksi ystdviksi. Yleisemmin, jos n > 1 on positiivinen kokonaisluku, niin
kiiyttaja on n-paras ystdvd, jos hinet on valittu sellaisen kiyttdjin parhaaksi ystéviksi, joka on (n — 1)-paras
ystdvd. Sellaista, joka on k-paras ystdvd kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k, kutsutaan suosituksi.

(a) Todista, ettéd jokainen suosittu kiyttajd on jonkun suositun kiyttdjin paras ystavi.

(b) Osoita, etté jos kiyttijilla voi olla ddrettomén paljon ystéivid, niin on mahdollista, etté suosittu kiyttdji ei
ole yhdenké#n suositun kiyttédjan paras ystava.

Tehtava 7. Olkoon ABC terdvdkulmainen kolmio, jonka ympéripiirretty ympyréd on I' ja ortokeskus H. Ol-
koon K sellainen ympyréan I' piste, joka on eri puolella janaa BC kuin A. Olkoon L pisteen K peilaus suoran
AB suhteen, ja olkoon M pisteen K peilaus suoran BC suhteen. Olkoon E toinen kolmion BLM ympéripiir-
retyn ympyrén ja ympyran I' leikkauspiste. Osoita, ettd suorat K H, EM ja BC leikkaavat samassa pisteessé.
(Kolmion ortokeskus on korkeusjanojen leikkauspiste.)

Tehtdva 8. Sana on jonkin aakkoston kirjainten dérellinen jono. Sana on toistava, jos se on vihintdan kahden
identtisen alisanan konkatenaatio (esimerkiksi ababab ja abcabc ovat toistavia, mutta ababa ja aabb eivit ole).
Osoita, ettd jos sanalla on sellainen ominaisuus, ettd minkd tahansa kahden vierekkiisen kirjaimen paikan
vaihtaminen keskenddn tekee siitd toistavan, niin sen kaikki kirjaimet ovat samoja. (Huomaa, ettd on mahdollista
vaihtaa kahden vierekkiin sijaitsevan identtisen kirjaimen paikkaa siilyttden sana samana.)
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