Baltian Tie -kilpailujen tehtavat 1990-2016

90.1. Kokonaisluvut 1, 2, ..., n kirjoitetaan ympyraan, ei valttamatta suuruusjarjestyk-
seen. Miké on vierekkaisten lukujen erotusten itseisarvojen summan pienin mahdollinen
arvo?

90.2. Numeroidaan ruutupaperin neliot seuraavan kaavion mukaisesti:
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Etsi sellainen kahden muuttujan m ja n polynomi p(m, n), ettd luku p(m, n) on sama kuin
ruutuun, jonka koordinaatit ovat (m, n), kirjoitettu luku.

90.3. Olkoon ag > 0, ¢ > 0 ja

a, +c

a = n > 0.
n+1 1_ CLnC, et
Voivatko luvut ag, a1, ..., aiggg olla positiivisia, mutta aigg9g < 07
90.4. Osoita, etta kaikille reaaliluvuille aq, ao, ..., a, pitee
" a;a;
> =0
ij=1" TI-

90.5. Olkoon * operaatio, joka liittd4 jokaiseen reaalilukupariin reaaliluvun (esim. axb =
a+ b? — 17). Keksi yhtild, joka on tosi kaikille muuttujan arvoille siini tapauksessa, etti
operaatio * on vaihdannainen ja liitannainen, mutta joka voi olla epatosi muulloin.

90.6. Olkoon ABCD nelikulmio, AD = BC, ZA+ /B = 120° ja olkoon P sellainen piste
nelikulmion ulkopuolelta, etta kolmio DPC on tasasivuinen. Todista, ettd myos kolmio
APB on tasasivuinen.

90.7. Kuperan viisikulmion ABC'DFE sivun AB keskipiste yhdistetdan janalla kolmion
CDE keskijanojen leikkauspisteeseen, sivun BC' keskipiste kolmion DFEA keskijanojen
leikkauspisteeseen jne. Osoita, ettd nain syntyvat viisi janaa leikkaavat toisensa samassa
pisteessa.

90.8. On tunnettua, ettd kolmion ABC' ympari piirretyn ympyran mielivaltaisesta
pisteestd P suorille AB, BC ja CA piirrettyjen kohtisuorien kantapisteet ovat samalla
suoralla, ns. Simpsonin suoralla. Osoita, ettd ympyran halkaisijan paatepisteisiin P; ja P
liittyvat Simsonin suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.



90.9. Ellipsin sisdan on piirretty kaksi yhtenevaa kolmiota. Ovatko ne valttamatta
symmetrisia joko ellipsin akselin tai sen keskipisteen suhteen?

90.10. Suoralla t on yksikkGjana AB. Janaa siirretdan tasossa niin, ettd se pysyy
t:n suuntaisena, eiviatka A:n ja B:n piirtaméat kayrat leikkaa toisiaan; jana palaa lopulta
suoralle ¢t. Kuinka kaukana A voi olla alkuasemastaan?

90.11. Todista, ettd kokonaislukukertoimisen polynomin kokonaislukunollakohta ei voi
olla itseisarvoltaan suurempi kuin polynomin kertoimien suurin itseisarvo.

90.12. Olkoot m ja m positiivisia kokonaislukuja. Todista, etta luku 25m + 3n on
jaollinen 83:1la, jos ja vain jos 3m + 7n on jaollinen 83:lla.

90.13. Todista, ettd yhtilolla 2 — 7y? = 1 on dédrettdmin monta ratkaisua luonnollisten
lukujen parien joukossa.

90.14. Onko olemassa 1990 keskendén yhteistekijatonta lukua siten, ettéd kaikki ainakin
kahden téllaisen luvun summat ovat yhdistettyja lukuja?

90.15. Todista, etta yksikaan luvuista
F, =2%" +1, n=0,1,2...,

ei ole kokonaisluvun kuutio.

90.16. Piirretaan suljettu murtoviiva ruutupaperin viivoja kayttaen. Murtoviivan jo-
kaisen sivun pituus on ruudun sivun pariton monikerta. Todista, etta sivujen maara on
jaollinen neljalla.

90.17. Kahdessa kasassa on makeisia, toisessa 72 ja toisessa 30 kappaletta. Kaksi
oppilasta ottaa vuorotellen makeisia jommastakummasta kasasta. Otettujen makeisien
maaran on oltava toisessa kasassa olevien makeisten maaran monikerta. Kumpi oppilas,
pelin aloittaja vai toinen, voi aina olla varma, ettd han pystyy ottamaan toisen kasan
viimeisen makeisen?

90.18. Positiiviset luvut 1, 2, ..., 100, 101 kirjoitetaan 101 x 101-ruudukkoon niin, etta
jokainen luku toistetaan 101 kertaa. Todista, ettd ruudukossa on yksi pysty- tai vaakarivi,
jossa on ainakin 11 eri lukua.

90.19. Valitaan joukon {1, 2,..., 2n + 1} osajoukkoja niin, ett4 mink& tahansa kahden
valitun osajoukon leikkaus on joko yksi luku tai koostuu useasta perakkaisesta luvusta.
Mika on osajoukkojen suurin mahdollinen lukuméaara?

90.20. Keksi uusi kilpailutehtava ja sen ratkaisu.

91.1. Etsi pienin positiivinen kokonaisluku n, jolla on seuraava ominaisuus: mille tahansa
n:lle eri kokonaisluvulle a1, as, ..., a, erotuksien a; —a;, ¢ < j, tulo on jaollinen 1991:1I4.

91.2. Todista, ettd yhtalolld 1021991 + 1031991 = n™, m > 2, ei ole positiivista kokonais-
lukuratkaisua.

91.3. Myytavana on 20 kissaa, joiden hinnat ovat valilla 12 $ — 15 $ sekéa 20 sikkié, joiden
hinnat ovat 10 sentistd 1 $:iin (kaikki hinnat ovat eri suuria ja yhden sentin monikertoja).
Todista, etta kaksi poikaa, Jussi ja Pekka, voivat kumpikin ostaa kissan sakissd samalla
rahamaaralla.
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91.4. Olkoon p kokonaislukukertoiminen polynomi, jolle piatee p(—n) < p(n) < n jollekin
kokonaisluvulle. Todista, ettd p(—n) < —n.

91.5. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. — Todista, etta

1 1 1 2 2 2 9
-+ -4+-= + + >
a b ¢ a+b b+c cH+a a+b+c

91.6. Olkoon [z] suurin kokonaisluku, joka on < z ja {z} = x — [z]. Ratkaise yht&lo
[z] - {z} = 1991z.
91.7. Olkoot A, B ja C teraviakulmaisen kolmion kulmat. Todista oikeaksi epayhtélo
sin A +sin B > cos A 4 cos B + cos C.

91.8. Olkoot a, b, ¢, d ja e eri suuria reaalilukuja. Todista etta yhtalolla

(z —a)(z = b)(x - ¢)(x - d)
(z —a)(z = b)(x —d)(z —e)
(x=b)(x—c)(x—d)(x—e)=0

on nelja eri suurta reaalilukuratkaisua.

91.9. Maarita yhtalon

ratkaisujen x lukumaara.
91.10. Laske sin 3°:n arvo rationaalisten ja juurilausekkeiden avulla.

91.11. Kaikki positiiviset luvut 1:sta 1 000 000:aan jaetaan kahteen joukkoon sen mukaan,
onko luvun numeroiden summa pariton vai parillinen. Kummassa joukossa on useampia
alkioita?

91.12. Kuperan 1991-kulmion karjet numeroidaan 1:sta 1991:een. Monikulmion kaikki
sivut ja lavistajat varitetaan sinisiksi tai punaisiksi. Todista, etta jos karkien numerointia
muutetaan mielivaltaisesti, on olemassa k ja [ siten, etta k:lla ja [:11a merkittyjen karkien
valinen jana on samanvarinen ennen ja jalkeen numeroinnin muuttamisen.

91.13. Tasasivuinen kolmio on jaettu 25:ksi yhtenevaksi kolmioksi, jotka on numeroitu
1:sta 25:een. Todista, ettd kolmioiden joukossa on kaksi sellaista, joilla on yhteinen sivu
ja joiden numeroiden erotus on suurempi kuin 3.

91.14. Linnassa on saleja ja n ovea. Jokainen ovi johtaa salista toiseen tai ulos. Joka
salissa on ainakin kaksi ovea. Ritari astuu linnaan. Han voi kulkea mista tahansa ovesta
paitsi siita, jonka lapi han on viimeksi kulkenut. Keksi metodi, jolla ritari voi paasta ulos
kaymattd useammassa kuin 2n:ssi salissa (jokainen sali lasketaan niin monta kertaa kuin
siind kayd&an).
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91.15. Sakkilaudan ruutuihin on kirjoitettu mielivaltaisia kokonaislukuja. Kuningas
on laudalla. Se alkaa siirtya, ja joka kerta kdydessdan jossain ruudussa se lisda ruudussa
olevaa lukua 1:114. Onko mahdollista, etta Sakkilaudalle voidaan néin saada

a) vain parillisia lukuja;

b) vain 3:lla jaollisia lukuja;

¢) kaikkiin ruutuihin sama luku?

91.16.  Ympyrdat Oq1(r1) ja Oz(r2) sivuavat toisiaan ulkopuolisesti, ja | on niiden yh-
teinen tangentti. Ympyrd Os(rs) sivuaa molempia edellisid ympyroitd ja suoraa [, ja
rs < min(ry, r2). Todista, ettd

1 1 1
= + .
VT3 VAR! VT2

91.17. Oletetaan, etta avaruuden koordinaattitasot ovat heijastavia. Valonsade lankeaa
vhdelle niistd. Selvitd, miten lopulta heijastuneen sadteen suunta riippuu alkuperaisen
sateen suunnasta.

91.18. Onko mahdollista sijoittaa kaksi kolmiopohjaista pyramidia, joiden tilavuus on

1
5 toisiaan leikkaamatta palloon, jonka sédde on 17

91.19. Tyonnetaan kolmea toisiaan ulkopuolisesti sivuavaa ympyraa hiukan lahemmaksi
niin, etta syntyy kolme paria ympyroiden keskinaisia leikkauspisteita. Olkoot A1, By ja C
néin syntyneet ulommat leikkauspisteet ja Ao, By ja C5 vastaavat sisemmat leikkauspisteet.
Todista, etta

A1B2 . 3102 . ClAQ = AlCQ . ClBQ . BlAQ.

1
91.20. Pisteet A = (z1, y1) ja B = (x2, y2), 1 < 2 ovat funktion y = —, = > 0,
T

kuvaajalla siten, ettd 2 - OA = AB (O on origo). Olkoon C janan AB keskipiste. Osoita,
ettd z-akselin ja sidteen OC vilinen kulma on kolmasosa x-akselin ja sdteen O A vilisesta
kulmasta.

92.1. Olkoot p ja q kaksi perakkaista paritonta alkulukua. Todista, ettd p + q on ainakin
kolmen (ei valttamatta eri suuren) ykkostd suuremman positiivisen kokonaisluvun tulo.

92.2. Merkitédén d(n):114 positiivisen kokonaisluvun kaikkien positiivisten tekijoiden (mu-

n

kaan lukien 1 ja n) lukumédrdéd. Todista, ettd m on kokonaisluku aarettoman monella
n

n.

92.3. Etsi paattymaton aritmeettinen jono, jonka termit eivat ole samoja ja jonka yksikaan

termi ei ole kahden positiiviluvun nelididen eika kuutioiden summa.

92.4. Onko mahdollista piirtda kuusikulmio, jonka karjet ovat tason kokonaislukukoordi-
naattisissa pisteissa, siten, ettd kuusikulmion sivujen neliot ovat kuusi perdkkaista koko-
naislukua?

92.5. Oletetaan, ettd a?+b2+(a+b)? = 2 +d%+(c+d)?. Todista, ettd a*+b*+(a+b)* =
ct 4+ d + (e +d)r
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k3+1°
92.7. Olkoon a = *%/1992. Kumpi luvuista

.a

92.6. Todista, ettd 99:n luvun k=2,3,...,100, tulo on suurempi kuin 3"

a

a® vai 1992,

missé " potenssitornissa” on 1992 a:ta, on suurempi?
92.8. Maarita kaikki kokonaisluvut z, jotka toteuttavat yhtalon
2°(4 —z) =2z + 4.
92.9. Polynomin f(z) = 2% + az? + bx + ¢ kertoimille on voimassa b < 0 ja ab = 9c.
Todista, etta polynomilla on kolme erisuurta reaalijuurta.

92.10. Madrita kaikki neljinnen asteen polynomit p(z), joille seuraavat nelja ehtoa toteu-
tuvat:

(i) p(z) = p(—2) kaikilla z,
(i) p(x) > 0 kaikilla z,
(i) p(0) = 1,
(iv) p(x):114 on tasan kaksi ehdon |r; — z2| = 2 toteuttavaa lokaalia minimipistetté

92.11. Olkoon QT positiivisten rationaalilukujen joukko. Osoita, ettd on olemassa yksi
ja vain yksi funktio f : QT — QT, joka toteuttaa seuraavat ehdot:
1
(i) jos0 < g < 37 niin f(q) =1+ f (1—(12q)’
(ii) jos 1 < ¢ <2, niin f(q) =1+ f(g—1),

1
(iii) f(q) - f (—) =1 kaikilla ¢ € Q.
q
92.12. Olkoon N positiivisten kokonaislukujen joukko. Olkoon ¢ : N — N bijektio (jo-

kainen a € N on ¢(n) jollain n € N ja jos n # m, niin f(n) # f(m)). Oletetaan, ettd on
olemassa aarellinen raja-arvo
¢(n)

lim ——= = L.

n—oo N

Mitka ovat L:n mahdolliset arvot?

92.13. Osoita, etta kaikille positiivisille luvuille x1, z2, ..., Tn, Y1, Y2, ..., Y patee
epayhtalo
G | 4n?
Z
— XY
i=1 Z(mz +yi)2
i=1

92.14. FEraassa maassa on aarellinen maara kaupunkeja. Tiet kaupunkien valilla ovat
yksisuuntaisia. Jos tarkastellaan mita hyvansa kahta kaupunkia, niin toiseen niista paasee
teitd pitkin toisesta. Todista, ettd maassa on kaupunki, josta voi paasta teitd pitkin
kaikkiin muihin kaupunkeihin.



92.15. Noakin olisi sijoitettava 8 erilajista eldinta neljadn arkin hakkiin, kaksi kuhunkin.
Osoittautuu, etta jokaisella néisté elaimistd on toisten eldinten joukossa enintddn kolme
sellaista, joiden kanssa ne eivit voi menné samaan héakkiin. Osoita, ettd vaaditunlainen
jako on tehtavissa.

92.16. Kuperan monitahokkaan kaikki sivutahkot ovat suunnikkaita. Voiko monitahok-
kaalla olla tasan 1992 sivutahkoa?

92.17. Nelikulmio ABC'D on piirretty 1-sdteisen ympyran sisdan niin, ettéd lavistaja AC
on ympyran halkaisija ja lavistaja BD on yhta pitkd kuin AB. Lavistajien leikkauspiste
on P. Tiedetadén, ettd PC':n pituus on 5 Kuinka pitké on sivu CD?

92.18. Osoita, etta kolmiossa, joka ei ole tylppakulmainen, kolmion piiri on aina suurempi
kuin kaksi kertaa kolmion ympari piirretyn ympyran halkaisija.

92.19. Ympyrat Cy ja Cs sivuavat sisdpuolisesti ympyrdaa C pisteissa A ja B. Olkoon t
ympyroiden C ja Cs sellainen yhteinen tangentti, jonka samalla puolella molemmat ympy-
rat ovat; sen ja ympyroiden sivuamispisteet ovat D ja E. Suorien AD ja BFE leikkauspiste
on F'. Osoita, ettd F' on ympyralla C.

92.20. Olkoot a < b < ¢ suorakulmaisen kolmion sivut, 2p sen piiri ja S sen ala. Osoita,
ettd p(p—c)=(p—a)(p—0) =S

93.1. Maarita kaikki sellaiset kolminumeroiset luvut ajasas, asasaq, missa a; ja as ovat
eri suuria ja nollasta eroavia numeroita, joiden neliot ovat viisinumeroiset luvut by bob3bsbs

ja b5b4b3b2b1 .

93.2. Onko olemassa positiivisia lukuja a > b > 1 siten, etta jokaista positiivilukua k
kohden on olemassa n, jolle an + b on jonkin positiivisen kokonaisluvun k:s potenssi?

93.3. Nimitdmme positiivista kokonaislukua mielenkiintoiseksi, jos se on kahden (eri
tai yhtd suuren) alkuluvun tulo. Kuinka monta perdkkéistd mielenkiintoista lukua voi
enintaéan olla?

93.4. Maarita kaikki kokonaisluvut n, joille

25 f625 . [25  [625
2 "\ g " 2 V1 7"

on kokonaisluku.
93.5. Osoita, etta
n'?2 —n8—nt 41
on kaikilla parittomilla positiivisilla kokonaisluvuilla jaollinen 2°:114.

93.6. Oletamme, ettd funktiot f ja g on madaritelty kaikilla x, 2 < x < 4, ja ettéd ne
toteuttavat ehdot 2 < f(z) < 4, 2 < g(z) < 4, f(g(z)) = g(f(z)) = z ja f(z) - g(x) = 22
kaikilla z, 2 < x < 4. Todista, ettd f(3) = g(3).



93.7. Ratkaise kokonaislukujen joukossa yhtaloryhma

zm:me
2° = 47
r+y+z=20.

93.8. Laske kaikkien sellaisten kokonaislukujen summa, joiden numerot muodostavat
joko aidosti kasvavan tai aidosti vahenevan lukujonon.

93.9. Ratkaise yhtaloryhméa

z° = y+ y5

W= 242

2P =t4+t°

=z +a°.
93.10. Olkoot aq, as, ..., a, ja by, ba, ..., b, kaksi darellista jonoa, jotka sisaltavat 2n
eri reaalilukua. Kun jonot kirjoitetaan suuruusjirjestykseen, ne ovat af, ah,..., a/, ja b},

by .., bl Osoita, etta
max |a; — b;| > max |a; — b}].
1<i<n 1<i<n
93.11. Tasasivuinen kolmio on jaettu n?:ksi yhteneviksi tasasivuiseksi kolmioksi. Yhden
pikkukolmion karjessd on karpanen, toisen pikkukolmion karjessd hamahakki. Vuoron
peraan kumpikin siirtyy johonkin olinpaikkansa viereiseen pikkukolmion karkeen. Osoita,
etta hamahakki voi aina saada karpasen kiinni.

93.12. Eraassa kuningaskunnassa on 13 kaupunkia. Eradiden kaupunkiparien valilla on
suora molemminpuolinen linja-auto-, juna- tai lentokoneyhteys. Kuinka monta yhteytta
vahintaan tarvitaan, jotta — valittiinpa mitka hyvénsa kaksi kulkutapaa — jokaisesta kau-
pungista olisi yhteys jokaiseen toiseen kaupunkiin kayttaen vain naita kahta kuljetusmuo-
toa.

93.13. Tasasivuinen kolmio ABC on jaettu 100:ksi yhteneviksi tasasivuiseksi kolmioksi.
Mika on suurin maara pienten kolmioiden kérkia, joka voidaan valita niin, ettd mitkaan
kaksi niista eivat ole minkdéan kolmion ABC' sivun suuntaisella suoralla?

93.14.  Nelio jaetaan 16:ksi yhtenevaksi nelioksi; talloin syntyy 25 eri nelion karkea.
Kuinka monta karkea on ainakin poistettava naiden karkien joukosta, jotta mitkaan nelja
jaljelle jaaneista pisteista eivat olisi sellaisen nelion karkia, jonka sivut ovat alkuperaisen
nelion sivujen suuntaiset?

93.15. Kahden arpakuution jokaiselle sivulle on kirjoitettu jokin positiivinen kokonais-
luku. Arpoja heitetddn ja ylospain jaaneiden sivujen luvut lasketaan yhteen. Voidaanko
nopan sivujen luvut valita niin, ettd mahdollisia summia olisivat 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12 ja 13, ja kaikki olisivat yhta todennakoisia?

93.16. Kaksi r-siteistd ympyrad on tasossa leikkaamatta toisiaan. Suora leikkaa
ensimmaéisen ympyran pisteissié A ja B ja toisen pisteissdé C' ja D niin, ettd |[AB| =
|BC| = |CD| = 14 cm. Toinen suora leikkaa ympyrét pisteissd E, F ja G, H niin, ettd
|EF| = |FG| = |GH| = 6 cm. Mé&éaritd ympyroéiden sade 7.



93.17. Tarkastellaan kolmea tason suoraa, joista mitkaan kaksi eivat ole yhdensuuntaisia.
Kutakin suoraa pitkin liikkuu piste. Pisteiden nopeudet ovat eri suuret mutta nollasta
eroavat, ja liikkkeen ajatellaan jatkuneen aarettoman kauan ja jatkuvan aarettoméan kauan.
Voidaanko suorat, pisteiden nopeudet ja sijainnit jonakin hetkend maarittaa niin, etta
pisteet eivat koskaan ole olleet eivatka koskaan tule olemaan samalla suoralla?

93.18. Kolmiossa ABC on |AB| =15, |BC| =12 ja |AC| = 13. Olkoon mediaanin AM
ja kulmanpuolittajan BK leikkauspiste O (M € BC, K € AC'). Oletamme, ettd OL1 AB,
missa L € AB. Todista, ettda ZOLK = ZOLM.

93.19. O-keskisen ympyran sisdan on piirretty kupera nelikulmio ABC'D. Kulmat AOB,
BOC, COD ja DOA ovat (jossakin jéarjestyksessd) samat kuin nelikulmion ABC D kulmat.
Todista, ettda ABC'D on nelio.

93.20. Olkoon @ yksikkokuutio. Sanomme, etta tetraedri on hyvd, jos sen kaikki sarmét
ovat yhta pitkat ja kaikki kéarjet ovat kuution () pinnalla. Maarita kaikki hyvien tetraedrien
mahdolliset tilavuudet.

94.1. Olkoon aob = a+ b— ab. Mé&arita kaikki kokonaislukukolmikot (z,y, z), joille patee
(zoy)oz+(yoz)or+(z0m)0y=0.

94.2. Olkoot aq, as, ..., ag mielivaltaisia ei-negatiivisia lukuja, joille patee a3 = ag = 0
ja joista ainakin yksi on nollasta eroava. Todista, etta ainakin yhdelle ¢, 2 < i < 8, péatee
epayhtalo a;—1 + a;11 < 2a;. Pysyyko viite totena, jos luku 2 vaihdetaan viimeisessa
epayhtalossa luvuksi 1,97

94.3. Maarita lausekkeen

vy +av/1—12 +yV1—a2 — /(1 —22)(1 —y?)

suurin arvo.

94.4. Onko olemassa kokonaislukua n, jolle v/n — 1 + v/n + 1 on rationaaliluku?

94.5. Olkoon p(x) sellainen kokonaislukukertoiminen polynomi, ettd yhtéaloilla p(x) = 1
ja p(z) = 3 on molemmilla kokonaislukuratkaisuja. Voiko yhtal6lla p(z) = 2 olla kaksi eri
kokonaislukuratkaisua?

94.6. Todista, etta jokainen supistumaton murtoluku B, missa p ja q ovat positiivisia
q

n
kokonaislukuja ja ¢ on pariton, on sama kuin murtoluku ok 1 joillain positiivisilla koko-

naisluvuilla n ja k.

1 1 1
94.7. Olkoon p > 2 alkuluku ja 1+ 2 + 33 + ...+ m = %, missa m ja n ovat

yvhteistekijattomia. Osoita, ettd m on p:n monikerta.

94.8. Osoita, ettd mielivaltaista kokonaislukua a > 5 kohden on olemassa kokonaisluvut
bjac, c > b > a, siten, ettd a, b ja ¢ ovat suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet.
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94.9. Midritd kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen parit (a, b), joille 2% + 3 on
kokonaisluvun nelio.

94.10. Kuinka moni positiivinen kokonaisluku tayttaa seuraavat kolme ehtoa:
(a) luvun kaikki numerot kuuluvat joukkoon {1,2,3,4,5};
(b) kahden perékkéisen numeron erotuksen itseisarvo on aina 1;
(c) luvussa on 1994 numeroa?

94.11. Olkoot NS ja EW ympyran C kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa halkaisijaa. Suora
[ sivuaa ympyréa C pisteessd S. Olkoot A ja B kaksi halkaisijan FW suhteen symmetrista
C:n pistettd. Merkitddn [:n ja suorien N A ja N B leikkauspisteitd A":lla ja B’:lla. Osoita,
ettid |[SA'| - |SB’| = |SN|?.

94.12. Kolmion A;A;As sisdén piirretty ympyra sivuaa sivuja AsAs, AsA; ja A1As
pisteissa S1, S5 ja S3. Olkoot O1, Os ja O3 kolmioiden A;S5553, A253S51 ja A3S5155 sisdan
piirrettyjen ympyroiden keskipisteet. Todista, etta suorat 0157, 0252 ja 0353 leikkaavat
toisensa yhdessa pisteessa.

94.13. Maadrita pienin sellainen luku a, ettd nelio, jonka sivu on a, voi sisaltaa viisi
1-séteista ympyrakiekkoa, joista milldan kahdella ei ole yhteisia sisapisteita.

94.14. Olkoot «, 8 ja v kolmion kulmat ja niiden vastaisten sivujen pituudet a, b ja c.
Todista epayhtalo

a.(l+l>+b.<l+l>+c.(l+l)>2.(g+ﬁ+g>
By 7« a B) - a B v)

94.15. Onko olemassa kolmio, jonka kaikkien sivujen ja korkeusjanojen pituudet ovat
kokonaislukuja ja jonka piirin pituus on 19957

94.16. Thmeiden Saarella asuvat siilit. Jokainen siili koostuu kolmesta yksikkojanasta,
joilla on yhteinen paatepiste ja joiden véliset kulmat ovat 120°. Oletamme, etta kaikki
siilit ovat litteind saaren tasossa eivitka kosketa toisiaan. Todista, ettd IThmeiden Saarella
on aarellinen maara siileja.

94.17. Eraan kuningaskunnan hallitsija on paattanyt rakentaa 25 uutta kaupunkia 13:lle
asumattomalle saarelle niin, etta joka saarelle tulee ainakin yksi kaupunki. Jokaisen kahden
eri saarilla sijaitsevan kaupungin vélille perustetaan suora lauttayhteys. Maarita lauttayh-
teyksien pienin mahdollinen lukumaara.

94.18. Tasossa on annettuna n (n > 2) suoraa. Mitkddn kaksi suorista eivét ole yhden-
suuntaiset ja mitkaan kolme eivat leikkaa samassa pisteessa. Jokainen suorien leikkauspiste
on varustettu kokonaisluvulla 1:n ja n — 1:n vialiltad. Osoita, ettd numerointi voidaan suo-
rittaa siten, ettd jokaisen suoran leikkauspisteissa ovat kaikki luvut 1:std n — 1:een, silloin
ja vain silloin, kun n on parillinen.

94.19. Thmeiden Saaren tiedustelupalvelulla on Tartossa 16 vakoojaa. Jokainen heista
valvoo muutamia tyotovereitaan. Tiedetdén, etté jos vakooja A valvoo vakoojaa B, niin
B ei valvo A:ta. Lisaksi tiedetdan, ettd jokaiset kymmenen vakoojaa voidaan numeroida
niin, etta ensimmainen vakooja valvoo toista vakoojaa, toinen valvoo kolmatta, ... ja
kymmenes valvoo ensimmaistda. Todista, ettd jokaiset yksitoista vakoojaa voidaan myés
numeroida vastaavalla tavalla.
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94.20. Tasasivuinen kolmio on jaettu 9000 000:ksi yhdenmuotoiseksi tasasivuiseksi kol-
mioksi sivujen suuntaisilla suorilla. Jokaisen pikkukolmion karki on varitetty yhdella kol-
mesta varistd. Osoita, ettd on olemassa kolme samanvarista pistetta, jotka ovat karkina
kolmiossa, jonka sivut ovat alkuperaisen kolmion sivujen suuntaiset.

95.1. Madrita kaikki positiivisten kokonaislukujen kolmikot (x, y, z), jotka toteuttavat
yhtaloryhméan

2t =2(y +2)

20 =% 4+ 20 4 31(y* + 22).
95.2. Olkoot a ja k positiivisia kokonaislukuja ja olkoon a? + k luvun (a — 1)a(a + 1)
tekija. Osoita, etta k > a.

95.3. Positiiviset kokonaisluvut a, b ja ¢ ovat pareittain yhteistekijattomia, a ja ¢ ovat
parittomia ja luvut toteuttavat yhtilon a? + b = 2. Osoita, ettéi b+ ¢ on kokonaisluvun
nelio.

95.4. John on vanhempi kuin Mary. John huomaa, etta kun hén vaihtaa ikédnsa molem-
mat numerot keskenaan, hin saa tulokseksi Maryn ian. Lisaksi ikien neliéiden erotus on
kokonaisluvun neli. Miten vanhoja John ja Mary ovat?

95.5. Olkoot a < b < ¢ kolme positiivista kokonaislukua. Todista, ettda minka hyvansa
2¢:n perakkaisen positiivisen kokonaisluvun joukossa on kolme eri lukua x, y ja z siten,
etta abc on xyz:m tekija.

95.6. Todista, etta positiivisille luvuille a, b, ¢ ja d patee

a+c b+d c+a d+b>
a+b b+c c+d d+a

1
95.7. Todista, ettd sin® 18° + sin? 18° = 3

95.8. Reaaliluvut a, b ja ¢ toteuttavat epayhtalot |a] > |b+c¢|, |b| > |c+a| ja |c| > |a+Db|.
Todista, etta a + b+ c = 0.

95.9. Todista, etta

1995_1994+1993_ 2 . 1 1 n 3 " +1995
2 3 4 1995 0 1996 999 1000 7T 1996

95.10. Maarita kaikki nollasta eroavien reaalilukujen joukossa maaritellyt reaaliarvoiset
funktiot f, joille patee

(a) f(1) =1,
1

1 1
(b) f ( ) =f (—) f (—) kaikilla nollasta eroavilla luvuilla z, y ja x + y,
Tty T Y

(c) (z+y)f(xr+y) =zy f(x)f(y) kaikilla nollasta eroavilla luvuilla z, y ja = + y.
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95.11. Kuinka monella tavalla joukko {1, 2, ..., 1995} voidaan jakaa kolmeksi epatyhjaksi
osajoukoksi, joista mikaan ei sisalla kahta perdkkaista kokonaislukua?

95.12. Olkoon 19 palloa sijoitettuna 95 laatikkoon umpiméahkaisesti. Sijoitetaan kuusi
uutta palloa laatikkoihin, kukin eri laatikkoon. Voidaanko tatd operaatiota tarpeeksi
monta kertaa toistamalla paasta tilanteeseen, jossa jokaisessa laatikossa on yhtd monta
palloa?

95.13. Tarkastellaan seuraavaa kahden pelaajan pelia. Pdoydalla on joukko pikkukivia.
Pelaajat tekevat siirtonsa vuorotellen. Siirto tarkoittaa, ettd poydalta otetaan x kivea,
missa x on minka hyvansd positiivisen kokonaisluvun nelio. Pelaaja, joka ei voi tehda
siirtoa, havida pelin. Osoita, ettd on olemassa adrettoman monta alkutilannetta, joista
lahtien toisena siirtava pelaaja voi voittaa riippumatta siitd, miten hanen vastustajansa
pelaa.

95.14. Adrettémalld kolmioidulla paperiarkilla on n kirppua. Kirput ovat aluksi eri
pikkukolmioissa, jotka kaikki sisiltyvit n?:sta pikkukolmiosta koostuvaan tasasivuiseen
kolmioon. Jokainen kirppu hyppaa kerran sekunnissa kolmiostaan yhteen kolmesta naa-
puripikkukolmiosta kuvan osoittamalla tavalla. Milla positiivisilla kokonaisluvuilla n on
olemassa alkutilanne, josta kaikki kirput voivat aarellisen hyppyméaaran jalkeen paasta
yvhteen ja samaan pikkukolmioon?

95.15. Olkoon annettu (2n+1)-kulmio. Osoita, ettd tdmén monikulmion kérjet ja sivujen
keskipisteet voidaan numeroida kayttaen kaikkia lukuja 1, 2, ..., 4n+2 niin, etta kuhunkin
monikulmion sivuun liittyvien kolmen luvun summa on sama.

95.16. Olkoon [ kolmion ABC' kulman C vieruskulman puolittaja. Janan AB keskipisteen
O kautta piirretty [:n suuntainen suora leikkaa suoran AC' pisteessd E. Madrita |C'E|, kun
|AC| =7 ja |CB| = 4.

95.17. Osoita, ettd on olemassa sellainen luku o, ettd mielivaltaiselle kolmiolle ABC pétee
max{ha, hp, hc¢} < a-min{ma, mg, mc},

missi ha, hp ja ho ovat kolmion ABC' korkeusjanojen pituudet ja ma, mp ja me sen
keskijanojen pituudet. Maarita a:n pienin mahdollinen arvo.

95.18. Olkoon M kolmion ABC' sivun AC' keskipiste ja olkoon H karjestd B piirretyn
korkeusjanan kantapiste. Olkoot P ja @ pisteiden A ja C kohtisuorat projektiot kulman
B puolittajalla. Osoita, etta pisteet H, P, M ja () ovat samalla ympyralla.

95.19. Seuraavaa konstruktiota kaytetdan avaruuslentajien koulutuksessa: 2R-sateinen
ympyrd Cy pyorii pitkin toisen nR-séteisen (n on kokonaisluku ja suurempi kuin 2) kiin-
tedn ympyran C7 sisdpuolta. Avaruuslentdja on kiinnitettynd kolmanteen R-sateiseen
ympyraan Cs, joka pyorii ympyran Cs sisapuolella niin, ettd ympyroiden Cy ja Cj3 si-
vuamispiste on aina maksimietaisyydella ympyroiden C; ja Cs sivuamispisteesta. Kuinka
monta kierrosta (kiinteédn maan suhteen) avaruuslentéja tekee yhdessd ympyrén Cs kanssa,
kun ympyra C5 tekee yhden tayden kierroksen ympyran C; ympari?

95.20. Osoita, ettd jos kuperan viisikulmion kaikkien kérkipisteiden molemmat koordi-

5
naatit ovat kokonaislukuja, niin viisikulmion ala on vahintaan 3"
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96.1. Olkoot « ja # mitka tahansa kaksi kulmaa, joiden kyljet sisaltavat saannollisen
1996-kulmion lavistajan. Todista, etta 2 on rationaaliluku.

96.2. Piste P on janalla AB ja PQLAB. Ympyra C' sivuaa sisdapuolisesti puoliympyraa,
jonka halkaisija on AB ja ulkopuolisesti puoliympyréé, jonka halkaisija on PB seké viela
suoraa PQ). Ympyran C' ala on 97 ja AB-halkaisijaisen puoliympyran se osa, joka ei kuulu
AP- eikéd P B-séteisiin puoliympyroihin eikd ympyraéan C, on alaltaan 397w. Maarita janan
AB pituus.

96.3. Olkoon ABCD yksikkonelio ja olkoot P ja @ sellaisia tason pisteité, ettd @ on
kolmion BPC ympéri piirretyn ympyran keskipiste ja D on kolmion PQ A ympari piirretyn
ympyran keskipiste. Etsi kaikki janan P mahdolliset pituudet.

96.4. ABCD on puolisuunnikas (AD||BC). P on sellainen suoran AB piste, ettd
ZCPD on suurin mahdollinen. @ on sellainen suoran C'D piste, ettd Z/BQA on suurin
mahdollinen. Olettaen, ettd P on janalla AB osoita, etta Z/CPD = ZBQA.

96.5. Olkoon ABCD ympyran sisaan piirretty konveksi nelikulmio, ja olkoot 7, 3, 7,
rq kolmioiden BCD, ACD, ABD, ABC sisaéan piirrettyjen ympyroiden sédteet. Osoita,
etta r, + 7. =1rp + 74.

96.6. Olkoot a, b, ¢ ja d sellaisia positiivisia kokonaislukuja, ettd ab = cd. Osoita, etta
a + b+ c+ d ei ole alkuluku.

96.7. Kokonaislukujono aq, as, ..., on sellainen, etta a; = 1, as = 2 ja kun n > 1,

a | dan41 —3an, jos apan4q on parillinen,
n+2 Gpt1 — G, jOS Gnap41 On pariton.

Osoita, etta kaikilla n:n arvoilla a,, # 0.

96.8. Tutkitaan jonoa x1 =19, x5 = 95, 42 = pyj(Tn+1, Tn) +Zn, kunn > 1 (pyj(a, b)
on a:n ja b:n pienin yhteinen monikerta). Etsi lukujen z1995 ja 1996 suurin yhteinen tekija.

96.9. Olkoot n ja k kokonaislukuja, 1 < k < n. Etsi joukko A, joka koostuu n:sta
kokonaisluvusta, ja kokonaisluku b, niin etta seuraavat ehdot tayttyvat:
(i) Yksikdan k& — 1:n A:n eri alkion tulo ei ole jaollinen b:114.
(ii) Jokainen k:n A:n eri alkion tulo on jaollinen b:ll4.
(iii) Jos a ja o’ ovat A:n alkioita, niin a’ ei ole jaollinen a:lla.

96.10. Merkitaén d(n):114 positiivisen kokonaisluvun n eri suurten positiivisten tekijoiden
lukuméérad (mukaan lukien 1 ja n). Olkoot @ > 1 ja n > 0 sellaisia kokonaislukuja, etta
a™ 4+ 1 on alkuluku. Todista, ettd d(a™ — 1) > n.

96.11. Reaaliluvuilla 1, zs, ..., T199¢ On seuraava ominaisuus: jos W on mika tahansa
toisen asteen polynomi, niin ainakin kolme luvuista W (z1), W (x2), ..., W(z1996) on yhté
suuria. Osoita, ettd ainakin kolme luvuista a1, xo, ..., 1996 On yhta suuria.

96.12. Olkoon S kokonaislukujoukko, joka siséltda luvut 0 ja 1996. Oletetaan myos, etta
S sisaltaa jokaisen sellaisen polynomin juuret, jonka kertoimet sisdltyvat S:aan ja joka ei
ole identtisesti nolla. Osoita, etta S sisaltaa luvun —2.
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96.13. Etsi kaikki a) parilliset, b) parittomat funktiot f, jotka toteuttavat kaikilla
kokonaisluvuilla ehdon f(z) = f(2? +z + 1).

96.14. Funktion f(z) = 2" + ap_12" "t + -+ + a17 + ag (missi n > 1)kuvaaja leikkaa
suoran y = b pisteissi By, Ba, ..., B, (vasemmalta oikealle) ja suoran y = ¢ (¢ # b)
pisteissd C1, Cy, ..., C, (vasemmalta oikealle). Olkoon P suoran Y = c piste, joka
sijaitsee pisteen C), oikealla puolella. Laske summan cot(£B1C1 P)+ cot(£BoCoP) +-- -+
cot(£B,,Cy, P) arvo.

96.15. Mille positiivisille reaaliluvuille a, b patee epayhtalo

b b b
T1To + Tox3 + -+ -+ Tpo1Tpy + Tpx1 > T]T9TG + T3] + - -+ + T x TS

kaikille kokonaisluvuille n > 2 ja kaikille positiivisille reaaliluvuille z1, x2, ..., x,7

96.16. Kaksi pelaajaa merkitsee vuorotellen darettoman nelioruudukon viela merkit-
semattomia ruutuja. Toinen kayttaa merkkia x, toinen merkkid o. Ensimmaéinen, joka
tayttda 2 x 2-nelion omilla merkeillaan, voittaa. Voiko aloittava pelaaja aina voittaa?

96.17. Kayttaen kutakin kahdeksasta numerosta 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ja 9 tasan kerran
muodostetaan kolminumeroinen luku A, kaksinumeroiset luvut B ja C' (B < C) ja yksi-
numeroinen luku D. Liséksi péatee, ettd A + D = B 4+ C' = 143. Monellako tavalla luvut
voidaan valita?

96.18. Olympialaisten tuomaristossa on 30 jasentéd. Jokaisen tuomariston jédsenen mie-
lesta osa hanen kollegoistaan on patevia ja osa epapatevia. Nama mielipiteet eivat muutu.
Jokaisen istunnon alussa pidetaan aénestys jokaisen jasenen patevyydesta. Sen jalkeen tuo-
maristosta erotetaan ne jésenet, jotka eivit ole patevid tuomariston aidon enemmiston (yli
puolet) mielestd. Osoita, ettd korkeintaan 15 istunnon jilkeen tuomariston kokoonpano ei
endd muutu. (Huomaa, ettd kukaan ei d4nestd omasta péatevyydestdan.)

96.19. Neljassa kasassa on tulitikkuja, yhdessa 38, toisessa 45, kolmannessa 61 ja neljan-
nessa 70. Vuorollaan kumpikin kahdesta pelaajasta A ja B valitsee jotkin kaksi kasaa ja
ottaa toisesta kasasta positiivisen maaran tikkuja ja toisestakin kasasta positiivisen maa-
rén tikkuja. Jos pelaaja ei voi tehda néin, hén havida pelin. A aloittaa pelin. Kummalla
pelaajista on voittostrategia?

96.20. Onko mahdollista jakaa positiiviset kokonaisluvut kahteen erilliseen joukkoon A
ja B, joille

(i) mitkddn kolme A:n alkiota eivdt muodosta aritmeettista jonoa, ja

(ii) B:n luvuista ei voi muodostaa kasvavaa ddretonté aritmeettista jonoa?

97.1. Maarita kaikki reaaliarvoiset reaalilukufunktiot f, jotka eivat ole nollafunktioita ja
joille
f@)f(y) = flz—y)
kaikilla reaaliluvuilla z ja y.
97.2. Olkoon aq, asg, as, ... jono positiivisia kokonaislukuja. Jokainen positiivinen koko-

naisluku esiintyy jonossa tasmalleen kerran. Osoita, ettd on olemassa kokonaisluvut [ ja
m, 1 <l < m, siten, etta ai + a,, = 2q;.
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x
97.3. Olkoon z1 =1 ja xp41 = x5 + L—HJ +2,kunn=1,2 3,.... Tdssd |z on suurin

n
kokonaisluku, joka on pienempi tai yhta suuri kuin z. Maarita xi997.

97.4. Todista, etta lukujen x1, =2, ..., x, aritmeettiselle keskiarvolle a patee

(21— a)’ + (w2 —a)’ + -+ (w0 —a)* < S(ler —al + - + [z, —a])*,

DN |

97.5. Positiivisten kokonaislukujen jonossa ug, u1, ... luku ug on mielivaltainen ja jokai-
sella ei-negatiivisella kokonaisluvulla n patee

1 -
Uny1 =4 5Um kun u,, on parillinen,
a+ u,, kun u, on pariton,

missa a on pariton kiintea kokonaisluku. Todista, etta jono on jostain jasenestaan alkaen
jaksollinen.

97.6. Etsi kaikki ei-negatiivisten lukujen kolmikot (a, b-), joille pitee z > b > ¢ ja
1-a>+9-0>+9-c+7=1997.

97.7. Olkoot P ja @ kokonaislukukertoimisia polynomeja. Oletetaan, ettd kokonaisluvut
a ja a + 1997 ovat polynomin P nollakohtia ja @(1998) = 2000. Osoita, ettd yhtalolla
Q(P(z)) =1 ei ole kokonaislukuratkaisuja.

97.8. Kun lukuun 1996 lisataan luku 1997, niin ensin lasketaan yhteen 6 ja 7. Tulok-
seksi saadaan 13. Talloin 3 kirjoitetaan yhteenlaskurivin alle ja 1 kirjoitetaan seuraavaan
sarakkeeseen muistinumeroksi. Néin jatkaen huomataan, etta tarvitaan kaikkiaan kolme
muistinumeroa:
111
1996
+1997

3993

Onko olemassa sellaista positiivista kokonaislukua k, ettd lukujen 1996 - k£ ja 1997 - k
yvhteenlaskussa ei tarvita muistinumeroita?

97.9. Maailmanpallon maailmat on numeroitu 1, 2, 3, .... Jokaisella positiivisella koko-
naisluvulla n taikuri Gandalf voi siirtya vapaasti maailmojen n, 2n ja 3n+ 1 valilla. Voiko
Gandalf siirtya mista tahansa maailmasta mihin tahansa maailmaan?

97.10. Osoita, ettd mista tahansa 79 perakkaisen positiivisen kokonaisluvun jonosta loytyy
luku, jonka kymmenjarjestelméaesityksen numeroiden summa on jaollinen luvulla 13.

97.11. Kahdella yhdensuuntaisella suoralla on samassa jarjestyksessa pisteet Ay, Ay, As,
ce ja Bl, BQ, B3 ceey ja pisteille péitee |A1AH_1| =1 ja |B1BH_1| = 2 kaikilla 7 = 1, 2, e
Olkoon ZAlAQBl = «. Laske ZAlBlAQ + ZAQBQAP, + ZA3B3A4 —+ -
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97.12. Kaksi ympyrdaa C; ja Co leikkaavat pisteissa P ja (). Pisteen P kautta kulkeva
suora leikkaa ympyréan C; pisteessd A ja ympyrdn Co pisteessa B. Olkoon X janan AB
keskipiste. Suora QX leikkaa ympyrin C; pisteessa Y ja ympyran Co pisteessd Z. Osoita,
ettda X on janan Y Z keskipiste.

97.13. Samalla suoralla oleville (eri) pisteille A, B, C, D ja E pitee |AB| = |BC| =
|CD| = |DE|. Piste F ei ole télla suoralla. Olkoon G kolmion ADF ympéri piirretyn
ympyran keskipiste ja H kolmion BEF ympari piirretyn ympyréan keskipiste: Osoita, etta
suorat GH ja F'C ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

97.14. Kolmiossa ABC on |AC|? |BC|%*mn ja | AB|*n aritmeettinen keskiarvo. Osoita, etti
cot? B > cot Acot C.

97.15. Terakulmaisen kolmion ABC kulmien ZA, /B ja ZC puolittajat leikkaavat kolmion
ympari piirretyn ympyra pisteissa A, By ja Cq, téassa jarjestyksessa. Piste M on suorien
AB ja B1Cy leikkauspiste ja N on suorien BC' ja A; B leikkauspiste. Osoita, ettd M N
kulkee kolmion ABC' sisdan piirretyn ympyran keskipisteen kautta.

97.16. Kaksi pelaajaa pelaa 5 x 5 -Sakkilaudalla seuraavaa pelia: Ensimmainen pelaaja
asettaa ratsun jollekin ruudulle. Tamaéan jalkeen pelaajat siirtavat ratsua Sakin saantojen
mukaan (jalkimmé&inen pelaaja aloittaa siirtelyn). Ratsua ei saa siirtdd ruutuun, jossa
se on jo ollut. Pelaaja, joka ei enda voi siirtaa, haviaa pelin. Kummalla pelaajalla on
voittostrategia?

97.17. Suorakaiteen voi jakaa n:ksi samankokoiseksi nelicksi. Saman suorakaiteen voi
jakaa myo0s n + 76:ksi pienemmaksi samankokoiseksi nelioksi. Maarita n.

97.18. Osoita, ettd on olemassa kaksi toisiaan mahdollisesti leikkaavaa aaretonta ei-
negatiivisten kokonaislukujen joukkoa A ja B, joille patee, ettd jokainen ei-negatiivinen
kokonaisluku voidaan esittaéd yksikasitteisesti muodossa n = a + b, missd a € A ja b € B.
Osoita, etta tallaisista joukoista toinen sisdltda vain jonkin kokonaisluvun k£ monikertoja.

97.19. Metséssd on n eldintd (n > 3). Kukin eldin eldd omassa luolassaan. Jokaisesta
luolasta on polku jokaiseen muuhun luolaan. Ennen kuin metsankuningas valitaan, jotkin
elaimet kampanjoivat ehdokkuutensa puolesta. Jokainen kampanjoiva elain kay kunkin
toisen elaimen luona tasmalleen kerran, kayttaa aina polkua siirtyessaan luolasta toiseen,
ei koskaan poikkea polulta toiselle siirtyessaan luolasta toiseen ja palaa kampanjansa paa-

tyttya omaan luolaansa. Kutakin polkua kayttda vain yksi kampanjoiva eldin. Osoita,
n—1

etta jokaisella alkuluvulla n suurin mahdollinen kampanjoivien eldinten méaara on

Etsi suurin mahdollinen kampanjoivien eldinten lukumaara, kun n = 9.

97.20. Rivissa on 12 korttia. Kortteja on kolmenlaisia: joko molemmat puolet ovat valkoi-
sia, molemmat ovat mustia tai toinen puoli on valkoinen ja toinen musta. Aluksi korteista
yvhdeksan on musta puoli ylospain. Sitten kortit 1 — 6 kddnnetdan, jonka jalkeen neljan
kortin musta puoli on ylospain. Sitten kortit 4 — 9 kd&nnetaén, jonka jalkeen kuuden kortin
musta puoli on ylospain. Lopuksi kadannetaan kortit 1 — 3 ja 10 — 12, ja nyt viiden kortin
musta puoli on ylospain. Kuinka monta kunkin lajin korttia on poydalla?
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98.1. Etsi kaikki kahden muuttujan funktiot f, joiden muuttujat z, y ja arvot f(z, y)
ovat positiivisia kokonaislukuja ja jotka toteuttavat seuraavat ehdot (kaikilla positiivisilla
kokonaisluvuilla z ja y):

flz, ) =,
[z, y) = [y, ),
(@ +y)f(z,y) =yf(z,z+y)
98.2. Positiivisten kokonaislukujen kolmikko (a, b, ¢) on kvasipythagoralainen, jos on ole-
massa kolmio, jonka sivujen pituudet ovat a, b ja ¢ ja jonka sivun c vastainen kulma on

120°. Todista, etté jos (a, b, ¢) on kvasipythagoralainen kolmikko, niin luvulla ¢ on lukua
5 suurempi alkutekija.

98.3. Etsi kaikki positiivisten kokonaislukuparit z, v, jotka toteuttavat yhtélon 222 4-5y% =
11(xy — 11).

98.4. Olkoon P kokonaislukukertoiminen polynomi. Oletetaan, ettd jokaisella n = 1,
2, 3, ..., 1998 luku P(n) on kolminumeroinen positiivinen kokonaisluku. Todista, etta
polynomilla P ei ole kokonaislukujuuria.

98.5. Olkoon a pariton ja b parillinen numero. Todista, etté jokaista positiivista kokonais-
lukua n kohti on olemassa luvulla 2" jaollinen positiivinen kokonaisluku, jonka kymmen-
jarjestelméaesityksessa esiintyy vain numeroita a and b.

98.6. Olkoon P kuudennen asteen polynomi ja a ja b reaalilukuja, joille 0 < a < b.
Oletetaan, ettd P(a) = P(—a), P(b) = P(—b) ja P'(0) = 0. Osoita, ettd P(x) = P(—x)
kaikilla reaaliluvuilla z.

98.7. Olkoon R reaalilukujen joukko. Etsi kaikki funktiot f: R — R, joille f(z) + f(y) =
f(f(2)f(y)) kaikilla z, y € R.
98.8. Olkoon Py(z) = 1 4+ + 2% +--- + 2"~ Osoita, ettd

n

5 (- n (45

k=1

kaikilla reaaliluvuilla z ja kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.
98.9. Reaaliluvuille o, 3 patee 0 < a < 3 < g Luvut v ja  maaritelladn ehdoilla:

T
(i) 0<vy < 5 ja tan+y on lukujen tan « ja tan 8 aritmeettinen keskiarvo;

m 1 1
(i) 0 < < 5 ja 5 o0 lukujen ja 3 aritmeettinen keskiarvo. Osoita, etta
cos cosa " cos

v < 6.

98.10. Olkoon n > 4 parillinen kokonaisluku. Saannollinen n-kulmio ja sa&nnollinen
(n—1)-kulmio on piirretty yksikkGympyrén sisdén. Jokaisesta n-kulmion kérjestd mitataan
etdisyys lahimpéén (n — [)-kulmion kdrkeen ympyrén kehéa pitkin. Olkoon S néiden n:n
etaisyyden summa. Osoita, etta S riippuu vain luvusta n, ei monikulmioiden keskinéisesta
sijainnista.
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98.11. Olkoot a, b ja ¢ kolmion sivujen pituudet. Olkoon R kolmion ympari piirretyn
ympyran sade. Osoita, etta
a? + b?
T 2v2a2 + 2% — 2

Milloin yhtasuuruus on voimassa?

98.12. Kolmiolle ABC' patee ZBAC = 90°. Piste D on sivulla BC ja toteuttaa ehdon
/BDA =2/BAD. Osoita, etta

L _1(1 1
AD 2\BD CD)"’
98.13. Kuperan viisikulmion ABC'DF sivut AE ja BC ovat yhdensuuntaisia ja ZADFE =

/ZBDC. Lavistajat AC ja BE leikkaavat pisteessa P. Osoita, ettd LZEAD = Z/BDP ja
/CBD = /ZADP.

98.14. Kolmiolle ABC patee AB < AC. Pisteen B kautta kulkeva sivun AC' suuntainen
suora leikkaa kulman ZBAC vieruskulman puolittajan pisteessi D. Pisteen C' kautta

kulkeva sivun AB suuntainen suora kohtaa saman kulmanpuolittajan pisteessd E. Piste
F on sivulla AC' ja toteuttaa ehdon FC = AB. Osoita, ettd DF = F'E.

98.15. Terdvikulmaisessa kolmiossa ABC' piste D on pisteesta A sivulle BC piirretyn
korkeusjanan kantapiste. Piste F on janalla AD ja toteuttaa ehdon

AE  CD

ED DB’
Piste F on pisteesta D sivulle BE piirretyn korkeusjanan kantapiste. Osoita, ettd ZAFC =
90°.
98.16. Voiko 13 x 13-sakkilaudan peittaa neljallikymmenelldkahdella 4 x 1-laatalla niin,

ettd vain sakkilaudan keskiruutu j&a peittdmatta? (Oletetaan, etté jokainen laatta peittaé
tasmaélleen nelja sakkilaudan ruutua.)

98.17. Olkoot n ja k positiivisia kokonaislukuja. Kéytossd on nk (samankokoista) esinetta
ja k laatikkoa, joista kuhunkin mahtuu n esinetta. Jokainen esineista varitetaan yhdella
k:sta eri varista. Osoita, etta esineet voidaan pakata laatikoihin niin, etta jokaiseen laati-
koista tulee enintdan kahden eri varin esineita.

98.18. Maarita kaikki sellaiset positiiviset kokonaisluvut n, ettd on olemassa joukko S,
jolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) S koostuu n:sti positiivisesta kokonaisluvusta, jotka kaikki ovat pienempii kuin 2771,

(ii) Jos A ja B ovat joukon S eri osajoukkoja, niin joukon A alkioiden summa on eri kuin
joukon B alkioiden summa.

98.19. Tarkastellaan kahden joukkueen valista poytatennisottelua; kummassakin jouk-
kueessa oli 1000 pelaajaa. Jokainen pelaaja pelasi tasmalleen yhden pelin kutakin toisen
joukkueen pelaajaa vastaan (pOytatenniksessi ei ole tasapelejd). Todista, ettd on olemassa
sellaiset kymmenen saman joukkueen jasenté, etta jokainen toisen joukkueen jasenista ha-
visi ainakin yhden pelin niita kymmenta pelaajaa vastaan.
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98.20. Positiivisen kokonaisluvun m sanotaan peittavan luvun 1998, jos 1, 9, 9, 8 esiinty-
vat, tissd jarjestyksessd, luvun m numeroina. (Esimerkiksi 215993698 peittad luvun 1998,
mutta 213326798 ei.) Olkoon k(n) niiden positiivisten kokonaislukujen lukuméari, jotka
peittavét luvun 1998 ja joissa on tasan n nollasta poikkeavaa numeroa (n > 5). Miké on
jakojdannos, kun luku k(n) jaetaan luvulla 87

99.1. Etsi yhtaloryhman

abc+ab+bc+ca+a+b+c=1
becd+bc+cd+db+b+c+d=9
cda+cd+da+ac+c+d+a=9
dab+da+ab+bd+d+a+b=9

reaaliset ratkaisut.

99.2. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joilla on seuraava ominaisuus: luvun n kuu-
tiojuuri saadaan poistamalla n:n kymmenjarjestelméaesityksesta kolme viimeista numeroa.

99.3. Etsi kaikki kokonaisluvut n > 3 niin, etta epayhtalo
a1a2 + aga3 + -+ AQp—_10y + Ana1 < 0

toteutuu kaikilla reaaliluvuilla a;, as, ... an,, joille patee a3 + - - -+ a, = 0.

99.4. Olkoon kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla z ja y

#(z, y) = min (x Y )

x2 + y?

Osoita, ettd on olemassa sellaiset xqg ja yo, ettd f(x, y) < f(xo, yo) kaikilla positiivisilla x
jay. Laske f(zo, yo)-

99.5. Piste (a, b) on ympyrilla 22 +y? = 1. Téhin pisteeseen piirretty ympyran tangentti
kohtaa paraabelin y = 2%+ 1 tasan yhdessi pisteessi. Etsi kaikki mahdolliset pisteet a, b).

99.6. Mika on pienin maara siirtoja, joilla ratsu paasee yhdesta n x n-Sakkilaudan kulmasta
vastakkaiseen kulmaan, kun n > 47

99.7. Kahta 8 x 8-Sakkilaudan ruutua sanotaan naapureiksi, jos niilld on yhteinen sivu
tai kulma. Voiko kuningas kayda jostain ruudusta lahtien kaikissa ruuduissa tasan kerran
siten, etta ensimmaista siirtoa lukuun ottamatta kuningas siirtyy aina ruutuun, jolle patee:
ruudulla on parillinen méara sellaisia naapureita, joissa kuningas on jo ollut?

99.8. On annettu 1999 kolikkoa, joista mitkaan kaksi eivat ole samanpainoisia. Kaytet-
tavissa on kone, joka kertoo yhdella operaatiolla, mika kolmesta kolikosta on painoltaan
keskimmaéinen. Osoita, ettd painojarjestyksessa tuhannes kolikko voidaan 16ytda enintaan
1000 000 operaatiolla, mutta mink&dan muun kolikon sijalukua painojarjestyksessa ei voida
selvittaa talla koneella.
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99.9. Kuutio, jonka sarmé on 3, jaetaan 27 yksikkokuutioksi. Luvut 1, 2, ..., 27 sijoi-
tetaan mielivaltaisesti yksikkokuutioihin, yksi kuhunkin kuutioon. Muodostetaan kaikki
27 rivisummaa (kolmen luvun summia on yhdeksén kolmessa suunnassa). Kuinka moni
naistd 27 summasta voi enintaan olla pariton?

99.10. Voiko yksikkoséteisen kiekon (kehd mukaan lukien) pisteet jakaa kolmeen osajouk-
koon siten, ettei missdan osajoukoista ole kahta pistetta, joiden keskindinen etaisyys on
yksi?

99.11. Olkoon tasossa nelja pistetta, joista mitkadn kolme eivat ole samalla suoralla.
Osoita, ettd on olemassa sellainen ympyra, ettd pisteistd kolme on ympyran kehalla ja
neljas joko ympyran kehélla tai sen sisapuolella.

99.12. Kolmiolle ABC patee 2AB = AC+ BC'. Osoita, etta kolmion ABC sisdan piirretyn
ympyran keskipiste, ympari piirretyn ympyrén keskipiste ja sivujen AC' ja BC' keskipisteet
ovat samalla ympyralla.

99.13. Kolmion ABC kulmien ZA ja /B puolittajat kohtaavat sivut BC' ja C'A pisteissa
D ja F, tassa jarjestyksessa. Lisdksi AE + BD = AB. Maarita kulma ZC.

99.14. Olkoon ABC tasakylkinen kolmio, jossa AB = AC. Pisteet D ja E ovat sivuilla
AB ja AC, tassa jarjestyksessa. Pisteen B kautta kulkeva ja sivun AC suuntainen suora
leikkaa suoran DE pisteessa F'. Pisteen C kautta kulkeva ja sivun AB suuntainen suora
leikkaa suoran DFE pisteessd G. Osoita, etta

[DBCG] AD

[FBCE] AE’

missé [PQRS] on nelikulmion PQRS pinta-ala.

99.15. Olkoon ABC kolmio, jossa ZC = 60° ja AC < BC. Piste D on sivulla BC' ja
sille patee BD = AC. Jatketaan sivua AC pisteeseen E, jolle AC = CE. Osoita, etta
AB = DE.

99.16. Etsi pienin positiivinen kokonaisluku k, joka voidaan esittda muodossa k = 19" —
5™. Tassa n ja m ovat positiivisia kokonaislukuja.

99.17. Onko olemassa sellaista aarellistd kokonaislukujonoa cq, ..., ¢,, ettd luvut a +
c1, ..., @&+ c,, ovat alkulukuja useammalla kuin yhdella mutta ei aarettoman monella
kokonaisluvulla a?

99.18. Olkoon m sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd m = 2 mod 4. Osoita, ettd m
voidaan kirjoittaa enintaan yhdella tavalla muodossa m = ab, missa a ja b ovat sellaisia

positiivisia kokonaislukuja, etta 0 < a — b < \/5 +4v/4dm + 1.

99.19. Osoita, ettd on olemassa aarettoméan monta parillista positiivista kokonaislukua k,
joille p? + k on yhdistetty luku kaikilla alkuluvuilla p.

99.20. Olkoot a, b, ¢ ja d sellaisia alkulukuja, ettd a > 3b > 6¢ > 12d ja a® —b* +c* —d? =
1749. Madrita lausekkeen a? + b? + ¢ + d? mahdolliset arvot.
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2000.1. Olkoon K kolmion ABC sisdpiste. Olkoot M ja N sellaiset pisteet, ettd M ja K
ovat suoran AB vastakkaisilla puolilla ja N ja K ovat suoran BC' vastakkaisilla puolilla.

Oletetaan edelleen, ettd, /ZMAB = /MBA = /ZNBC = /NCB = /KAC = ZKCA.
Osoita, etta M BN K on suunnikas.

2000.2. Olkoon ABC tasakylkinen kolmio, jossa ZCAB = 90°. Sivun AB keskipiste on
M. A:n kautta kulkeva suoran C'M normaali leikkaa sivun BC' pisteessia P. Todista, etta

LAMC = ZBMP.

2000.3. Kolmiossa ABC' patee ZCAB = 90° ja AB # AC. Pisteet D, E ja F sijaitsevat
sivuilla BC', C A ja AB téssé jarjestyksessa silla tavoin, ettd AF DE on nelio. Todista, etta
suora BC, suora F'E ja kolmion ABC ympari piirretyn ympyran pisteeseen A piirretty
tangentti leikkaavat samassa pisteessa.

2000.4. Kolmion ABC' kulma ZCAB = 120°. Pisteet K ja L sijaitsevat sivuilla AB ja
AC' tassa jarjestyksessd. Olkoot BKP ja C'L(Q kolmion ABC' ulkopuolisia tasasivuisia

kolmioita. Todista, ettd PQ > ?(AB + AC).

2000.5. Kolmiossa ABC
BC _ AB+ BC

AB - BC AC

Laske ZCAB : /BCA.

2000.6. Pertti johtaa yksityishotellia. Han vaittaa, ettd aina kun hotellissa on n > 3
asukasta, heistd on mahdollista valita kaksi, joilla on muiden asukkaiden joukossa yhta
monta tuttavaa ja yhteinen tuttava tai yhteinen tuntematon henkilo. Milla luvun n arvoilla
Pertti on oikeassa? (Tuttavuus on aina molemminpuolista.)

2000.7. 40 x 50-kontrollitaulun jokainen painike on joko paalla tai poissa paalta. Kun
painiketta painetaan, sen ja jokaisen muun samalla rivilla tai sarakkeella olevan painikkeen
tila muuttuu. Todista, ettd kontrollitaulun tilan voi muuttaa ”kaikki pois paalta” -tilasta
"kaikki paalld” -tilaan painikkeiden perakkaisilla painalluksilla. Maarita pienin maara
painalluksia, jolla tama voidaan tehda.

2000.8. Neljatoista ystavaa tapasi juhlissa. Yksi naista, Pertti, halusi lahtea nukkumaan
aikaisin. Han hyvasteli 10 ystavistaan, mutta unohti hyvastella 3 ja lahti nukkumaan.
Hetken kuluttua hén palasi juhliin, hyvésteli jalleen 10 ystavistdan (mutta ei valttamattéa
samoja kuin edelliselld kerralla) ja meni nukkumaan. MyShemmin Pertti palasi takaisin
useita kertoja ja hyvéasteli joka kerta 10 ystavistdaan. Kun han oli hyvastellyt jokaisen
ystavistadn ainakin kerran, hén ei enad palannut takaisin. Aamulla Pertti tajusi, ettd han
ei ollut hyvastellyt keitaan kahta ystavistaan yhta monta kertaa. Kuinka monta kertaa
vahintaan Pertti palasi juhliin?

2000.9. Sammakko hyppelee 2k x 2k-sakkilaudalla, joka koostuu yksikkoruuduista. Sam-
makon loikat ovat pituudeltaan v/1 + k2 yksikkod, ja ne ulottuvat ruudun keskipisteesta
toisen ruudun keskipisteeseen. Jotkin m laudan ruuduista on merkitty x:1la ja ne ruudut,
joihin sammakko voi loikata x:11& merkityistd ruuduista, on merkitty o:lla (riippumatta
siitd, onko niihin jo merkitty x vai ei). Olkoon n o:ll& merkittyjen ruutujen lukumaéra.
Todista, etta n > m.
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2000.10. Liitutaululle on kirjoitettuna kaksi positiivista kokonaislukua. Aluksi toinen
niista on 2000 ja toinen pienempi kuin 2000. Jos liitutaululle kirjoitettujen lukujen arit-
meettinen keskiarvo m on kokonaisluku, seuraava operaatio on sallittu: toinen luvuista
pyyhitdan pois ja korvataan luvulla m. Osoita, ettei tata operaatiota voi tehda enempéaa
kuin kymmenen kertaa perakkain. Esitd esimerkki tapauksesta, jolloin operaatio voidaan
tehda kymmenen kertaa perakkain.

2000.11. Positiivisten kokonaislukujen jonolle a1, aso, ... patee kaikilla m ja n seuraava:
jos m on luvun n tekija ja m < n, niin a,, on luvun a, tekija ja a,, < a,. Maarita luvun
a2000 pienin mahdollinen arvo.

2000.12. Olkoot x1, x2, ..., x, sellaisia positiivisia kokonaislukuja, ettei niistd mikaan
ole toisen alkuosa (esimerkiksi 12 on lukujen 12, 125 ja 12405 alkuosa). Todista, etta

1 1 1

— =t — < 3.

1 X9 In
2000.13. Olkoon ai, aso, ..., a, sellainen kokonaislukujen aritmeettinen jono, etta ia;
kaikillai =1, 2, ..., n — 1 jan fa,. Todista, ettd n on alkuluvun potenssi.

2000.14. Etsi kaikki sellaiset positiiviset kokonaisluvut n, etta n on yhta suuri kuin 100
kertaa positiivisten tekijoidensa lukumaara.

2000.15. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, joka ei ole jaollinen kahdella eikad kolmella.
Todista, etti kaikilla kokonaisluvuilla k luku (k+1)" — k™ —1 on jaollinen luvulla k2 +k+1.

2000.16. Todista, etta kaikille positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢ patee

Va2 —ab+ b2+ /b2 —be + 2 > Va2 + ac + 2.
2000.17. Etsi seuraavan yhtaloryhman kaikki reaaliset ratkaisut:

r+y+z+t=5

zy+yz+z2zt+te =4

zyz +yzt + ztex + try = 3
xyzt = —1.

2000.18. Maarita kaikki positiiviset reaaliluvut x ja y, jotka toteuttavat yhtalon

1 1
x+y+;+§+4=2-<\/2m+1+\/2y+1).

1
2000.19. Olkoon t > 3 reaaliluku ja n positiivinen kokonaisluku. Todista, etta

2 > (t—1)%" + (2t — 1)".
2000.20. Kun n on positiivinen kokonaisluku, merkitaan

_@n+1)@2n+3)---(4n—1)(4n+1)
" (2n)(2n +2) -+ - (4n — 2)(4n)

1 2
Todista, ettd — < z, — V2 < =.
4n n
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2001.1. Koetta varten laadittiin 8 tehtavaa. Kukin opiskelija sai niista 3. Ketkaan kaksi
opiskelijaa eivat saaneet enempaa kuin yhden yhteisen tehtavan. Mika on suurin mahdol-
linen opiskelijoiden maara?

2001.2. Olkoon n > 2 positiivinen kokonaisluku. Tutki, onko joukolla {1,2,3,...} n
pareittain erillista epatyhjaa osajoukkoa siten, etta jokainen positiivinen kokonaisluku voi-
daan yhdella ja vain yhdella tavalla ilmaista korkeintaan n:n kokonaisluvun, joista kukin
kuuluu eri osajoukkoon, summana.

2001.3. Luvut 1, 2, ..., 49 on sijoitettu 7 x 7-ruudukkoon, ja jokaisen rivin ja jokaisen
sarakkeen lukujen summa on laskettu. Muutamat naista 14 summasta ovat parittomia ja
loput parillisia. Olkoon A kaikkien parittomien summien summa ja B kaikkien parillisten

summien summa. Onko mahdollista, ettd luvut oli sijoitettu ruudukkoon siten, ettd A =
B?

2001.4. Olkoot p ja q kaksi eri alkulukua. Todista, etta

]3]+ 252 3o

q q

(Téssé |x| on suurin kokonaisluku, joka on pienempi tai yhté suuri kuin z.)

2001.5. Annetut 2001 ympyran kehan pistetta on kukin varitetty joko punaiseksi tai vih-
reaksi. Kaikki pisteet varitetaan samanaikaisesti uudelleen seuraavalla tavalla: Jos pisteen
P molemmat viereiset pisteet ovat samanvarisia kuin P, P:n vari pysyy samana; muu-
ten P:n véari vaihtuu vastakkaiseksi. Aloittamalla varityksesta F} paadytaan varityksiin
F5, Fs, ... toistamalla tata uudelleenvaritysta. Osoita, ettd on olemassa luku ng < 1000
siten, etta F,, = F,,4+2. Onko viite totta myds jos luku 1000 korvataan luvulla 9997

2001.6. Pisteet A, B, C, D ja E ovat ympyran c kehalla téssd jarjestyksessa. Lisaksi
AB || EC ja AC || ED. Ympyréan c pisteeseen E piirretty tangentti leikkaa suoran AB
pisteessd, P. Suorat BD ja EC' leikkaavat pisteessi Q). Osoita, ettd |[AC| = |PQ).

2001.7. ABCD on suunnikas. Pisteen A kautta kulkeva ympyréa leikkaa janat AB, AC ja
AD naiden sisapisteissa M, K, N, téssa jarjestyksessda. Todista, etta
|AB|-|AM|+ |AD| - |AN| = |AK| - |AC]|.

2001.8. Olkoon ABCD kupera nelikulmio ja N sivun BC keskipiste. Olkoon viela
ZAND = 135°. Osoita, etta

1
AB| +|CD|+ —= - |BC| > |AD|.
[AB|+|CD+ =5 - |BC| 2 | 4D

2001.9. Olkoon ABCD vinonelié. Maéritd niiden vinonelion sisallé sijaitsevien pisteiden
P joukko, joille patee ZAPD + Z/BPC = 180°.

2001.10. Kolmion ABC kulman ZBAC puolittaja leikkaa sivun BC pisteessa D. Maarita
kolmion ABC kulmat, kun |BD| - |CD| = |AD|? ja ZADB = 45°.
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2001.11. Reaaliarvoinen funktio f on maéaritelty positiivisten kokonaislukujen joukossa.
Kaikille kokonaisluvuille a > 1, b > 1 patee

v = sy (£(5)+7(3)).

missé d = syt(a, b). Maarita f(2001):n kaikki mahdolliset arvot.

n n
2001.12. Olkoot aq,as,...,a, positiivisia reaalilukuja, joille Za? =3 ja Za? = 5.
i=1 i=1
n
Osoita, etta Z a; > 3/2.
i=1
2001.13. Olkoon ag, az, az, - . . jono reaalilukuja, jolle patee ag = 1 ja a, = a|7n/9] + a|n/9)

kaikilla n = 1,2,.... Osoita, ettd on olemassa positiivinen kokonaisluku k siten, etta
k

2001!°
(Myds téssé |x| on suurin kokonaisluku, joka on pienempi tai yhtd suuri kuin z.)

ar <

2001.14. Pakassa on 2n korttia. Jokaiseen korttiin on kirjoitettu jokin reaaliluku z, 1 <
x < 2. (Eri korteissa voi olla eri lukuja.) Nayté, ettd kortit voidaan jakaa kahteen pinoon
siten, ettd niissa oleviin kortteihin kirjoitettujen lukujen summat s; ja ss toteuttavat
epayhtalon

L !
n+17 sy —
2001.15. Olkoon ag,as, az, ... jono positiivisia reaalilukuja, joille pétee i - a? > (i + 1) -
a;—1a;4+1 kaikilla ¢ = 1,2,.... Olkoot x ja y positiivisia reaalilukuja, ja olkoon b; = za; +
ya;_1 kaikilla i = 1,2,.... Osoita, ettii kaikilla kokonaisluvuilla i > 2 pitee i - b7 >

(i4+ 1) bi_1bis1.

2001.16. Olkoon f positiivisten kokonaislukujen joukossa maéritelty reaaliarvoinen funk-
tio, joka toteuttaa seuraavan ehdon: kaikilla n > 1 on olemassa n:n alkutekija p, jolle

f(n) = f(n/p) — f(p). Méarita f(2002), kun f(2001) = 1.

2001.17. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista ettd joukosta {1,2,3,...,2"} voi-
daan valita vihintdin 2" ~! + n lukua siten, ettid = 4y ei ole - y:n tekiji milldin kahdella
valitulla luvulla = ja y, x # y.

2001.18. Olkoon a pariton kokonaisluku. Osoita, ettd luvuilla a?” + 22" ja a?” + 22" ei
ole yhteisia tekijoitd milldan positiivisilla kokonaisluvuilla n ja m, n # m.

2001.19. Mika on pienin pariton positiivinen kokonaisluku, jolla on yhta monta positiivista
tekijaa kuin luvulla 3607

2001.20. Kokonaislukujono (a, b, ¢, d) voidaan muuntaa jonoiksi
(¢, d, a,b), (bya,d,c), (a+mnc,b+nd,c, d), (a+mnb,b, c+nd, d),

missd n on mielivaltainen kokonaisluku. Voiko jonosta (1,2,3,4) saada jonon (3,4,5,7)
toistamalla tallaisia muunnoksia?
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2002.1. Ratkaise reaalilukuyhtaloryhma
a® + 3ab? + 3ac® — 6abe = 1
b® + 3ba* + 3bc® — 6abe = 1
¢ + 3ca® + 3¢b® — 6abe = 1.
2002.2. Olkoot a, b, ¢ ja d reaalilukuja, joille

a+b+c+d=-2,
ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd = 0.
Todista, etta ainakin yksi luvuista a, b, ¢, d on korkeintaan —1.

2002.3. Etsi kaikki reaalilukujonot ag < a1 < as < ..., joille
am2+n2 = a?n + ai

patee kaikilla kokonaisluvuilla m, n > 0.

2002.4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista, etta

;xi(l — ;)% < (1 — %)2

patee kaikilla epanegatiivisilla reaaliluvuilla x1, s, ..., x,, joille z; + 292 + - - - + z,, = 1.

2002.5. Etsi kaikki positiiviset rationaalilukuparit (a, b), joille

Va+ Vb =1/2+3.

2002.6. Seuraavaa lautapasianssia pelataan yksikkoruuduista koostuvalla suorakulmai-
sella m x n-laudalla, missa m, n > 2. Ensiksi torni sijoitetaan jollekin ruudulle. Jokaisella
siirrolla tornia voidaan siirtda mielivaltainen maara ruutuja vaaka- tai pystysuuntaan, ja
lisaksi jokaisen siirron taytyy olla myotapaivaan kohtisuorassa edelliseen siirtoon nahden.
(Esim. vasempaan suuntautuvan siirron jélkeen seuraava on ylospéin, sitten oikealle jne.)
Milla lukujen m ja n arvoilla on mahdollista, etté torni kay jokaisessa laudan ruudussa tas-
maélleen kerran ja palaa aloitusruutuunsa? (Tornin sanotaan kéyvén vain niissé ruuduissa,
joihin se pyséhtyy, ei niissé, joiden kautta se kulkee.)

2002.7. Tasoon on piirrettyna n kuperaa nelikulmiota, jotka jakavat tason alueisiin.
(Alueista yksi on dareton.) Mé&aritd, mikd on suurin mahdollinen méara tillaisia alueita.

2002.8. Olkoon P n > 3 tasopisteen joukko, missé mitkaan kolme pistetta eivat ole samalla
-1
suoralla. Kuinka monella eri tavalla voidaan valita sellainen (n 5 ) kolmion joukko 7',

etta kolmioiden karjet ovat kaikki joukossa P ja etté jokaisella joukon 7' kolmiolla on sivu,
joka ei ole joukon T" minkéan toisen kolmion sivu?
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2002.9. Kaksi taikuria esittaa seuraavan tempun. Ensimmainen taikuri poistuu huoneesta.
Toinen taikureista tarttuu 100 kortin pakkaan, jonka kortit on merkitty luvuilla 1, 2, ...,
100, ja pyytaa kutakin kolmesta katselijasta valitsemaan vuorollaan kortin pakasta. Tama
taikuri nakee, minka kortin kukin katselijoista valitsee. Taman jalkeen han lisaa valittui-
hin kortteihin yhden kortin jaljellejaaneesta pakasta. Katselijat sekoittavat nama kortit,
kutsuvat ensimmaéisen taikurin sisaan ja antavat hanelle naméa 4 korttia. Ensimmaéinen
taikuri katsoo 4 korttia ja "arvaa”, minka kortin valitsi ensimmainen, minka toinen ja
minka kolmas katselija. Todista, etta taikurit voivat suoriutua tempusta.

2002.10. Olkoon N positiivinen kokonaisluku. Kaksi pelaajaa pelaa seuraavaa pelia. En-
simmainen pelaaja kirjoittaa listan korkeintaan luvun 25 suuruisia positiivisia kokonais-
lukuja, jotka eivat valttamatta ole eri lukuja ja joiden summa on vahintaan 200. Toinen
pelaajista voittaa, jos han voi valita listan luvuista jotkin, joiden summa S toteuttaa ehdon
200 — N < § <200+ N. Mika on pienin sellainen luvun N arvo, etta toisella pelaajalla
on voittostrategia?

2002.11. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tasoon on piirretty n pistetté, joista mit-
kaan kolme eivat ole samalla suoralla ja joiden valisista etaisyyksista mitkaan kaksi eivat
ole samat. Yhdistetadn kukin piste vuorollaan janoilla kahteen sita lahimpéaan pisteeseen.
(Aiemmin piirrettyjé janoja ei pyyhita pois.) Todista, ettei pisteiden joukossa ole sellaista,
josta kulkisi jana yli 11 muuhun pisteeseen.

2002.12. S on neljan eri tasopisteen joukko. Jokaisella pisteelld X € S voidaan nimeta
loput pisteet Y:ksi, Z:ksi ja W:ksi siten, etta

IXY|=|XZ|+ |XW|.

Todista, etta kaikki nelja pistetta ovat samalla suoralla.

2002.13. Olkoon ABC' teravikulmainen kolmio, jossa /BAC > /BCA, ja olkoon D
sellainen sivun AC piste, ettd |AB| = |BD|. Olkoon edelleen F' kolmion ABC' ympéri
piirretyn ympyran sellainen piste, ettd suora F'D on kohtisuorassa sivua BC' vastaan ja
pisteet I ja B ovat suoran AC' eri puolilla. Todista, ettd suora F'B ja sivu AC ovat toisiaan
vastaan kohtisuorassa.

2002.14. Olkoot L, M ja N sellaiset pisteet kolmion ABC' sivuilla AC', AB ja BC, etta
BL on kulman ZABC puolittaja ja janoilla AN, BL ja C'M on yhteinen piste. Todista,
ettéd jos ZALB = ZM N B, niin ZLNM = 90°.

2002.15. Haméahakki ja karpanen istuvat kuution pinnalla. Karpanen haluaa, etta lyhin
polku siitda hdmahakkiin kuution pintaa pitkin on niin pitkd kuin mahdollista. Onko kar-
pésen aina parasta olla hamahékkid vastapéisessd pisteessd? (”Vastapéinen” tarkoittaa
”symmetrinen kuution keskipisteen suhteen”.)

2002.16. Etsi kaikki epanegatiiviset kokonaisluvut m, joille

Upy = (22m+1Asennansen.)2 +1

on jaollinen korkeintaan kahdella eri alkuluvulla.
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2002.17. Osoita, etta jono

2002 2003 2004
2002/ \2002)° \2002/)" "’

tarkasteltuna modulo 2002, on jaksollinen.

2002.18. Etsi kaikki kokonaisluvut n > 1, joilla luvun n% — 1 alkutekijit ovat luvun
(n3 —1)(n? — 1) tekijoiti.

2002.19. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista, etta yhtélolla

1 1
r+y+—+-—=3n
z Yy
ei ole positiivisia rationaalilukuratkaisuja x, y.

2002.20. Onko olemassa daretontéd epavakiota aritmeettista jonoa, jonka jokainen termi
on muotoa a’, missi a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja ja b > 27?

2003.1. Olkoon QT positiivisten rationaalilukujen joukko. Etsi kaikki funktiot f : Qt —
Q™ jotka toteuttavat kaikilla z € QT ehdot

(1) f(3) = fla),
(2) (1+1) f(z)=flz+1).

2003.2. Todista, etta yhtalon
2> +pr+q=0

kaikki reaalilukuratkaisut toteuttavat epayhtilon 4qx < p2.

2003.3. Olkoot x, y ja z positiivisia reaalilukuja, joille xyz = 1. Todista, etta

(1+a:)(1+y)(1+z)22(1+§’/%+ §/§+ §/§>

2003.4. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Todista, etta

2a 2b 2c a b c

< .
a2+bc+62+ca+02+ab_bc ca ab

2003.5. Jono a,, midritelldin seuraavasti: a1 = /2, ag = 2 ja anyr = ana%_l, kun n > 2.
Todista, etta kun n > 1, patee

(I+a)(1+az) - (1+ay) < (24—\/5) a1ag -+ Qp.

2003.6. Olkoot n > 2 ja d > 1 kokonaislukuja, joille d|n, ja olkoot xi, xa, ..., =,

-1
reaalilukuja, joille z; + x5 + --- + z,, = 0. Todista, ettd on olemassa ainakin (Z 1)

tapaa valita d indeksia 1 <i7; <19 < ... <1ig < n siten, etta z;, +z;, +---+x;, > 0.
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2003.7. Olkoon X joukon {1, 2, 3, ..., 10000} osajoukko, jolla on seuraava ominaisuus:
josa,be X, a+#b,niina-b ¢ X. Miki on joukon X suurin mahdollinen koko?

2003.8. Poydalla on 2003 karkkia. Kaksi pelaajaa syo karkkeja vuorotellen. Vuorollaan
pelaaja voi sydda joko yhden karkin tai puolet jaljelld olevista karkeista (” pienemmén puo-
likkaan”, jos karkkien mé#ré on pariton); ainakin yksi karkki on aina sy&tavé. Viimeisen
karkin syoja haviaa. Kummalla pelaajalla — aloittajalla vai toisella — on voittostrategia?

2003.9. Tiedetaan, etta n on positiivinen kokonaisluku, n < 144. Luvun selvittamiseksi
sallitaan kymmenen kysymysta muotoa ”onko n pienempi kuin a?” Kysymyksiin vastataan
viipeella: kysymyksen ¢ vastaus annetaan vasta sitten, kun kysymys ¢ + 1 on esitetty,
kun 2 =1, 2, ..., 9. Kymmenennen kysymyksen vastaus annetaan heti, kun kysymys on
esitetty. Etsi strategia, jolla luvun n voi selvittaa.

2003.10. Tason hilapiste on piste, jonka molemmat koordinaatit ovat kokonaislukuja. Nel-
T1+ T2+ T3+ T4 Y1 +Y2+ Y3+

4 ’ 4 '
Olkoon n suurin luonnollinen luku, jolla on seuraava ominaisuus: tasossa on n eri hilapis-
tetta, joista minkaan neljan keskio ei ole hilapiste. Todista, ettda n = 12.

jén pisteen (z;, y;) (1 = 1, 2, 3, 4) keskid on piste <

2003.11. Onko mahdollista valita tasosta 1000 pistetta siten, etta pisteiden vélisista etéi-
syyksistéd ainakin 6000 on yhta suuria?

2003.12. Olkoon ABCD nelio. Olkoon M sivun BC sisédpiste ja N sivun C'D sisapiste,
joille ZM AN = 45°. Todista, etta kolmion AM N ympari piirretyn ympyran keskipiste on
suoralla AC.

2003.13. Olkoon ABC'D suorakulmio, jossa BC' = 2- AB. Olkoon E sivun BC keskipiste
ja P sivun AD mielivaltainen sisapiste. Olkoon F' pisteen A projektio suoralle BP ja G

pisteen D projektio suoralle C'P. Todista, etta pisteet E, F, P ja G ovat saman ympyran
kehalla.

2003.14. Olkoon ABC mielivaltainen kolmio ja olkoot AM B, BNC' ja C'K A sen ulkopuo-
lelle piirrettyja tasasivuisia kolmioita. Janan M N keskipisteen kautta piirretdan normaali
suoralle AC', ja samoin janojen NK ja KM keskipisteiden kautta piirretdén normaalit
suorille AB ja BC'. Todista, ettd ndméa kolme normaalia leikkaavat samassa pisteessé.

2003.15. Olkoon P jannenelikulmion lavistdjien AC' ja BD leikkauspiste. Pisteen P
kautta piirretty ympyra koskettaa sivua C'D sen keskipisteessa M ja leikkaa janat BD ja
AC pisteissa @ ja R. Olkoon S janan BD sellainen piste, ettd BS = D(@). Pisteen S kautta
piirretty AB:n suuntainen suora leikkaa suoran AC' pisteessa T'. Todista, ettd AT = RC.
(Jannenelikulmion kérjet sijaitsevat saman ympyran kehalla.)

2003.16. Etsi kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen parit (a, b), ettd a — b on al-
kuluku ja ab on kokonaisluvun nelio.

2003.17. Positiivisen kokonaisluvun n kaikki positiiviset tekijat on tallennettu taulukkoon
kasvavassa jarjestyksessa. Marin taytyy kirjoittaa ohjelma, joka kertoo mista tahansa
annetusta luvun n tekijasta d > 1, onko se alkuluku. Olkoon n:lla k sellaista tekijaa,
jotka eivat ole suurempia kuin d. Mari vaittaa, ettd naista tekijoista riittaa tarkistaa
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ensimmaéiset [k/2]: jos niiden joukosta l6ytyy d:n yhtd suurempi tekijd, d on yhdistetty
luku, muuten d on alkuluku. Onko Mari oikeassa?

2003.18. Jokainen kokonaisluku on véritetty tdsmaélleen yhdelld véreista SININEN, VIH-
REA, PUNAINEN ja KELTAINEN. Voidaanko tdmé tehda niin, etta jos kokonaisluvut a,
b, ¢ ja d eivat ole kaikki nollia ja ovat samanvarisié, niin 3a — 2b # 2¢ — 3d?

2003.19. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Osoita, etti jos a®+b> on kokonaisluvun
nelio, niin a + b ei ole kahden eri alkuluvun tulo.

2003.20. Positiivisen kokonaisluvun n kaikkien n:4a pienempien positiivisten tekijoiden
summan ja tillaisten tekijoiden lukuméfrin summa on n. Osoita, ettd n = 2m? jollakin
kokonaisluvulla m.

2004.1. . Epanegatiivisten kokonaislukujen jono a; , as , as , ...toteuttaa ehdot

(1) an + a2, > 3n,

(2) anyr+n<2y/a, (n+1)

kaikilla indeksien arvoillan =1, 2, ...

(a) Todista, etté epéayhtald a, > n pétee kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

(b) Anna esimerkki ehdot (1) ja (2) toteuttavasta positiivisten kokonaislukujen jonosta.
2004.2. Olkoon P(x) polynomi, jonka kertoimet ovat epédnegatiivisia. Osoita, ettd jos

1
P <—) P(z) > 1, kun z = 1, niin sama epayht&lo on voimassa kaikilla positiivisilla luvuilla
x

x.

2004.3. Olkoot p, ¢ ja r posiitivisia lukuja ja n positiivinen kokonaisluku. Osoita, etta jos
pgr = 1, niin

1 1 1
+ + <
pr+q¢"+1 ¢ +rr+1  rm+pt 41
2004.4. Reaalilukujen zq, xo, ..., x,, aritmeettinen keskiarvo on X. Osoita, ettd on
olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku K, ettd jokaisen jonon (xi, xa, ..., Tk),
(r2, 23, ..., k), (T3, .., TK), .-, (TKk-1, Tk) ja (xx) aritmeettinen keskiarvo on pie-

nempi tai sama kuin X.

2004.5. Maarita, mita arvoja voi saada kokonaisluvuille & méaritelty funktio
f(k) = (k)3 + (2k)s + (3k)7 — 6k,

missa (k)2,41 on se luvun 2n + 1 monikerta, joka on ldhinna lukua k.

2004.6. Kuution kullekin tahkolle on kirjoitettu positiivinen kokonaisluku. Jokaista kuu-
tion karkea kohti lasketaan kolmella viereisella tahkolla sijaitsevien lukujen tulo. Naiden
tulojen summa on 1001. Mika on tahkoilla sijaitsevien kuuden luvun summa?

2004.7. Etsi kaikki sellaiset ainakin kaksialkioiset kokonaislukujoukot X, ettd kaikilla
m, n € X, missia n > m, on olemassa k € X, jolle n = mk?.
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2004.8. Olkoon f(x) kokonaislukukertoiminen polynomi, joka ei ole vakio. Todista, etta
on olemassa sellainen kokonaisluku n, ettd luvulla f(n) on véhintdén 2004 eri alkutekijéé.

2004.9. Olkoon S joukko, jossa on n — 1 luonnollista lukua (n > 3). Téssd joukossa on
kaksi alkiota, joiden erotus ei ole jaollinen luvulla n. Todista, ettd on mahdollista valita
joukon S epéatyhja osajoukko, jonka alkioiden summa on jaollinen luvulla n.

2004.10. Onko olemassa paattyméton alkulukujen jono p1, p2, ..., Pn, - .., jolle |ppy1 —
2p,| = 1 jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n?

2004.11. Annettuna on m x n-taulukko lukuja +1 ja —1. Aluksi taulukossa on vain yksi
—1, kaikki muut taulukkoalkiot ovat lukuja +1. Yhdelld kerralla taulua saa muuttaa niin,
ettd jokin luvuista —1 muutetaan luvuksi O ja samalla viereiset luvut kerrotaan luvulla
—1. (Viereisia alkioita ovat ne, jotka ovat suoraan yldpuolella, alapuolella, vasemmalla
tai oikealla.) Etsi kaikki (m, n), joilla miké tahansa alkuehdon tayttéva taulukko voidaan
muuntaa tallaisilla muunnoksilla vain nollia sisaltaviksi taulukoksi riippumatta siita, miten
—1 aluksi sijaitsee.

2004.12. Rivissd on 2n eri lukua. Yhdella siirrolla voidaan joko vaihtaa kaksi lukua
keskendan tai kierrattééd kolmea lukua syklisesti (valitaan luvut a, b ja ¢ seké korvataan b
luvulla a, ¢ luvulla b ja a luvulla ¢.) Mikéa on pienin mahdollinen mééré siirtoja, joka aina
riittda lukujen jarjestdmiseen kasvavaan jarjestykseen?

2004.13. Euroopan unionin 25 jasenmaata muodostavat seuraavien saadntojen mukaisesti
toimivan komitean: 1) Komitea kokoontuu péivittain. 2) Jokaisessa kokouksessa ainakin
yhden jasenmaan on oltava edustettuna. 3) Missddn kahdessa kokouksessa ei ole edustet-
tuna tdsmaélleen samoja jdsenmaita. 4) n:nnessi kokouksessa ldsné olevien maiden joukossa
on jokaisella k < n oltava ainakin yksi, joka oli lasnd myo6s k:nnessa kokouksessa. Kuinka
monena paiviana komitea voi kokoontua?

2004.14. Kasalla tarkoitetaan neljan tai useamman pahkinan joukkoa. Kaksi pelaajaa
pelaa seuraavaa pelid. Aluksi heilld on yksi kasa, jossa on n > 4 pahkinda. Siirto tarkoittaa,
ettd pelaaja valitsee yhden kasan ja jakaa sen kahdeksi epéatyhjdksi joukoksi (joiden ei
valttamatta tarvitse olla kasoja, vaan ne voivat sisdltda mielivaltaisen maaran pahkinoita. )
Pelaajat siirtavat vuorotellen, ja jos pelaaja ei voi siirtaa, han haviaa. Milla luvuilla n
aloittavalla pelaajalla on voittostrategia?

2004.15. Ympyran keha on jaettu 13 kaareen, jotka on numeroitu jarjestyksessa yhdesta
kolmeentoista. Viisi kirppua A, B, C, D ja FE istuvat kaarilla 1, 2, 3, 4 ja 5. Kirppu
saa hypata vain kaarelle, joka on jompaankumpaan suuntaan viiden kaaren péaassa lahto-
kaaresta. Vain yksi kirppu voi hypata kerrallaan, eika kaksi kirppua voi sijaita samalla
kaarella. Muutamien hyppyjen jalkeen kirput ovat jalleen kaarilla 1, 2, 3, 4 ja 5, mutta
mahdollisesti eri jarjestyksessa kuin aluksi. Mitka jarjestykset ovat mahdollisia?

2004.16. Piste P on kiintedn ympyran ulkopuolella. P:n kautta piirretdan ympyralle se-
kantti, joka leikkaa ympyréan pisteissa A ja B seka tangentti, joka sivuaa ympyréaa pisteessa
C. Piste C on samalla puolella P:n ja ympyran keskipisteen kautta kulkevaa suoraa kuin
A ja B. Pisteen C kohtisuora projektio P:n ja ympyran keskipisteen kautta kulkevalla
suoralla on ). Osoita ettd QC puolittaa kulman ZAQB.
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2004.17. Suorakaiteen sivujen pituudet ovat 3 ja 4. Valitaan jokaiselta sivulta umpimah-
kainen sisépiste. Olkoot x, y, z ja u sen nelikulmion sivut, jonka kérjet ovat valitut nelja
pistettid. Osoita, ettd 25 < x2 + y? + 22 + u? < 50.

2004.18. Kolmion ABC kirjestd A alkava puolisuora leikkaa sivun BC' pisteessi X ja
kolmion ABC ympéri piirretyn ympyran pisteessd Y. Osoita, etta

1 1 4

ix T Xy = BC

2004.19. Kolmion ABC sivun BC keskipiste on D. Sivun BC pisteelle M patee ZBAM =
/ZDAC. AB leikkaa kolmion CAM ympari piirretyn ympyrian myos pisteessd L ja AC
leikkaa kolmion BAM ympéri piirretyn ympyran myds pisteessé K. Todista, ettd K L||BC.

2004.20. Ympyrdn kaarilla wy, we ja wsz on samat paitepisteet A ja B ja kaikki ovat
samalla puolella suoraa AB; ws on wy:n ja ws:n valissa. Kaksi B:sta alkavaa puolisuoraa
leikkaavat kaaret, toinen pisteissa M7, Ms ja Ms , toinen pisteissd K, Ko ja K3. Osoita,

etta
MMy  KiKj

MoMs;  KyKs5'

2005.1. Olkoon ag positiivinen kokonaisluku. Madritelldén jono {a, }n>0 seuraavasti: Jos

J
an = E c; 10,
i=0

missa c;:t ovat kokonaislukuja ja 0 < ¢; <9, niin

2005 2005 2005
(p41 = Cy  +Cf " A

Voidaanko ag valita siten, etta kaikki termit jonossa ovat erisuuria?

2005.2. Olkoot a, (8 ja v kulmia, joille patee 0 < «, (3, v < 90° ja sin a +sin § + siny = 1.
Osoita, etta

3
tan? o + tan? 8 + tan® > 3

1
2005.3. Maaritellddn jono {ay}r>1 seuraavasti: a; =1, ag = 5 ja

1
Apt9 = QG + Qg1 + ———,
2 dapagi1
kun k£ > 1. Osoita, etta
1 1 1 1
+ + + -+ < 4.
ajas a204 azas a98a100

2005.4. Etsi kolme eri reaalikertoimista polynomia P(z), joilla P(zy + 1) = P(z)? + 1
kaikilla reaalisilla z.
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2005.5. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja, joille abc = 1. Osoita, etta

a b c

<1.
a2+2+b2—|—2+c2+2_

2005.6. Olkoot K ja N positiivisia kokonaislukuja, joilla 1 < K < N. N:sta erilaisesta
kortista koostuvaa pelikorttipakkaa sekoitetaan toistuvasti muuntamalla painvastaiseksi
paallimmaisten K:n kortin jarjestys ja siirtamaélla ne pakan pohjalle. Osoita, ettd pienin
madra toistoja, joiden jalkeen pakka on jélleen alkuperaisessa jarjestyksessaan, on korkein-
taan 4 - N2 /K2

2005.7. Taulukossa on n rivia, missa n > 2, ja 6 saraketta. Jokaiseen soluun on kirjoi-
tettu joko 0 tai 1. Kaikki rivit ovat keskendén erilaisia. Jos (z1, z2, o3, 24, x5, Tg) ja
(Y1, Y2+ Y3, Ya, s, Ye) ovat taulukon rivejd, niin my0s (x1y1, Ta2y2, T3Y3, Ta¥s, T5Ys, TeYs)
on taulukon rivi. Osoita, ettd taulukossa on sarake, jonka luvuista vahintdan puolet on
nollia.

2005.8. Tarkastellaan yksikkoruuduista muodostuvaa 25 x 25-ruudukkoa. Piirretdan pu-
naisella kynalla mielivaltaisen kokoisten nelididen reunaviivoja ruudukon viivoja myoten.
Mika on pienin maara nelioita, joka pitaa piirtaa, jotta kaikki ruudukon viivat tulisi vari-
tettya?

2005.9. Suorakulmio on jaettu 200 x 3-ruudukoksi. Osoita, ettéd erilaisia tapoja jakaa
suorakulmio 1 x 2-suorakulmioihin on kolmella jaollinen maara.

2005.10. Olkoon m = 30030 =2-3-5-7-11-13 ja olkoon M niiden luvun m positiivisten
tekijoiden joukko, joilla on tasmaélleen kaksi alkutekijaa. Maéarita pienin kokonaisluku n,
jolla on seuraava ominaisuus: Minka tahansa joukon M n:n luvun joukossa on 3 lukua a,
b ja c, jotka toteuttavat ehdon a-b-c=m.

2005.11. Pisteet D ja E ovat kolmion ABC sivuilla BC ja AC ja toteuttavat ehdon BD =
AFE. Kolmioiden ADC ja BEC ympari piirrettyjen ympyroiden keskipisteet yhdistéva
suora leikkaa suorat AC ja BC pisteissa K ja L. Osoita, etta KC' = LC.

2005.12. Olkoon ABCD konveksi nelikulmio ja BC' = AD. Pisteet M ja N ovat janojen
AB ja CD keskipisteet. Suorat AD ja BC' leikkaavat suoran M N pisteissa P ja (). Osoita,
etta CQQ = DP.

2005.13. Miké on pienin méira v/2-séteisid ympyroité, joka tarvitaan peittiméin suora-
kulmio, jonka suuruus on

(a) 6 x 37

(b) 5 x 37

2005.14. Kolmion ABC mediaanit leikkaavat pisteessa M. Olkoot D ja E kaksi suoran

BC eri pistetta, joilla DC' = CE = AB ja olkoot P ja (@ pisteita janoilla BD ja BFE siten,
ettd 2BP = PD ja 2BQ = QFE. Maarita ZPMQ).

2005.15. Suorat e ja f ovat kohtisuorassa toisiaan vasten ja leikkaavat toisensa pisteessa
H. Pisteet A ja B ovat suoralla e ja pisteet C' ja D suoralla f. A, B, C, D ja H ovat



32

keskenaén eri pisteitd. Kohtisuorassa AC:ta vastaan ovat suora b, joka kulkee pisteen B,
ja suora d, joka kulkee pisteen D kautta. Kohtisuorassa BD:ta vastaan ovat suora a, joka
kulkee pisteen A ja suora c, joka kulkee pisteen C' kautta. Suorat a ja b leikkaavat pisteessa
X ja c ja d leikkaavat pisteessa Y. Osoita, etta XY kulkee pisteen H kautta.

2005.16. Olkoon p alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku. Olkoon ¢ luvun (n+ 1)? —nP
positiivinen tekija. Osoita, ettd ¢ — 1 on jaollinen luvulla p.

2005.17. Jono {z,},>0 médritelldén seuraavasti: =9 = a, 1 = 2 ja , = 2T,_1Tp_2 —
Tpn_i—Tn_2+ 1, kun n > 1. Etsi kaikki kokonaisluvut a, joilla 2x3,, — 1 on kokonaisluvun
nelio kaikilla n > 1.

2005.18. Olkoot = ja y positiivisia kokonaislukuja. Oletetaan, ettd z = 4zy/(z + y) on
pariton kokonaisluku. Osoita, ettd luvulla z on ainakin yksi tekija, joka voidaan kirjoittaa
muodossa 4n — 1 jollakin positiivisella kokonaisluvulla n.

2005.19. Onko mahdollista loytaa 2005 keskenaan eri suurta positiivista kokonaisluvun
neliotd, joiden summa on myo6s kokonaisluvun nelio?

2005.20. Etsi kaikki kokonaisluvut n = pips - - - pg, jotka ovat luvun (p;+1)(p2+1) - - - (px+

ole eri suuria).

2006.1. Reaalilukujonolle a1, as as, ... patee

an = Gp—1 + An+2,

kun n = 2, 3, 4, .... Kuinka monta perakkaista positiivista lukua jonossa voi enintaan
olla?
2006.2. Oletetaan, etta reaaliluvuille a; € [—2, 17],i =1, 2, ..., 59, pitee a; +as +---+

asg = 0. Osoita, etta
ai + a3+ -+ aiy < 2006.

2006.3. Osoita, ettd jokaista reaalikertoimista polynomia P(z) kohden on olemassa po-
sitiivinen kokonaisluku m ja reaalikertoimiset polynomit Pi(z), Ps(x), ..., P, (z) siten,
etta

P(z) = (Pi(X))* + (P2(X))? + - + (P (X)),

2006.4. Olkoot a, b, ¢, d, e ja f ei-negatiivisia eaalilukuja, joille patee a+b+c+d+e+f = 6.
Maarita luvun
abc + bed + cde + def + efa + fab

suurin mahdollinen arvo ja kaikki ne kuusikot (a, b, ¢, d, e, f), joilla t&m& suurin arvo
saavutetaan.

2006.5. Ajoittain epaluotettava professori on kasittelee viimeisesséa kirjassaan erédsta bi-
naarista laskutoimitusta x. Kun tata laskutoimitusta sovelletaan mihin hyvanséd kahteen
kokonaislukuun, tulos on kokonaisluku. Laskutoimituksen tiedetaan toteuttavan seuraavat
kaksi aksioomaa:

a) = x (r*xy) =y kaikille z, y € Z;

b) (z*xy)*y = x kaikille z, y € Z.
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Kirjassaan professori vaittaa, etta
1. Laskutoimitus * on vaihdannainen: = *xy = y * x kaikille z, y € Z.
2. Laskutoimitus * on liitdnndinen: (x *y)* 2z = x * (y * z) kaikille z, y, z € Z.

Mitka naista vaitteista seuraavat edella mainituista aksioomista?

2006.6. Maarita, kuinka monta alkiota on enintaan seuraavat ehdot tayttavassa positii-
visten kokonaislukujen joukossa:

1. Luvut kirjoitetaan joukkoon {1, 2, 3, 4, 5, 6} kuuluvilla numeroilla.

2. Kukin numero esiintyy samassa luvussa korkeintaan kerran.

3. Jokaisen luvun numerot ovat nousevassa suuruusjarjestyksessa.

4. Jokaisella kahdella luvulla on ainakin yksi yhteinen numero (mahdollisesti eri pai-

kassa).
5. Mikaan numero ei esiinny kaikissa luvuissa.

2006.7. Valokuvaaja otti kuvia juhlassa, johon osallistui 10 ihmista. Jokainen 45 mahdol-
lisesta ihmisparista esiintyi tasan yhdessa kuvassa, ja joka kuvassa esiintyy kaksi tai kolme
ihmista. Montako kuvaa valokuvaaja ainakin otti?

2006.8. Laitoksen johtaja on havainnut laitoksessaan kuusi salaliittoa, joista jokaisessa on
mukana tasan kolme henkiloa. Osoita, ettd johtaja voi jakaa laitoksensa kahdeksi labora-
torioksi niin, ettda mikaan salaliittolaisryhma ei kuulu kokonaan samaan laboratorioon.

2006.9. Saannollisen viisikulmion joka karkeen liitetdan reaaliluku. Seuraavaa operaa-
tiota voidaan toistaa: valitaan jotkin kaksi vierekkéista karkea ja korvataan niissa olevat
luvut lukujen aritmeettisella keskiarvolla. Onko aina mahdollista paatya tilanteeseen, jossa
kaikki viisi lukua ovat nollia, jos lahdetaan tilanteesta, jossa karkiin sijoitettujen viiden
luvun summa on nolla?

2006.10. 162 plusmerkkia ja 144 miinusmerkkia on sijoitettu 30 x 30-taulukkoon niin, etta
kussakin rivissi ja sarakkeessa on enintdén 17 merkkid. (Misséén taulukon ruudussa ei ole
enempad kuin yksi merkki.) Lasketaan jokaista plusmerkkié kohden samalla rivilla olevien
miinusmerkkien lukumaara ja jokaista miinusmerkkia kohden samassa sarakkeessa olevien
plusmerkkien lukuméaara. Maarita naiden lukujen summan maksimiarvo.

2006.11. Kolmion korkeusjanojen pituudet ovat 12, 15 ja 20. Mik& on kolmion ala?

2006.12. Olkoon ABC kolmio, B; sivun AB keskipiste ja C; sivun AC' keskipiste. Olkoon
P # A kolmioiden ABC ja AB,C ympari piirrettyjen ympyroiden leikkauspiste. Olkoon
P, # A suoran AP ja kolmion AByC; ympari piirretyn ympyran leikkauspiste. Todista,
ettd 2AP = 3AP;.

2006.13. Piste D on kolmion ABC sivulla AB ja piste E on kolmion sivulla AC'. Suorat
BE ja CD leikkaavat pisteessa F'. Todista, etté jos

BC? =BD-BA+ CE - CA,

niin pisteet A, D, F ja E ovat samalla ympyralla.
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2006.14. Pallon pinnalta on valittu 2006 pistetta. Todista, ettd pinta voidaan jakaa
2006:ksi yhtenevaksi palaksi, joista jokaiseen kuuluu sisapisteena tasan yksi valituista pis-
teista.

2006.15. Kolmion ABC' keskijanat leikkaavat toisensa pisteessa M. Pisteen M kautta
kulkeva suora t leikkaa kolmion ABC' ympéri piirretyn ympyran pisteissa X ja Y niin,
ettd A ja C' ovat t:n samalla puolella. Todista, ettda BX - BY = AX - AY +CX - CY.

2006.16. Onko olemassa nelja eri positiivista kokonaislukua niin, etta kun minka tahansa
kahden niista tuloon lisdtaan 2006, saadaan nelidluku?

2006.17. Miiriti kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille 3™ 4+ 1 on jaollinen n?:lla.

2006.18. Jos n on positiivinen kokonaisluku, merkitiin a,:11a luvun n(®") viimeisté nu-
meroa. Todista, ettd jono (a,) on jaksollinen ja mé#ritd jonon lyhimmén jakson pituus.

2006.19. Onko olemassa positiivisten kokonaislukujen jonoa ai, as, as, ..., jossa kaikilla

positiivisilla kokonaisluvuilla n jokaisen n:n perakkaisen luvun summa on jaollinen luvulla
29
n-

2006.20. 12-numeroinen luku, jossa esiintyy vain numeroita 1, 5 ja 9, on jaollinen 37:11a4.
Todista, ettd luvun numeroiden summa ei ole 76.

2007.1. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan joukon {1, 2, ..., 2n} jaka-
mista kaksialkioisiksi osajoukoiksi Pi, Ps,...,P,. Joukon P; alkioiden tulo olkoon p;.
Osoita, etta

1 1 1

—+ =+ 4+ —<1

b1 b2 n
2007.2. Kokonaislukujonoa a1, as, as, ... kutsutaan eksaktiksi, jos a2 —a Cp—mGntms

2
m

kun n > m. Osoita, ettd on olemassa eksakti jono, jossa a; = 1 ja as = 0, ja maarita

a2007-

2007.3. Olkoot F,G, H polynomeja, joiden kertoimet ovat reaalilukuja, joiden aste on
korkeintaan 2n + 1 ja jotka toteuttavat seuraavat ehdot:
(1) Kaikilla reaaliluvuilla z pétee

F(z) < G(z) < H(x).

(2) On olemassa erisuuret reaaliluvut z1, 2, ..., , joilla
F(x;)=H(z;) kuni=1,2,...,n.

(3) On olemassa reaaliluku xg, joka eroaa luvuista x1, s, ..., z, ja jolle

Osoita, ettd F(z) + H(z) = 2G(x) kaikilla reaaliluvuilla z.



35

2007.4. Olkoot ay, as, ... a, positiivisia reaalilukuja ja olkoon S = a; + as + - - an,.
Osoita, etta

(25 4+ n) (285 + araz + azasz + - - -anay) > 9 (v aras + yJasas + - - - + \/anal)Q )

2007.5. Funktio f on maaritelty kaikkien nollasta poikkeavien reaalilukujen joukossa ja
se saa kaikki reaalilukuarvot paitsi arvon 1. Tiedetadn myos, etta

flzy) = f(x)f(~y) — f(z) + f(y)

kaikilla z, y # 0 ja
1
f(f(z)) = 0

T

kaikilla ¢ {0, 1}. Maérita kaikki ndmé ehdot toteuttavat funktiot f.

2007.6. Freddy kirjoittaa luvut 1, 2, ..., n jossakin jarjestyksessa. Sitten han muodostaa
listan pareista (7, j), missd 1 < i < j <n ja i:s luku on suurempi kuin j:s luku hénen kir-
joittamassaan permutaatiossa. Taman jalkeen Freddy toistaa seuraavaa toimenpidetta niin
kauan kuin se on mahdollinen: valitaan pari (7, j) listalta, vaihdetaan i:s ja j:s luku permu-
taatiossa, poistetaan (i, j) listalta. Osoita, ettd Freddy voi valita parit sellaisessa jarjestyk-
sessa, etta kun prosessi loppuu, niin luvut permutaatiossa ovat nousevassa jarjestyksessa.

2007.7. Viritys koostuu oheisen kuvan mu-
kaisesti kuudesta tasasivuisesta kolmiosta,
joiden sivun pituus on 1. Maarita kaikki mah-
dolliset kokonaisluvut n, joilla tasasivuinen
kolmio, jonka sivun pituus on n, voidaan tay-
sin peittad virityksilla (peilaukset ja kierrot
ovat sallittuja, mutta kaksi viritystd ei saa
menné padllekkéin).

2007.8. Kutsutaan kokonaislukujoukkoa A eristamdttomaksi, jos kaikilla a € A vahintaan
yksi luvuista a—1 ja a+1 my6s kuuluu joukkoon A. Osoita, ettéd on olemassa tasan (n—4)>2
viiden alkion eristamétonta joukon {1,2,...,n} osajoukkoa.

2007.9. Yhdistys danestaa itselleen hallituksen. Jokainen yhdistyksen jasen on valinnut
10 ehdokasta, mutta han on tyytyvéainen, jos vahintaan yksi tulee valituksi hallitukseen.
Jokaista kuutta yhdistyksen jasentd kohden on olemassa kahden hengen hallitus, johon
kaikki nama kuusi jasentd ovat tyytyvéaisid. Osoita, ettd on olemassa kymmenen hengen
hallitus, johon koko yhdistys on tyytyvéainen.

2007.10. 18 x 18-ruudukkossa kaikki ruudut voivat olla mustia tai valkoisia. Aluksi kaikki
ruudut on varitetty valkoisiksi. Voimme suorittaa seuraavan operaation: valitaan yksi
sarake tai rivi ja vaihdetaan vari kaikkien sen ruutujen vari. Onko mahdollista toistaa
tata operaatiota niin, etta tuloksena on ruudukko, jossa on tdsmalleen 16 mustaa ruutua?
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2007.11. AD, BFE ja CF ovat kolmion ABC korkeusjanat. Pisteet P, ), R ja S toteut-

tavat seuraavat ehdot

(1) P on kolmion ABC ympéri piirretyn ympyran keskipiste.

(2) Kaikki janat PQ, QR ja RS ovat yhtd pitkid kuin kolmion ABC' ympéri piirretyn
ympyran sade.

(3) Suunnistettu jana P@Q) on samansuuntainen kuin suunnistettu jana AD. Vastaavasti
@R on samansuuntainen kuin BE ja RS on samansuuntainen kuin C'F.

Osoita, ettd S on kolmion ABC' sisdan piirretyn ympyréan keskipiste.

2007.12. Olkoon M kolmion ABC' ympari piirretyn ympyran silla kaarella AB, jolla piste
C eiole. Oletetaan, etta pisteen M projektiot suorilla AB ja BC ovat kolmion sivuilla, eika
niiden jatkeilla. Merkitaan naita projektioita X:1a ja Y:1la tassa jarjestyksessa. Olkoot
K ja N janojen AC ja XY keskipisteet. Osoita, ettd ZMNK = 90°.

2007.13. Olkoot ty,ts,...,t; eri suoria avaruudessa, ja olkoon k > 1. Osoita, ettd on
olemassa pisteet P; suorilla t;, ¢ =1, ..., k, niin ettd P;;; on pisteen P; projektio suoralla
tiv1, kun 1 =1,...,k— 1, ja P; on pisteen Pj projektio suoralla ¢;.

2007.14. Kuperassa eli konveksissa nelikulmiossa ABC'D on ZADC = 90°. Olkoot E
ja F pisteen B projektiot suorilla AD ja AC, tassa jarjestyksessd. Oletetaan, ettd F' on
pisteiden A ja C' vilissa, ettd A on pisteiden D ja F valissa ja etta suora E'F kulkee janan
BD keskipisteen kautta. Osoita, etta nelikulmion ABC'D ympéri voidaan piirtad ympyra.

2007.15. Kolmion ABC sisaén piirretty ympyra sivuaa sivua AC pisteessd D. Toinen
ympyra kulkee pisteen D kautta ja sivuaa suoria BC' ja BA, jalkimmaista pisteessa A.
Maérita suhde AD/DC.

2007.16. Olkoot a ja b rationaalilukuja, joilla s = a + b = a? + b%. Osoita, etti s voidaan
esittaa rationaalilukuna jonka nimittajalla ei ole yhteisia tekijoita luvun 6 kanssa.
r+1 +1 z4+1
LA

2007.17. Olkoot z, y, z positiivisia kokonaislukuja, joilla + on
z x

kokonaisluku. Olkoon d lukujen z, y ja z suurin yhteinen tekija. Osoita, ettd d <
vy +yz + zx.

2007.18. Olkoot a, b, ¢, d nollasta poikkeavia kokonaislukuja, joilla ainoa yhtalon

ax?® +by? + c22 +dt* =0

toteuttava kokonaislukunelikké (z, y, z,t) on x = y = z = t = 0. Seuraako tésté, ettd
luvut a, b, ¢ ja d ovat samanmerkkisia?

2007.19. Olkoot r ja k positiivisia kokonaislukuja, ja olkoot luvun r kaikki alkutekijat
suurempia kuin 50. Kutsumme positiivista kokonaislukua, jonka kymmenjarjestelmaesi-
tyksessé on vahintddn k& numeroa (ilman edessé olevia nollia) kieroutuneeksi, jos jokainen
k:n perdkkaisen numeron jono muodostaa luvun (jossa on mahdollisesti alussa nollia), joka
on luvun r monikerta. Osoita, etta jos on olemassa aarettoman monta kieroutunutta lukua,
niin 10¥ — 1 on kieroutunut.
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2007.20. Olkoot a ja b, positiivisia kokonaislukuja, joille b < a ja luku a® + b 4 ab on
jaollinen luvulla ab(a — b). Osoita, ettéd ab on kokonaisluvun kuutio.

2008.1. Maérita kaikki reaalikertoimiset polynomit p(x), joilla
p((z+1)°) = (p(z) + 1)
ja p(0) = 0.
2008.2. Osoita, etté jos reaaliluvut a, b ja c toteuttavat yhtilon a? + b + ¢? = 3, niin

a? n b2 n c? (a+b+c)?
24+b+c? 2+4+c+a? 24a+0b%2— 12 ’

Milloin yhtasuuruus péatee?

2008.3. Onko olemassa sellainen kulma « €]O, 7/2[, ettd sin «, cos «, tan « ja cot o ovat
jossakin jarjestyksesséd aritmeettisen jonon perakkéisia termeja?

2008.4. Polynomin P kertoimet ovat kokonaislukuja, ja P(x) = 5 viidella eri kokonaislu-
vulla z. Osoita, ettei milld&n kokonaisluvulla z voi olla —6 < P(x) < 4 tai 6 < P(x) < 16.

2008.5. Romeolla ja Julialla on kummallakin saannollinen tetraedri. Tetraedrien kussakin
kérjessa on positiivinen reaaliluku. He liittavat jokaiseen sdrmaédn sen kahden karjen lu-
kujen tulon. Sitten he kirjoittavat jokaiselle tahkolle sen kolmen sdrméan lukujen summan.
Romeon tetraedrin tahkoille kirjoitetut nelja lukua osoittautuvat samoiksi kuin Julian tet-
raedrin tahkoille kirjoitetut nelja lukua. Seuraako tasté, ettd Romeon tetraedrin karkien
nelja lukua ovat samat kuin Julian tetraedrin karkien nelja lukua?

2008.6. Etsi kaikki aarelliset positiivisten kokonaislukujen joukot, joissa on vahintaan

kaksi alkiota ja jotka toteuttavat seuraavan ehdon: jos kaksi lukua a ja b (a > b) kuuluvat
2

—b

2008.7. Kuinka moni positiivisten kokonaislukujen pari (m, n), jossa m < n, toteuttaa
yhtalon

joukkoon, niin myos kuuluu joukkoon.

3 1.1

2008 m n
2008.8. Tarkastellaan positiivisten kokonaislukujen joukkoa A, jonka pienin alkio on 1001
ja jonka kaikkien alkioiden tulo on kokonaisluvun nelio. Mika on pienin mahdollinen joukon

A suurimman alkion arvo?

2008.9. Positiiviset kokonaisluvut a ja b toteuttavat yhtalon
a’ — b* = 1008.

Osoita, ettd a ja b ovat kongruentteja keskenaédn modulo 1008.

2008.10. Olkoon S(n) positiivisen kokonaisluvun n numeroiden summa. Maaritd lausek-

S(n)
S(16n)

keen suurin mahdollinen arvo.
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2008.11. Tarkastellaan joukon {1, 2, ..., 169} osajoukkoa A, jossa on 84 alkiota ja jonka
minkéaan kahden alkion summa ei ole 169. Osoita, ettd A sisaltda kokonaisluvun nelion.

2008.12. Koululuokalla on 3n lasta. Jokaiset kaksi lasta tekevat yhteisen lahjan tas-
mélleen yhdelle muulle lapselle. Osoita, ettd kaikilla parittomilla n seuraava tilanne on
mahdollinen: jokaiselle kolmen lapsen A, B ja C ryhmaélle pétee, ettéd jos A ja B tekevit
lahjan C:lle, niin A ja C tekevét lahjan B:lle.

2008.13. Tulevaa kansainvalistd matematiikkakilpailua varten osallistujamaita pyydettiin
valitsemaan yhdekséastd kombinatoriikan ongelmasta omat suosikit kilpailutehtaviksi. Ot-
taen huomioon kuinka hankalaa yksimielisyyteen paaseminen yleensa on, kukaan ei ollut
yllattynyt, kun kavi nain:

e Jokainen maa aanesti tasmalleen kolmea tehtavaa.

e Jokaiset kaksi maata aanestivat eri tehtavajoukkoja.

e Milla tahansa kolmella maalla on jokin tehtava, jota mikaan maista ei aanestanyt.

Mika on suurin mahdollinen osallistujamaiden lukumaara?

2008.14. Onko mahdollista rakentaa 4 x4 x4-
kuutio kuvan mukaisista, neljasta yksikko-
kuutiosta koostuvista palikoista?

2008.15. n x n-ruudukolle asetetaan kaksi

vierekkaista ruutua peittavia 1 x 2-dominoita

siten, ettd ne eivit koske toisiinsa (edes kul-

missa) ja ettd niiden peittdmé ala on 2008.

Etsi pienin n, jolla tdmé onnistuu.

2008.16. Olkoon ABC'D suunnikas. Ympyra, jonka halkaisija on AC', leikkaa suoran BD
pisteissa P ja ). Pisteen C kautta piirretty suoraa AC vastaan kohtisuora suora leikkaa
suorat AB ja AD pisteissa X ja Y. Osoita, ettd pisteet P, @), X ja Y ovat samalla
ympyralla.

2008.17. Olkoot a, b, ¢ ja d annetun ympyran sisaan piirretyn nelikulmion sivut. Osoita,
ettd tulo (ab+ cd)(ac + bd)(ad + bc) saavuttaa maksiminsa, kun nelikulmio on nelié.

2008.18. Olkoon AB ympyréin S halkaisija ja L pisteeseen A piirretty tangentti. Olkoon
lisaksi ¢ kiinnitetty positiivinen reaaliluku. Tarkastellaan kaikkia suoran L pistepareja X
ja Y, jotka sijaitsevat pisteen A eri puolilla, niin ettd |[AX|-|AY| = ¢. Suorat BX ja BY
leikkaavat ympyran S pisteissa P ja (). Osoita, etta kaikki tallaiset suorat P@Q) kulkevat
saman pisteen kautta.

2008.19. Yksikkohalkaisijaisen ympyran sisadn piirretddn janteitd. Niiden pituuksien
summa on yli 19. Osoita, ettd ympyralla on halkaisija, joka leikkaa ainakin seitsemé&a
jannetta.

2008.20. Olkoon piste M janalla BC ja piste N janalla AB, niin ettd AM ja CN ovat
kolmion ABC' kulmanpuolittajia. Lisaksi

/BNM  /BMN

ZMNC — ZNMA
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Osoita, ettd kolmio ABC' on tasakylkinen.

2009.1. Astetta n > 2 olevalla polynomilla p(x) on tédsmélleen n reaalista juurta, joista
osa voi olla moninkertaisia. Tiedamme, ettd termin x™ kerroin on 1, etta kaikki juuret
ovat pienempid tai yhté suuria kuin 1 ja ettd p(2) = 3. Mitd arvoja p(1) voi saada?

2009.2. Ei-negatiiviset kokonaisluvut aq, as, ..., a1go toteuttavat epayhtalon
ai(a; —1)---(a1 — 20) +az(az — 1) ---(az — 20) + - - - 4+ a1oo(aio0 — 1) - - - (@100 — 20)
<100-99-98---79.

Osoita, ettd a1 + as + - - - + a190 < 9900.

2009.3. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd on mahdollista valita kertoimet
cr € {—1, 1}, 1 < k < n, siten, ettd

2009.4. Maarita kaikki kokonaisluvut n > 1, joilla epayhtalo
o2t ai 2 > (bt Ty 1)Th

patee kaikilla reaaliluvuilla z1, xo, ..., T,.

2009.5. Olkoon fy = f1 =1ja fix1 + fi, kun ¢ > 0. Ratkaise yhtalo

22919 = fo000 - T + fa00s

reaalilukujen joukossa.

2009.6. Olkoot a ja b sellaisia kokonaislukuja, etté yhtilolld 23 — az? — b = 0 on kolme
kokonaislukujuurta. Osoita, ettd b = dk?, missi d ja k ovat kokonaislukuja ja d on luvun
a tekija.

2009.7. Olkoon p alkuluku ja a, b ja ¢ kokonaislukuja. Oletetaan, etta
6|p+1, platbte, pla*+b*+ch

Osoita, ettd p on lukujen a, b ja c tekija.

2009.8. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joilla joukko
{n,n+1,n+2,...,n+8}

voidaan jakaa kahteen osaan niin, etta ensimmaisen osan alkioiden tulo on sama kuin toisen
osan alkioiden tulo.

2009.9. Miirité kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille 2*+! — n? on alkuluku.
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2009.10. Olkoon d(k) positiivisen kokonaisluvun k positiivisten tekijéiden lukumé&éra.
Osoita, ettd on olemassa aarettoman paljon positiivisia kokonaislukuja M, joita ei voi

esittad muodossa
a (Y
d(n)

millaan positiivisella kokonaisluvulla n.

2009.11. Olkoon M kolmion ABC' sivun AC' keskipiste. K on piste puolisuoralla BA eri
puolella pistetta A kuin B. Suora KM leikkaa sivun BC' pisteessd L. Piste P on janalla
BM niin, ettd PM on kulman LPK puolittaja. Suora ¢ kulkee pisteen A kautta ja on
yvhdensuuntainen suoran BM kanssa. Osoita, ettd pisteen M kohtisuora projektio suoralle
¢ on suoralla PK.

2009.12. Nelikulmiossa ABCD on AB|/CD ja AB = 2-CD. Suora ¢ on kohtisuorassa
suoraa C'D vastaan ja kulkee pisteen C' kautta. Ympyré, jonka keskipiste on D ja sade
DA, leikkaa suoran ¢ pisteissda P ja (). Osoita, ettd AP 1 BQ.

2009.13. Piste H on kolmion ABC korkeusjanojen leikkauspiste ja janat AD, BE ja CF
ovat kolmion korkeusjanat. Pisteet I1, Is ja I3 ovat kolmioiden FEHF, FHD ja DHE
sisdan piirrettyjen ympyroiden keskipisteet, téssa jarjestyksessa. Osoita, ettd suorat Alq,
BI; ja Cl3 leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

2009.14. Milld n > 2 on mahdollista l6ytad n pareittain epdyhdenmuotoista kolmiota A,
Ao, ..., A, niin, ettd jokainen niistd voidaan jakaa n:ksi pareittain epayhdenmuotoiseksi
kolmioksi, joista jokainen on yhdenmuotoinen yhden kolmioista Ay, Aq, ..., A, kanssa?

2009.15. Yksikkonelio on jaettu m:ksi nelikulmioksi @)1, @2, ..., @.mn. Olkoon S; nelikul-
mion @; kaikkien sivujen neliéiden summa, ¢ = 1, 2, ..., m. Osoita, etta

Si1+Sy+ -+ S, >4.

2009.16. Trondheimilainen n-hoipertelu on
kévely, joka ldhtee pisteesta (0, 0), ei leikkaa
itseddn ja padtyy pisteeseen (2n, 0). Lisédksi
hoipertelija pysyy koordinaatiston ensimmai-
sessd, neljanneksessa ja jokainen askel on jo-
kin vektoreista (1, 1), (1, —1), (-1, 1). (Ku-
vassa on esitetty kaikki trondheimilaiset 2-
hoipertelut.) Kuinka monta trondheimilaista
n-hoipertelua on olemassa?

2009.17. Etsi suurin n, jolla on olemassa n eri suurta kokonaislukua, joista yksikaan ei ole
jaollinen 7:11a, 11:114 eikad 13:lla, mutta minka tahansa kahden luvun summa on jaollinen
ainakin yhdella luvuista 7, 11 ja 13.
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2009.18. Olkoon n > 2 kokonaisluku. Eraassa maassa on n kaupunkia ja jokaisen kahden
valissd on suora tie. Jokaisella tielld on numero, joka on joukkoon {1, 2, ..., m} kuuluva
luku (kahdella tielld voi olla sama numero). Kaupungin tdrkeysindeksi on on sinne joh-
tavien teiden numeroiden summa. Etsi pienin m, jolla kaikilla kaupungeilla voi olla eri
tarkeysindeksi.

2009.19. Kahdeksan hengen juhlissa jokaiset kaksi osallistujaa joko tuntevat toisensa tai
eivat tunne toisiaan. Jokainen tuntee tasmalleen kolme muuta. Voivatko seuraavat ehdot
toteutua yhta aikaa:
e missa tahansa kolmen hengen joukossa on ainakin kaksi, jotka eivat tunne toisiaan;
e missa tahansa neljan hengen joukossa on ainakin kaksi, jotka tuntevat toisensa?

2009.20. Tulevaisuuden Baltian Tie -kaupungissa on 16 sairaalaa. Joka yo tasmaélleen
nelja niista paivystaa. Voiko paivystysaikataulun jarjestad niin, etta 20 yon jalkeen mitka
tahansa kaksi sairaalaa olivat samassa paivystysvuorossa tasmalleen kerran?

2010.1. Etsi kaikki reaalilukunelikot (a, b, ¢, d), jotka toteuttavat yhtaléryhméan

(b+c+d)2°0 = 3¢
(a+c+d)
(a+ b+ d)2010 = 3¢
(a+b+c)2010 = 34

2010 — 3b

2010.2. Olkoon z reaaliluku, jolle 0 < z < g Todista, etta

cos?(x) cot(z) + sin’(z) tanc > 1.

2010.3. Olkoot z1, xa, ..., x, (n > 2) ykkostd suurempia reaalilukuja. Oletetaan, etta
kaikilla s = 1, 2, ..., n — 1 pétee |z; — z;41| < 1. Osoita, ettd

X X Ly — X
e T R R T
T2 I3 In T

2010.4. Etsi kaikki sellaiset reaalikertoimiset polynomit P(x), ettd kaikilla kokonaislu-
vuilla x patee
(x —2010)P(x + 67) = zP(z).

2010.5. Merkitaan R:11a kaikkien reaalilukujen joukkoa. Etsi kaikki kuvaukset f : R — R,
joille

F@?) + fzy) = f(@)f(y) +yf(@) +af (@ +y),
kun z, y € R.

2010.6. n x n-ruudukko on varitetty n:lla varilla niin, ettd paaviistorivi (yldvasemmalta
alaoikealle) on véritetty ensimmaéisellé vérilld, sen viereiset kaksi viistorivia toisella varilla,
seuraavat kaksi viistorivid (yksi ylempi ja yksi alempi) kolmannella jne. Siis kulmaruu-
duista kaksi (yldoikea ja alavasen) véritetdén n:nnelld véarilla. Tiedetddn, ettd on mahdol-
lista sijoittaa laudalle n tornia niin, ettd ne eivat uhkaa toisiaan ja mitkaan kaksi tornia
eivat sijaitse samanvérisilld ruuduilla. Todista, ettd n = 0( mod 4) tai n = 1 ( mod 4).
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2010.7. Maassa on muutama kaupunki, joista yksi on paakaupunki. Minka tahansa kah-
den kaupungin A ja B valilla on olemassa suora lento kaupungista A kaupunkiin B ja
kaupungista B kaupunkiin A, ja lisdksi ndméa lennot ovat samanhintaisia. Oletetaan, etta
kaikki kiertomatkat, jotka laskeutuvat tasmaélleen kerran kuhunkin kaupunkiin, maksa-
vat yhta paljon. Todista, etta kaikki kiertomatkat, jotka jattavat paakaupungin valiin ja
kayvat tasmalleen kerran kaikissa muissa kaupungeissa, maksavat yhta paljon.

2010.8. 30 jasenen klubissa jokaisella jasenelld on aluksi hattu. Eraanad paivana kukin
jasen lahettdd hattunsa jollekin toiselle jésenelle (jésenet saattavat vastaanottaa useamman
kuin yhden hatun). Todista, etd on olemassa sellainen 10 jdsenen ryhmé, ettd kukaan
ryhmén jésenista ei ole saanut keltaan toiselta ryhman jasenelta hattua.

2010.9. Kasassa on 1000 tulitikkua. Kaksi pelaajaa ottaa kasasta vuorollaan yhdesta
viiteen tulitikkua. Lisdksi on sallittua korkeintaan kymmenella vuorolla ottaa kasasta
kuudeskin tikku. Esimerkiksi ensimméinen pelaaja voi tehda seitseméan tallaista poikkeus-
siirtoa ja toinen pelaaja kolme poikkeussiirtoa, eikd sen jalkeen poikkeussiirtoja sallita.
Viimeisen tulitikun ottava voittaa. Maarita, kummalla pelaajista on voittostrategia.

2010.10. Olkoon n kokonaisluku, n > 3. Tarkastellaan kuperan n-kulmion kaikkia jakoja
kolmioiksi (n —3):lla toisiaan leikkaamattomalla l&vistéjélla. Tarkastellaan edelleen niiden
kolmioiden varityksia mustiksi ja valkoisiksi niin, etta kolmiot, joilla on yhteinen sivu, ovat
erivarisia. Maaritd mustien kolmioiden pienin mahdollinen lukumaéaara.

2010.11. Olkoon ABC'D nelio seka S sen lavistdajien AC ja BD leikkauspiste. Ympyra
k kulkee pisteiden A ja C sekd ympyra k' pisteiden B ja D kautta. Ympyrat k ja &
leikkaavat toisensa tasan kahdessa eri pisteessa P ja (). Osoita, ettd S on PQ:lla.

2010.12. Olkoon ABCD puolisuunnikas, joka ei ole suunnikas.

a) Osoita, ettd puolisuunnikkaan sivujen AB, BC, CD ja DA pituudet (téssé jarjestyk-
sessdl) eivat muodosta aritmeettista jonoa.

b) Osoita, ettd on olemassa puolisuunnikas ABCD, jonka sivujen pituudet AB, BC, CD
ja DA muodostavat aritmeettisen jonon, kun pituuksien jarjestysta saa vaihtaa.

2010.13. Terakulmaisessa kolmiossa ABC' jana C'D on korkeusjana ja H korkeusjanojen
leikkauspiste. Maéarita kaikki mahdolliset kulman CAB arvot, kun oletetaan, etta kol-
mion ympari piirretyn ympyran keskipiste sijaitsee suoralla, joka sisdltdaa kulman DH B
puolittajan.

2010.14. Olkoot kolmion ABC' kaikki kulmat terdvid. Olkoon D sellainen sivulla AC' ja
E sellainen sivulla BC' oleva piste, ettd A, B, D ja E ovat samalla ympyralld. Oletetaan
edelleen, ettd ympyra, joka kulkee pisteiden D, E ja C kautta, leikkaa sivun AB kah-
dessa pisteessd X ja Y. Osoita, ettd janan XY keskipiste on C':sta piirretyn korkeusjanan
kantapiste AB:lla.

2010.15. Pisteet M ja N valitaan kolmion ABC kulmanpuolittajalta AL siten, etta
ZABM = ZACN = 23°. X on sellainen piste kolmion sisélld, ettd |BX| = |CX] ja
/BXC =2 -/ZBML. Maaritda ZMXN.
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2010.16. Kun k on positiivinen kokonaisluku, merkitdan d(k):lla luvun k positiivisten
tekijoiden lukumaérdé (esim. d(12) = 6). Olkoon s(k) luvun k& numeroiden summa (esim.
s(12) = 3). Positiivinen kokonaisluku n on wvithdyttivd, jos on olemassa positiivinen koko-
naisluku k, jolle d(k) = s(k) = n. Miké on pienin viihdyttdva pariton kokonaisluku, joka
on suurempi kuin 17

2010.17. Etsi kaikki sellaiset positiiviset kokonaisluvut n, ettéd luvun n? kymmenjérjes-
telméaesitys koostuu pelkastaan parittomista kokonaisluvuista.

2010.18. Olkoon p alkuluku. Jokaisella k, 1 < k£ < p — 1, on olemassa yksikéasitteinen
kokonaisluku, jota merkitidin k7!, jolle 1 < k™! <p—1jak™' -k =1(mod p). Todista,
etta jono

=t o1ttt 1ttty ) 1ttt (p—1)7
(yhteenlasku modulo p) siséltdd korkeintaan (p + 1)/2 eri lukua.
2010.19. Milla k:n arvoilla n olemassa k eri alkulukua pq, ps, ..., pk, joille

pi+ D3+ -+ pi = 20107

2010.20. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille on olemassa sellainen aareton
positiivisten kokonaislukujen Z, osajoukko A, ettad kaikilla eri luvuilla a1, ..., a, € A
luvut a1 +as + -+ ay, ja ag - - - a,, ovat yhteistekijattomia.

2011.1. Reaaliluvut 1, ..., x9011 toteuttavat yhtalot
/ / /
1 —f-IL’Q :2.@1, .’172—{—.@3 :2.7172, ey 2011 —f-(L’l :2.@2011,
missé ], x5, ..., T, on jonon 1, Ta,...,Ta011 permutaatio. Todista, ettd x1 = xo =
e e — x2011_

2011.2. Funktio f:Z — Z toteuttaa kaikilla kokonaisluvuilla z ja y yhtalon
f(f(x) —y) = fly) = f(f(2)).

Osoita, ettd f on rajoitettu, ts. ettd on olemassa sellainen vakio C, ettd —C < f(z) < C
kaikilla kokonaisluvuilla x.

2011.3. Epanegatiivisten kokonaislukujen jono ai, ag, as, ... on sellainen, etta a,+; on
luvun a] + a,—; viimeinen numero kaikilla n > 2. Pitaako aina paikkansa, etta jollakin
N jono Gy, Gng+1, Gne+2, - - - o0 jaksollinen?

2011.4. Olkoot a, b, ¢ ja d epanegatiivisia reaalilukuja ja a + b+ ¢ + d = 4. Todista, etta
a n b n c n d < 4
ad+8 B+8 A48 dB+879
2011.5. Olkoon f:R — R funktio, joka toteuttaa ehdon
F(f@) =a* -z +1

kaikilla reaaliluvuilla x. Maaritd f(0).
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2011.6. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista, ettd niiden suorien lukumaara,
jotka kulkevat origon ja tdsméilleen yhden toisen pisteen (z,y) kautta, missi = ja y ovat
kokonaislukuja, 0 <z <n ja 0 <y < n, on vahintaan n2/4.

2011.7. Tarkastellaan 15-alkioista joukkoa T' = {10a + b|a,b € Z,1 < a < b < 6}.
Olkoon S joukon T osajoukko, jossa kaikki kuusi numeroa 1,2, ..., 6 esiintyvit mutta joka
ei sisalla kolmikkoa, jossa esiintyisivat kaikki ndmé 6 numeroa. Maarita joukon S suurin
mahdollinen koko.

2011.8. Greifswaldissa on koulut A, B ja C, joista kutakin kay ainakin yksi oppilas.
Kustakin oppilaskolmikosta, joista yksi kay koulua A, toinen koulua B ja kolmas koulua C,
jotkin kaksi tuntevat toisensa ja jotkin kaksi eivit tunne toisiaan. Todista, etta ainakin
yksi seuraavista patee:

— Jokin koulun A oppilas tuntee kaikki koulun B oppilaat.
— Jokin koulun B oppilas tuntee kaikki koulun C oppilaat.
— Jokin koulun C' oppilas tuntee kaikki koulun A oppilaat.

2011.9. Varitetaan m x n-ruudukon ruudut mustiksi ja valkoisiksi. Varityksen sanotaan
olevan pdtevd, jos se tayttdaa seuraavat ehdot:

e Kaikki reunaruudut ovat mustia.

e Mitkaan nelja 2 x 2-ruudukon muodostavaa ruutua eivat ole samanvérisia.

e Mitkaan nelja 2 x 2-ruudukon muodostavaa ruutua eivat ole niin varitetyt, etta vain
kulmittain toisiaan koskettavat ruudut ovat samanvarisia.

Milla m x n-ruudukoilla, jossa m,n > 3, on olemassa pateva varitys?

2011.10. Kaksi pelaajaa pelaa seuraavaa kokonaislukupelid. Aluksi luku on 20112011
ja pelaajat siirtavat vuorotellen. Jokaisella siirrolla lukua voi vahentda kokonaisluvulla,
joka on vahintaan 1 ja korkeintaan 2010, tai luvun voi jakaa 2011:11a ja pyoristaa alaspain
lahimpaan kokonaislukuun. Pelaaja, joka ensimmaisena paatyy epapositiiviseen kokonais-
lukuun, voittaa. Kummalla pelaajista on voittostrategia?

2011.11. Olkoot AB ja C'D ympyran C kaksi halkaisijaa ja P C:n mielivaltainen piste.
Olkoot R ja S pisteesta P AB:lle ja C'D:lle piirrettyjen kohtisuorien kantapisteet. Osoita,
ettd janan RS pituus ei riipu pisteen P valinnasta.

2011.12. Olkoon P sellainen nelion ABC'D sisapiste, ettd PA : PB : PC on 1 : 2 : 3.
Maarita ZBPA.

2011.13. Olkoon E kuperan nelikulmion ABCD sisapiste. Piirretdan nelikulmion ulko-
puolelle kolmiot ABF, BCG, CDH ja DAI siten, etta NABF ~ ADCE, ABCG ~
NADE, ACDH ~ ABAFE ja ADAI ~ ACBE. Olkoot P, ), R ja S pisteen F pro-
jektiot suorilla AB, BC, CD ja DA, téssa jarjestyksessa. Todista, ettd jos PQRS on
jannenelikulmio, niin
EF-CD=FEG-DA=FH- -AB=FI-BC.

2011.14. Kolmion ABC sisaan piirretty ympyra sivuaa kolmion sivuja BC, CA ja AB
pisteissa D, E ja F, téssa jarjestyksessd. Olkoon G se sisdan piirretyn ympyran piste,

jolle G on ympyran halkaisija. Suorat EG ja F'D leikkaavat pisteessi H. Todista, etta
CH || AB.
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2011.15. Olkoon ABCD kupera nelikulmio, jossa ZADB = ZBDC. Oletetaan, etta
sivun AD piste E toteuttaa yhtalon

AE-ED+ BE?=CD - AE.

Osoita, ettda /EBA = /DCB.

2011.16. Olkoon a kokonaisluku. Maaritellaan jono xzg, x1, ... asettamalla xg = a, 1 = 3
ja
Tp =2Tp—1 —4Tp_2 + 3,

kun n > 1. Maarita suurin kokonaisluku k,, jolla on olemassa sellainen alkuluku p, etta
pha jakaa luvun x9917 — 1.

2011.17. Maarita kaikki sellaiset positiviset kokonaisluvut d, etta jos d jakaa kokonaislu-
vun n, niin d jakaa myo6s jokaisen kokonaisluvun m, jonka numerot ovat jossain jarjestyk-
sessa samat kuin luvun n numerot.

2011.18. Mairitd kaikki alkulukuparit (p, q), joille sekd p? + ¢° ettd ¢* + p® ovat koko-
naisluvun nelioita.

2011.19. Olkoon p # 3 alkuluku. Osoita, ettd on olemassa toistoton positiivisten kokonais-
lukujen z1, 2, ..., x, aritmeettinen jono, jonka jasenten tulo on kokonaisluvun kuutio.

2011.20. Kokonaislukua n > 1 kutsutaan tasapainoiseksi, jos silla on parillinen maara eri
alkutekijoitda. Todista, ettd on olemassa aarettoman monta sellaista positiivista kokonais-
lukua n, etta tasmalleen kaksi luvuista n, n 4+ 1, n + 2 ja n 4+ 3 on tasapainoisia.

2012.1. Luvut 1, 2, ..., 360 ositetaan yhdeksaksi osajoukoksi perakkaisia kokonaislukuja,
ja naissa joukoissa olevien lukujen summat jarjestetdan 3 x 3-taulukoksi. Onko mahdollista,
etta nain syntyva taulukko on taikanelio?

Huomautus: Taikanelio on nelion muotoinen lukutaulukko jossa jokaisen rivin, jokaisen
sarakkeen ja kummankin lavistajan lukujen summat ovat kaikki keskendan yhta suuria.

2012.2. Olkoot a, b ja c reaalilukuja. Osoita, etta
1 2
ab+ be+ ca+max{la—0b|,|b—c¢|,|c—a|} < 1+§(a+b+c) :

2012.3. a) Todista, ettd yhtalolla
[z](@® +1) = 27,

missé |z] tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka ei ole suurempi kuin x, on tdsmélleen yksi
reaalinen ratkaisu jokaisella kahden perdkkaisen positiivisen kokonaisluvun maaraamalla
valilla.

b) Osoita, ettei mikdén tdmén yht&lon positiivisista reaalilukuratkaisuista ole rationaali-
nen.
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2012.4. Osoita, ettéd ddrettomén monella kokonaislukuparilla (a, b) yhtalon
r?012 =gz + b

ratkaisujen joukosta 1oytyy kaksi eri reaalilukua, joiden tulo on 1.

2012.5. Etsi kaikki funktiot f:R — R, joille patee

flx+y) = flz—y)+ f(f(1 - y))

kaikilla reaaliluvuilla z ja y.

2012.6. Poydalla on 2012 lamppua. Kaksi henkiloa pelaa seuraavanlaista pelia. Vuorossa
oleva pelaaja painaa jonkin lampun katkaisijaa, mutta niain syntyva asetelma ei ole saanut
esiintya aiemmin pelin aikana. Pelaaja, joka ei voi enda tehda laillista siirtoa, haviaa.
Kummalla pelaajalla on voittostrategia?

2012.7. 2012 x 2012-ruudukon oikeasta ylanurkasta vasempaan alanurkkaan kulkevan la-
vistajan jotkin ruudut on merkitty. Nurkkaruutuja ei ole merkitty. Ruudukon jokaiseen
ruutuun kirjoitetaan kokonaisluku seuraavalla tavalla. Ruudukon ylimmaéan rivin ja va-
semman puoleisimman sarakkeen ruutuihin kirjoitetaan luku yksi. Merkittyihin ruutuihin
kirjoitetaan kuhunkin nolla. Jokaiseen muuhun ruutuun kirjoitetaan sen ylapuolella ja va-
semmalla olevien naapuriruutujen lukujen summa. Osoita, ettei oikeasta alanurkasta voi
loytya luvulla 2011 jaollista lukua.

2012.8. On annettu suunnistettu verkko, joka ei sisdlld suunnistettuja sykleja, ja jossa
jokaisen polun sarmien lukumaérd on enintdan 99. Osoita, ettd on mahdollista varittaa
verkon sarmat kahdella varilla siten, etta jokaisessa yksivarisessa polussa on enintaan 9
sarmaa.

2012.9. Kaikkiin 5 x 5-ruudukon ruutuihin on kirjoitettu luku nolla. Voimme yksi ker-
rallaan ottaa jonkin ruudun ja sen naapuriruudut (joilla on yhteinen sivu sen kanssa),
ja kasvattaa kaikkien niiden sisaltamia lukuja yhdella. Onko mahdollista saada aikaan
ruudukko, jonka jokaisessa ruudussa on luku 20127

2012.10. Henkilot A ja B pelaavat seuraavaa pelia. Ennen kuin peli alkaa, A valit-
see 1000 paritonta alkulukua (joiden ei tarvitse olla erisuuria), ja sitten B valitsee niista
puolet ja kirjoittaa ne tyhjalle liitutaululle. Vuorossa oleva pelaaja valitsee positiivisen ko-
konaisluvun n, pyyhkii taululta jotkin alkuluvut pq, po, ..., p, ja kirjoittaa niiden tilalle
luvun pips - - - p, — 2 alkulukutekijét. (Jos jokin alkuluku esiintyy alkutekijahajotelmassa
useamman kerran, niin se myos kirjoitetaan taululle yhta monta kertaa kuin se tekijahajo-
telmassa esiintyy.) Pelaaja A aloittaa, ja se pelaaja, jonka siirto jattaa jéljelle vain tyhjan
liitutaulun, haviaa. Osoita, etté toisella pelaajista on voittostrategia, ja selvitd kummalla.

Huomautus: Koska luvulla 1 ei ole alkulukutekijoita, on yksittaisen luvun 3 poistaminen
sallittua.

2012.11. Olkoon AABC' kolmio, jossa ZA = 60°. Piste T sijaitsee kolmion sisalla siten,
ettd LZATB = /BTC = ZCTA = 120°. Olkoon M janan BC keskipiste. Osoita, etta
TA+TB+TC =2AM.
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2012.12. Olkoot Py, Py, ..., Ps = Py ympyran kehén perakkaisia pisteita, ja olkoon piste
() monikulmion PyP; ... P; sisalla siten, ettd ZP;_1QFP; = 45° kun ¢ = 1,...,8. Osoita,

etta summa
8
Z P PP
i=1

on pienimmilldan tasmalleen silloin, kun piste ¢ on ympyran keskipiste.

2012.13. Olkoon ABC' terdviakulmainen kolmio, ja olkoon H sen ortokeskus. Kérjista
A, B ja C piirretyt korkeusjanat leikkaavat ympéri piirretyn ympyran pisteiden A, B
ja C ohella myo6s pisteissa Ha, Hp ja He, tassa jarjestyksessa. Osoita, ettei kolmion
AH s HpH¢g ala voi olla suurempi kuin kolmion AABC' ala.

2012.14. Kolmion ABC sisdan piirretty ympyra sivuaa sivuja BC, CA ja AB pisteissa
D, FE ja F, tassa jarjestyksessd. Olkoon G janan DFE keskipiste. Osoita, ettda LZEFC =
ZGFD.

2012.15. Jannenelikulmion ABCD ympari piirretyn ympyran keskipiste O sijaitsee ky-
seisen nelikulmion sisalla, mutta ei sen lavistajalla AC. Nelikulmion lavistajat leikkaavat
pisteessa I. Kolmion AOI ympéri piirretty ympyra leikkaa sivun AD pisteessd P ja sivun
AB pisteessa @Q; kolmion COI ympari piirretty ympyra leikkaa sivun C'B pisteessa R ja
sivun C'D pisteessa S. Osoita, ettd PQRS on suunnikas.

2012.16. Olkoot n, m ja k positiivisia kokonaislukuja, joille (n —1)n(n+1) = mk. Osoita,
etta k = 1.

2012.17. Merkitk6on d(n) luvun n positiivisten tekijoiden lukumééraa. Etsi kaikki kol-
mikot (n, k, p), joissa n ja k ovat positiivisia kokonaislukuja ja p on alkuluku, ja joille

ndm —1 = pk.

2012.18. Etsi kaikki kokonaislukukolmikot (a, b, ¢), joille a® + b2 + ¢? = 20122012.

2012.19. Osoita, etti luku n 4+ (n+1)""! on yhdistetty d4rettdméin monella positiivisella
kokonaisluvulla n.

2012.20. Etsi kaikki yhtélon 226 4+ y7 = 11 kokonaislukuratkaisut.

2013.1. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Oletetaan, ettd n lukua valitaan taulukosta

0 1 eeoon—1
n n+1 e 2n—1
m—1n (n—1n+1 -+ n?2-1

niin, ettd miltadan sarakkeelta tai riviltd ei ole valittu kahta lukua. MaAaarita naiden n:n
luvun suurin mahdollinen tulo.
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2013.2. Olkoot k ja n positiivisia kokonaislukuja ja x1, 2, ..., g, y1, Y2, ..., yn keske-
naan eri suuria kokonaislukuja. Kokonaislukukertoimiselle polynomille P patee

ja
P(y1) = P(y2) = - = P(yn) = 2013.
Maarita lausekkeen kn suurin mahdollinen arvo.
2013.3. Merkitaan reaalilukujen joukkoa symbolilla R. Maarita kaikki funktiot f: R — R
niin, etta
faf(y) +y)+ f(=f(@) = fyf(z) —y)+y
kaikilla x,y € R.

2013.4. Todista, etta seuraava epayhtalo patee kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla x, y, z:

x> y3 23 >x+y+z.

y2+z2+22+w2+x2+y2_ 2

2013.5. Luvut 0 ja 2013 kirjoitetaan kuution vastakkaisiin karkiin. Jaljella oleviin kuuteen
karkeen kirjoitetaan jotkin reaaliluvut. Jokaiseen kuution sarmaan kirjoitetaan sen paa-
tepisteissa olevien lukujen erotus. Milloin sarmille kirjoitettujen lukujen nelididen summa
on pienin mahdollinen?

2013.6. Joulupukilla on ainakin n lahjaa n:lle lapselle. Jokaisella ¢ € {1, 2, ..., n} i:s
lapsi pitda x; > 0 eri lahjasta. Oletetaan, etta

1 1
— 4+ =<1
I In

Todista, etta joulupukki voi antaa jokaiselle lapselle lahjan, josta tama pitaa.

2013.7. Liitutaululle on kirjoitettu positiivinen kokonaisluku. Pelaajat A ja B pelaa-
vat seuraavaa pelia: vuorollaan pelaaja valitsee taululla olevan luvun n tekijan m, jolle
1 < m < n, ja korvaa luvun n luvulla n — m. Pelaaja A aloittaa ja pelaajat vuorotte-
levat. Pelaaja, joka ei voi siirtda, haviada. Milla ensimmaisilla luvuilla pelaajalla B on
voittostrategia?

2013.8. Saunassa on n huonetta, joissa on rajattomasti tilaa. Yhdessakaan huoneessa
ei voi olla samanaikaisesti miesta ja naista. Lisaksi miehet haluavat saunoa samassa huo-
neessa vain sellaisten miesten kanssa, joita eivat tunne, ja naiset haluavat saunoa samassa
huoneessa vain sellaisten naisten kanssa, joita tuntevat. Etsi suurin luku k&, jolle k aviopa-
ria voi kdyda saunassa yhta aikaa olettaen, etta kaksi miesta tuntee toisensa, jos ja vain
jos heidan vaimonsa tuntevat toisensa.

2013.9. Maassa on 2014 lentokenttaa, joista mitkdan kolme eivat ole samalla suoralla.
Kahden lentokentan valilla on suora lento, jos ja vain jos naiden lentokenttien vélinen
suora jakaa maan kahteen osaan, joissa kummassakin on 1006 lentokenttad. Osoita, ettei
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ole olemassa kahta lentokenttaa niin, etta toisesta padsee toiseen lentoreittia, joka kulkee
jokaisen 2014 lentokentan kautta tasmalleen kerran.

2013.10. Valkoinen tasasivuinen kolmio jaetaan n?
yhta suureen pienempaan kolmioon suorilla, jotka ovat
yhdensuuntaisia kolmion sivujen kanssa. Kutsutaan
kolmiojonoksi kaikkia kolmioita, jotka ovat kahden vie-
rekkaisen yhdensuuntaisen suoran valissa. Erityisesti
alkuperaisen kolmion karjessa oleva kolmio on myos
kolmiojono. Varitetaan kaikki kolmiot mustiksi kayt-
tamalla seuraavanlaisia operaatioita: valitaan kolmio-
jono, jossa on ainakin yksi valkoinen kolmio ja vari-
tetddn se mustaksi (mahdollinen tilanne tapauksessa
n = 6 neljan operaation jalkeen on esitetty oheisessa

S S

kuvassa; nuolet kuvaavat mahdollisia seuraavia operaatioita téssd tilanteessa). Ma&rité
varitykseen tarvittavien operaatioiden pienin ja suurin mahdollinen maéara.

2013.11. Teravakulmaisessa kolmiossa ABC', jossa AC' > AB, D on pisteen A projektio
sivulla BC'. Olkoot F ja F pisteen D projektiot sivuilla AB ja AC. Olkoon G suorien AD
ja E'F leikkauspiste. Olkoon H suoran AD ja kolmion ABC ympaéri piirretyn ympyran
toinen leikkauspiste. Todista, etta

AG - AH = AD?.

2013.12. Olkoon ABCD puolisuunnikas, jossa AB||C'D. Oletetaan, ettd kolmion BC'D
ympari piirretty ympyra leikkaa suoran AD pisteessa E, E # A, D. Todista, ettd suora
BC sivuaa kolmion ABFE ympaéri piirrettyd ympyraa.

2013.13. Tetraedrin kaikki tahkot ovat suorakulmaisia kolmioita. Tiedetaan, etta kolmella
sen sarmista on sama pituus s. Maarita tetraedrin tilavuus.

2013.14. Samasateiset ympyrit « ja 3 leikkaavat kahdessa pisteessa, joista toinen on P.
Olkoot A ja B pisteestd P piirrettyjen halkaisijoiden toiset padtepisteet ympyroilla « ja
0, tassa jarjestyksessa. Kolmas samasateinen ympyra kulkee pisteen P kautta ja leikkaa
ympyrat a ja 3 pisteissd X ja Y, téssa jarjestyksessa. Osoita, ettd suorat XY ja AB ovat
yhdensuuntaiset.

2013.15. Tasoon on piirretty nelja samankeskistd ympyraa, joiden sateet muodostavat
aidosti kasvavan aritmeettisen jonon. Todista, etta ei ole olemassa sellaista neliota, etta
kukin naista ympyroista sisaltaisi tasan yhden nelion karjen.

2013.16. Kutsutaan positiivista kokonaislukua n miellyttdvdksi, jos on olemassa koko-
naisluku k, 1 < k < n, siten etta

14244+ (k-1 =k+1D)+(k+2)+---+n.

Onko olemassa miellyttavaa lukua N, jolle patee

N
20137 < ooy < 201371 4 42
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2013.17. Olkoot ¢ ja n > c positiivisia kokonaislukuja. Maryn opettaja kirjoittaa taululle
n positiivista kokonaislukua. Pitaako paikkansa kaikilla n ja ¢, etta Mary voi aina valita
opettajan kirjoittamille luvuille jarjestyksen aq,, ..., a, niin, ettd syklinen tulo (a1 —ag) -
(ag —as) - (ap—1 —ap)- (ay, —ay) on kongruentti toisen luvuista 0 tai ¢ kanssa modulo n?

2013.18. Mairité kaikki kokonaislukuparit (x, y), joille y® — 1 = z* + 22,

2103.19. Olkoon ag = a > 0 kokonaisluku ja a,, = 5a,,_1 + 4 kaikilla n > 1. Voidaanko a
valita niin, ettd as4 on luvun 2013 monikerta?

2013.20. Maarita kaikki polynomit f, joiden kertoimet ovat epanegatiivisia kokonais-
lukuja siten, etta kaikilla alkuluvuilla p ja positiivisilla kokonaisluvuilla n on olemassa
alkuluku ¢ ja positiivinen kokonaisluku m siten, etta f (p") = ¢".

2014.1. Osoita, etta

cos(56°) - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ... - cos(2%? - 56°) = 52

2014.2. Olkoot ag,aq,...,ay reaalilukuja, jotka toteuttavat ehdon ag = ay = 0, ja joille
aiy1 — 2a; + a;—1 = a,
kuni=1, 2, ..., N —1. Osoita, etta a; <0, kuni=1,2,..., N — 1.
2014.3. Positiiviset reaaliluvut a, b, c toteuttavat ehdon % + % + % = 3. Todista epayhtalo
1 1 1 3

+ + < —.
Vad+b VB +c VA +a T V2
2014.4. Etsi kaikki reaaliluvuilla maaritellyt ja reaaliarvoiset funktiot f, joille

f(fw) + flx—y) = f(zf(y) — x)

kaikilla reaaliluvuilla z, y.

2014.5. Jos positiiviset reaaliluvut a, b, ¢, d toteuttavat yhtalot
a4+ d>—ad=b*+c*+bc ja  at+b=ct+d2

niin madrita lausekkeen Zgj;‘g‘i kaikki mahdolliset arvot.

2014.6. Kuinka monella tavalla voidaan maalata rivissa olevat 16 istuinta vihreiksi ja
punaisiksi niin, etta perakkaisten yhdella varilla maalattujen istuinten maara on aina pa-
riton?

2014.7. Olkoon py, pa, ..., p3o lukujen 1, 2, ..., 30 permutaatio. Kuinka monelle téllai-
selle permutaatiolle patee yhtélo

30
> lpr — k| = 4507
k=1

2014.8. Albert ja Betty pelaavat seuraavat pelid. Punaisessa kulhossa on 100 sinista palloa
ja sinisessa kulhossa 100 punaista palloa. Jokaisella vuorolla pelaajan taytyy tehda yksi
seuraavista siirroista:
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a) Ottaa kaksi punaista palloa sinisesté kulhosta ja laittaa ne punaiseen kulhoon.
b) Ottaa kaksi sinistd palloa punaisesta kulhosta ja laittaa ne siniseen kulhoon.
c) Ottaa kaksi erivéaristd palloa yhdesta kulhosta ja heittda ne pois.

Pelaajat vuorottelevat ja Albert aloittaa. Se pelaaja voittaa, joka ensimmaéisena ottaa vii-
meisen punaisen pallon sinisesta kulhosta tai viimeisen sinisen pallon punaisesta kulhosta.
Selvitd kummalla pelaajalla on voittostrategia.

2014.9. Mika on pienin mahdollinen maara ruutuja, jotka voi merkita n x n-ruudukolle
niin, etta kaikilla m > 5 kaikkien m x m-aliruudukkojen molemmat lavistajat sisaltavat

jonkin merkityn ruudun?

2014.10. Maassa on 100 lentokenttda. Super-Air operoi suorin lennoin joidenkin len-
tokenttéparien vélid (molempiin suuntiin). Lentokentén liikenneindeksi on niiden lento-
kenttien maara, joihin on suora Super-Airin lento. Uusi lentoyhtié Concur-Air ryhtyy
liikennoimaan kahden lentokentan valia jos ja vain jos niiden liikenneindeksien summa on
vahintaan 100. Havaitaan, ettd Concur-Airin lennoilla voi tehdd maanymparysmatkan las-
keutuen jokaiselle kentélle tdsmélleen kerran. Osoita, ettd myos Super-Airin lennoilla voi
tehdd maanymparysmatkan laskeutuen jokaiselle kentélle tasmalleen kerran.

2014.11. Olkoon I' teravakulmaisen kolmion ABC' ympéri piirretty ympyra. Pisteen C
kautta kulkeva sivun AB normaali leikkaa sivun AB pisteessa D ja ympyrian I' my0s
pisteessd E. Kulman C' puolittaja leikkaa sivun AB pisteessa F' ja ympyrdan I' my0s
pisteessa GG. Suora G D leikkaa ympyran I’ myo6s pisteessa H, ja suora H F' leikkaa ympyran
I' my6s pisteessa 1. Osoita, ettd AI = EB.

2014.12. Olkoon annettu kolmio ABC'. Olkoon M sivun AB keskipiste ja olkoon T kol-
mion ABC ympari piirretyn ympyran sen kaaren BC' keskipiste, joka ei sisélla pistetta A.
Olkoon K piste kolmion ABC sisalla siten, ettd M AT K on tasakylkinen puolisuunnikas,
jossa AT||M K. Osoita, ettd AK = KC.

2014.13. Olkoot nelion ABCD karjet ympyralla w ja olkoon P ympyran w lyhyemman
kaaren AB jokin piste. Olkoot CP N BD = R ja DP N AC = S. Osoita, ettd kolmioiden
ARB ja DSR alat ovat yhta suuret.

2014.14. Olkoon ABCD kupera nelikulmio, jossa BD puolittaa kulman ABC'. Kolmion
ABC ympari piirretty ympyréa leikkaa sivun AD pisteessd P ja sivun C'D pisteessa Q.
Pisteen D kautta kulkeva sivun AC' suuntainen suora leikkaa suoran BC' pisteessia R ja
suoran B A pisteessa S. Osoita, etta pisteet P, (), R ja S ovat samalla ympyralla.

2014.15. Kuperan nelikulmion ABCD kulmien A ja C' summa on pienempi kuin 180°.
Osoita, etta
AB-CD+ AD - BC < AC(AB + AD).

2014.16. Selvita, onko 712! + 1 alkuluku.
2014.17. Onko olemassa pareittain erisuuria rationaalilukuja x, y ja z, joille

1 n 1 n 1
(z-y)? (=272 (z-2)?

= 20147
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2014.18. Olkoon p alkuluku, ja olkoon n positiivinen kokonaisluku. Kuinka monta sellaista
nelikkoa (ai, ag, ag, as) on, missd a; € {0,1,...,p" — 1}, kun i =1, 2, 3, 4, ja joille

p" | (a1ag + asaq + 1)7

2014.19. Olkoot m ja n keskenadan yhteistekijattomia positiivisia kokonaislukuja. Etsi
lausekkeen , ,
s.y.t.(2m —2m, 2miAmnAnT )

kaikki mahdolliset arvot.

2014.20. Tarkastellaan sellaista positiivisten kokonaislukujen jonoa aq, as, as, . . ., jolle kai-
killa k > 2 patee
a Qg+ ag—1
k+1 20150 ;

missd 2015° on suurin luvun 2015 potenssi, joka on luvun aj + a_; tekiji. Osoita, ettd
jos kyseinen jono on jaksollinen, niin sen jakson pituus on jaollinen kolmella.

2015.1. Tasasivuinen kolmio jaetaan n?:ksi pienemmaiksi yhteneviksi tasasivuiseksi kol-

mioksi (n > 2). Maarité kaikki tavat, joilla jokaiseen kolmion kérkipisteeseen (pisteitd on
(n+1)(n+2)

) voidaan kirjoittaa reaaliluku siten, ettd kolmen téllaisen luvun summa on

nolla silloin, kun niita vastaavat pisteet muodostavat kolmion, jonka sivut ovat yhdensuun-
taiset alkuperaisen ison kolmion sivujen kanssa.

2015.2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot a : 1, as, ..., a, reaalilukuja, joille
patee 0 < a; <1,kuni =1, 2, ..., n. Osoita, ettd

(1-a)(1-a3)---(1—al) < (1 arap--a,)"

2015.3. Olkoon n > 1 kokonaisluku. Etsi kaikki ei-vakiot reaalilukukertoimiset polynomit
P(x), joille on voimassa kaikilla reaaliluvuilla z yht&lo

P(z)P(z?)P(z%) - P(a") = P (:CQ) .

2015.4. Perhe kayttaa vain kolmenvarisia vaatteita: punaisia, sinisia ja vihreita. Jokai-
selle viarille on oma pyykkikorinsa, ja kaikki pyykkikorit ovat samanlaisia. Ensimmaisen
viikon alussa kaikki pyykkikorit ovat tyhjia. Joka viikko perheessa syntyy 10 kg pyykkia
(mutta eri virien osuus vaihtelee). Pyykki lajitellaan ensin varin mukaan pyykkikoreihin ja
sitten painavimman korin pyykki pestddn. (Jos painavimpia koreja on useita, vain yhden
pyykki pestdén.) Miki on pienin mahdollinen pyykkikorin kapasiteetti, jos halutaan, etta
pyykkikorien tila aina riittaa?

2015.5. Etsi kaikki funktiot f : R — R, jotka toteuttavat kaikilla reaaliluvuilla x ja y
yhtalon

2l f(y) +yf (@) = flzy) + f(2°) + F(f(y)-

2015.6. Kaksi pelaajaa pelaa seuraavanlaista pelid vuorosiirroin. Aluksi on kaksi kasaa,
joista toisessa on 10000 ja toisessa 20 000 pelimerkkié. Siirrolla pelaaja poistaa minka ta-
hansa positiivisen maaran merkkeja yhdesta pinosta tai poistaa x > 0 pelimerkkia toisesta
pinosta ja y > 0 pelimerkkia toisesta pinosta, missa x+y on jaollinen luvulla 2015. Pelaaja
haviaa, jos han ei pysty tekemaan siirtoa. Kummalla pelaajalla on voittostrategia?
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2015.7. Hienostuneessa naisten teeseurassa on sata jasentéd. Jokainen jésen on juonut (yk-
sityisesti) teetd tdsmélleen 56 seuran muun jésenen kanssa. Johtokunnassa on 50 naista. He
ovat kaikki juoneet teetd keskendin. Osoita, ettd seuran jasenistd voidaan jakaa kahdeksi
ryhmaéksi niin, ettd kummankin ryhmén sisalla jokainen nainen on juonut teeta kaikkien
muiden ryhmaén jasenten kanssa.

2015.8. New Yorkin suorakulmainen katuverkko on inspiroinut Manhattan-etdaisyyden.
Pisteiden (a, b) ja (¢, d) Manhattan-etiisyydeksi maaritelladn luku
la —c| + |b—d|.

Kuinka monta pistetta enintaan on sellaisessa joukossa, jonka pisteiden vélilla on vain
kahta eri suurta Manhattan-etaisyytta?

n(n—1)
2

2015.9. Olkoon n > 2 kokonaisluku. Korttipakassa on

roitu

korttia, ja ne on nume-

n(n —1)
5
Kaksi korttia muodostaa maagisen parin, jos niiden numerot ovat perakkaiset ta jos niiden

n(n —1)

minka tahansa kahden pinon korttien joukossa on tasmélleen yksi maaginen pari?

1,23, ...,

numerot ovat 1 ja . Milla luvuilla n kortit voidaan jakaa n:aan pinoon niin, etta

2015.10. Joukon {1, 2, ..., n} osajoukkoa S kutsutaan tasapainoiseksi, jos kaikilla a € S
on olemassa b € S niin, etta ath es.
a) Olkoon k > 1 kokonaisluku ja olkoon m = 2F. Osoita, etti jokainen joukon
{1, 2, ..., n} osajoukko S on tasapainoinen, kun |S| > %Tn

b) Onko olemassa lukua n = 2¥, missi k > 1 on kokonaisluku, niin etti jokainen joukon

2
{1, 2, ..., n} osajoukko S on tasapainoinen, jos |S| > ?n?

2015.11. Suunnikkaan ABCD lavistajat leikkaavat toisensa pisteessd £ Kulmien ZDAFE
ja ZEBC puolittajat leikkaavat toisensa pisteessa F'. Lisdksi tiedetdan, ettda ECFD on
suunnikas. Maaritda suhde AB : AD.

2015.12. Ympyra kulkee kolmion ABC' kérjen B kautta ja leikkaa kolmion sivun AB pis-
teessd K ja sivun BC pisteessd L. Lisiksi tdmé ympyré sivuaa janaa AC sen keskipisteessé
M. Piste N on silla ympyrén kaarella BL, jolla piste K ei ole, siten ettd /LKN = ZABC.
Lisdksi tiedetadn, ettd kolmio CK N on tasasivuinen. Maéaritd /BAC.

2015.13. Olkoon piste D kolmion ABC kérjestd B piirretyb korkeusjanan kantapiste ja
AB = 1. Kolmion BCD sisaympyréan keskipiste on sama kuin kolmion ABC keskijanojen
leikkauspiste. Laske sivujen AC' ja BC' pituudet.

2015.14. Olkoon AD ei-tasakylkisen kolmion ABC' korkeusjana. Olkoon M sivun BC
keskipiste ja N pisteen M kuva peilauksessa pisteen D yli. Kolmion AM N ympéarysympyra
leikkaa janan AB pisteessid P # A ja janan AC pisteessa Q # A. Osoita, ettd suorat AN,
BQ ja CP kulkevat saman pisteen kautta.
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2015.15. Kolmiossa ABC' kulman ZBAC puolittaja leikkaa suoran BC pisteessd D ja
kulman ZBAC vieruskulman puolittaja leikkaa suoran BC' pisteessi E. Olkoon piste
F # A suoran AD ja kolmion ABC' ymparysympyran leikkauspiste. Olkoon O kolmion
ABC ympéarysympyran keskipiste ja D’ pisteen D kuva peilauksessa yli pisteen O. Osoita,
ettd /D'FE = 90°.

2015.16. Olkoon P(n) luvun n suurin alkutekija. Milld kokonaisluvuilla n > 2 pétee
P(n)+ [vn] =Pn+1)+ |[Vn+1]?

2015.17. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille luku n"~! — 1 on jaollinen
luvulla 22°% mutta ei luvulla 22016,

2015.18. Olkoon f(z) = 2" + ap_12™" 1 + -+ + ag astetta n > 1 oleva polynomi, jolla
on n kokonaislukunollakohtaa (jotka eivit valttdmétta ole eri suuria). Tiedetddn, ettd on
olemassa alkuluvut pg, p1, ..., pn_1 niin, etta kaikilla: =0, 1, ..., n—1 luku a; on luvun
p; potenssi. Etsi luvun n kaikki mahdolliset arvot.

2015.19. Kolme pareittain eri suurta kokonaislukua a, b, ¢ toteuttaa ehdot
al(b—c)? bl(c—a)® ja c|(a—b)

Liséksi s.y.t.(a, b, ¢) = 1. Osoita etté ei ole olemassa aitoa kolmiota, jonka sivujen pituudet
ovat a, b, c.

2015.20. Jos n on kokonaisluku, astetaan A,, sellaisten positiivisten kokonaislukujen m
lukumaéaraksi, joiden jonkin ei-negatiivisen monikerran etaisyys luvusta n on sama kuin
luvun n? etiisyys lahimpéadn luvun m ei-negatiiviseen monikertaan. Maérité kaikki posi-
tiiviset kokonaisluvut n > 2, joilla A,, on pariton. (Lukujen a ja b etdisyys on |a — b|.)

2016.1. Etsi kaikki alkulukuparit (p, q), joille p® — ¢°> = (p + q)?.

2016.2. Osoita seuraavat viitteet oikeiksi tai vaariksi.

(a) Kun k£ > 2, jokainen k:n perédkkaisen positiivisen kokonaisluvun jono siséltda luvun,
joka ei ole jaollinen milla&n lukua k& pienemmalla alkuluvulla.

(b) Kun k > 2, jokainen k:n perdkkéisen positiivisen kokonaisluvun jono sisdltdé luvun,
jolla ei ole yhteisia tekijoita minkaan jonon toisen luvun kanssa.

2016.3. Milla kokonaisluvuilla n =1, ..., 6 yhtalolla
a4+b"=c"+n
on kokonaislukuratkaisuja?

2016.4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot a, b, ¢, d kokonaislukuja, joille
nla+b+c+djan]|a®+b*+c*+ d% Osoita, ettd

n | a* 4 b* 4 ¢* 4+ d* + 4abed.

2016.5. Olkoon p > 3 alkuluku, jolle p = 3 (mod 4). Positiivista kokonaislukua ag
kohden maéaaritetaan kokonaislukujono ag, aq, ..., jossa a, = ain_l kaikille n = 1, 2, .. ..
Todista, etta on mahdollista valita sellainen ag, ettd osajono an, any+1, any2, ... €i ole
vakio modulo p milla&n positiivisella kokonaisluvulla N.
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2016.6. Joukko {1, 2, ..., 10} ositetaan kolmeksi osajoukoksi A, B ja C. Jokaisesta jou-
kosta lasketaan joukon alkioiden summa, joukon alkioiden tulo ja joukon alkioiden nume-
roiden summa. Onko mahdollista, ettd yksin joukolla A on suurin alkioiden summa, yksin
joukolla B on suurin alkioiden tulo ja yksin joukolla C' on suurin alkioiden numeroiden
summa’?

2016.7. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille
32" 4+ n(x +2) — 3 > na?
patee kaikilla reaaliluvuilla x.

2016.8. Etsi kaikki reaaliluvut a, joille on olemassa funktio f : R — R, joka ei ole
vakiofunktio ja joka toteuttaa seuraavat kaksi yhtéloa kaikilla x € R:

flaz) = a*f(z) ja
(@) = a f(2).

2016.9. Etsi kaikki reaalilukunelikot (a, b, ¢, d), jotka toteuttavat samanaikaisesti seuraa-
vat yhtalot:

a4+ ¢ =2
a’b+c2d=0
b +d’ =1
ab® + cd®> = —6
2016.10. Olkoot ag.1, aog,2, - - -, @o,2016 positiivisia reaalilukuja. Kun n > 0 ja 1 < k <
2016, asetetaan
. 1
Apit1,k = Qnk T Ja  Qpi1,2016 = Gn,2016 + .
2an,k+1 2an71

Osoita, ettd max aggig.r > 44.
1<k<2016 ’

2016.11. Joukossa A on 2016 positiivista kokonaislukua. Kaikki joukon lukujen alkutekijat
ovat pienempié kuin 30. Todista, etté joukossa A on nelja eri lukua a, b, ¢ ja d, joille abed
on nelioluku.

2016.12. Onko olemassa kuusikulmiota (ei valttaméatta kupera), jonka sivujen pituudet
ovat 1, 2, 3, 4, 5, 6 (ei valttamatta téssi jarjestyksessd) ja joka voidaan laatoittaa a) 31:11&
b) 32:lla tasasivuisella kolmiolla, joiden sivujen pituudet ovat 17

2016.13. Taululle on kirjoitettu n ykkosta. Siirto koostuu kahden numeron poistamisesta
ja kummankin korvaamisesta niiden summalla. Kun A siirtoa on tehty, taulun kaikki n
lukua ovat arvoltaan m. Todista, etta h < %nlogz m.

2016.14. Kuutio koostuu 43:sta yksikkokuutiosta, jotka kaikki sisiltivit kokonaisluvun.
Yksikkokuution naapurit ovat yksikkokuutioita, joilla on yhteinen tahko yksikkokuution
kanssa. Jokaisella siirrolla valitaan yksi yksikkokuutio ja kasvatetaan sen naapureiden
numeroita yhdelld. Onko lahtotilanteesta riippumatta mahdollista paasta tilanteeseen,
jossa kaikki 4% kokonaislukua ovat jaollisia kolmella?
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2016.15. Itamerelld on 2016 satamaa. Joidenkin satamien valilla on kaksisuuntaisia laut-
tayhteyksia. On mahdotonta tehda sarjaa perakkaisia suoria matkoja C; —Cy—- - - —Cpgo,
missé kaikki satamat C'q, ..., C'igg2 ovat eri satamia. Todista, ettd on olemassa kaksi sel-
laista erillistd 477 sataman joukkoa A ja B, ettd mistdan joukon A satamasta ei ole suoraa
yvhteytta mihinkaan joukon B satamaan.

2016.16. Kolmion ABC pisteet D ja E ovat kiarkien C' ja B kulmanpuolittajien ja sivujen
AB ja AC leikkauspisteet, vastaavasti. Pisteet F' ja G ovat sivujen AB ja AC jatkeilla
kérkien B ja C suuntaan ja toteuttavat ehdot BF = CG = BC. Todista, etta FG|DE.

2016.17. Olkoon ABC'D kupera nelikulmio, jossa AB = AD. Olkoon T sellainen piste
lavistajalla AC, etta ZABT + ZADT = Z/BCD. Todista, ettd AT + AC > AB+ AD.

2016.18. Olkoon ABC'D suunnikas, jossa ZBAD = 60°. Olkoot K ja L sivujen BC ja
CD keskipisteet. Oletetaan, ettd ABK L on jannenelikulmio. Maarita ZABD.

2016.19. Tarkastellaan tasossa olevia kolmioita, joiden karkien koordinaatit ovat koko-
naislukuja. Tallaiselle kolmiolle voidaan tehda sallittu muunnos siirtamalla yhta karkea
karjen vastakkaisen sivun suuntaisesti toiseen kokonaisluvuista muodostuvaan koordinaat-
tipisteeseen. Osoita, etta jos kahdella kolmiolla on sama pinta-ala, niin on olemassa sarja
sallittuja muunnoksia, jotka muuntavat yhden kolmion toiseksi.

2016.20. Olkoon ABCD jannenelikulmio, jonka sivut AB ja C'D eivat ole yhdensuuntai-
sia. Olkoon M sivun CD keskipiste. Olkoon P sellainen piste jannenelikulmion ABC D
sisalla, etta PA = PB = C'M. Todista, ettda AB, C'D ja janan M P keskinormaali kulkevat
saman pisteen kautta.



