Baltian Tie -kilpailutehtavien ratkaisuja vuosilta 2000-2009

2000.1. Kolmiot AM B, BNC' ja AKC ovat tasakylki-

- .. .. AM AK .
sia ja yhdenmuotoisia. Siis 1B~ AC ja LIMAK =

/ZBAC. Kolmiot AMK ja ABC ovat yhdenmuotoi-

: . CN CK .
sia (sks). Samoin CB = o4 LNCK = /BCA.

Siis my0s kolmiot K NC' ja ABC ovat yhdenmuotoisia
(sks). Néin ollen kolmiot AM K ja KNC ovat yhden-

muotoisia. Mutta AK = KC, joten AMK ja KNC u
ovat itse asiassa yhtenevia. Tésta seuraa M B = AM

= KN ja BN = NC = MK. Nelikulmio KM BN on suunnikas, koska sen vastakkaiset
sivut ovat pareittain yhta pitkat.

2000.2. Taydennetdan suorakulmainen kolmio ABC
nelioksi ABDC'. Koska CM LAN, ja CALAB, niin
/NAB = /MAC. Kulmat CAB ja ABN ovat suoria
ja AB = AC. Kolmiot CAM ja ABN ovat yhtenevia
(ksk), joten BN = AM = MB. Lisdksi ZMBP =
ZPBN = 45°. Kolmiot M BP ja N BP ovat yhtenevia
(sks), joten ZPMB =/ZBNP = ZAMC. A

Z

2000.3. Leikatkoot suorat F'E ja BC pisteessa P. o .

Riittaa, kun osoitetaan, etd PA on kolmion ABC ym-

pari piirretyn ympyran tangentti. Tama tulee osoite-

tuksi, kun osoitetaan, etda LZCAP = ZCBA. Koska o - ‘}C -
AFDE on nelid, /DEF = /AEF ja DE = AE. \ /

Siis /DEP = ZAEP ja kolmiot EDP ja EAP ovat

yhtenevid (sks). Siis ZPAC = ZPAE = /PDE.

Mutta koska AFDE on nelié, DE|AB. Siis ZEDP =

/ABC, ja todistus on valmis.

2000.4. Olkoon AD kullman BAC' puolittaja. Sil-
loin ZABD = Z/DAC = 60°. Koska myts /PBA =
ZQCA = 60°, PB||AD||CQ. Piirretddn A:n kautta
suoria BP ja QC vastaan kohtisuora suora, joka leik-
kaa BP:n pisteessd X ja QC'n pisteessa Y. Suorakul-
maisten kolmioiden AX B ja AY C yksi kulma on

60°. Tasta seuraa, ettd AX = ?AB ja AY = ?AC. Toisaalta XY < PQ. Viite
seuraa.

2000.5. Merkitain AB = ¢, BC = a, CA = b. Piirretddn kulman ACB puolittaja; se

leikaa AB:n pisteessd D. Kulmanpuolittajalauseen perusteella BD = c. Tehtavan

a
a+b



c a
ehdosta seuraa ab = c? — a? ja I = —. Mutta tama merkitsee, etta
a c

BD_ c _BC
BC a+b BA’

Koska kolmioissa BDC' ja BC'A on yhteinen kulma /B, kolmiot ovat yhdenmuotoisia
(sks). Mutta silloin ZBca =2-ZBCD =2- ZBAC. Kysytty suhde on siis 1 : 2.

2000.6. Jos hotellissa on asukas, joka tuntee kaikki muut, hotelliasukkaan tuttavien maara
on jokin luvuista 1, ..., n — 1. Ellei kukaan tunne kaikkia muita, asukkaan tuntemien
muiden asukkaiden maéara on jokin luvuista 0, 1, ..., n — 2. Joka tapauksessa hotellin n:n
asukaan joukossa on aina jotkin kaksi, sanokaamme A ja B, joilla on yhtd monta tuttavaa
muiden asukkaiden joukossa. Oletetaan, ettd A:lla ja B:lla ei ole yhteisia tuttavia. Silloin A

1 1
ja B voivat kumpikin tuntea enintdan {i(n - Q)J (elleivét tunne toisiaan) tai li(n - Q)J +

1
1 (jos A ja B tuntevat toisensa) muuta asukasta. Jos n on pariton, 2 §(n —2)| =n-3,ja

valttaméatta ainakin yksi asukas on tuntematon sekd A:lle ettd B:lle. Jos n = 4, Pertti on
vaarassa: oletetaan, ettd asukas A tuntee B: ja C:n, asukas B tuntee A:n ja D:n, C' tuntee
A:n ja D tuntee B:n. Silloin A:lla ja B:lla yhtd monta tuttua, muttei yhteisia tuttuja eika
myo6skadn tuntemattomia. Samoin C:114 ja D:11a on yhtd monta tuttavaa, muttei yhteisia
tuttuja eika tuntemattomia.

Olkoon sitten n parillinen ja > 6. Merkitdan hotellin kaikkien asukkaiden joukkoa H:lla.
Oletetaan, etta vierailla A ja B on sama maara tuttuja, muttei yhtaan yhteistd tuttua tai

tuntematonta. Aikaisemman péaattelyn mukaan kummallakin on K tai 3"~ 1 tuttavaa

joukossa H. Tarkastellaan sitten joukkoa H\{A, B}. Siiné on kaksi henkil6é, C' ja D, joilla
on sama madra tuttavia joukossa H \ {A, B}. Koska C ja D eivét ole sekd A:n ettd B:n

1
tutuja tai tuntemattomia, kummallakin on sama méaara tuttuja joukossa H. Maara on §n

1
tai §n—1. Koskan > 6, joukossa H\{A, B, C, D} on henkil6t E ja F', joilla on yhtd monta

tuttavaa joukossa H \ {4, B, C, D}. Jokaisella joukkoon H \ {A, B, C, D} kuuluvalla on
tasan kaksi tuttua ja tasan kaksi tuntematonta joukossa {A, B, C, D}. Tésté seuraa, etta

1
E:lla ja D:lla on yhtd monta tuttua joukossa H ja tdma lukuméara on jalleen 3" tai

1
Sn 1. Joukossa {A, B, C, D, E, F} on siis ainakin nelja hotellivierasta, joilla on sama

madrd tuttavia. (A:n ja B, C:n ja D:n ja E:mn ja F:n tuttavien madrd on sama.) Jos
naista neljasta valitan mitka hyvansa kolme, niin yksi naista kolmesta on joko kahden mun
yhteinen tuttava tai outo kummallekin. (Esimerkiksi A, B ja C; C tuntee tasan toisen
A:sta ja B:sta, esimerkiksi A:n; jos A ja B tuntevat toisensa, A on B:n ja C:n yhteinen
tuttava, jos A ja B eivét tune toisiaan, B on outo A;lle ja C:lle.)

2000.7. Jokaisen painikkeen tilaa on muutettava pariton maara kertoja. Nain tapahtuu,
jos jokaista painiketta painetaan kerran: samalla rivilla olevien painikkeiden painaminen
muuttaa tilaa 50 kertaa ja samassa sarakkeessa olevien painikkeiden painaminen lisaksi 39



kertaa. Kaikkien painikkeiden tilan voi siis muuttaa 2000:1la painalluksella. Osoitetaan,
etta kaikkien painikkeiden tilan muuttaminen vaatii sen, etta jokaista painiketta paine-
taan ainakin kerran. Oletetaan, ettad jotakin painiketta ei ole ollenkaan koskettu. Voidaan
olettaa, ettd tdméa painike on ylimmaéan rivin vasemmanpuoleisin painike. Jotta taman
painikkeen tilaa olisi muuttunut, on joko ylimman rivin tai vasemmanpuoleisen sarakkeen
muita painikkeita painettava yhteensa pariton méara kertoja. Oletetaan, ettd ylimmaéan
rivin painikkeita on painettu yhteensa pariton maara kertoja. Jokaisessa sarakkeessa on
toisesta rivista alkaen oltava parillinen maara painalluksia, jotta ensimmaisen rivin pai-
nikkeiden tila muuttuisi. Koska riveja on pariton maara, on jossain rivissi, sanokaamme
toisessa, oltava parillinen maara painalluksia. Mutta silloin ensimmaisen sarakkeen toiseen
painikkeeseen kohdistuisi parillinen maara tilanmuutoksia. Jotta kaikkien painikkeiden tila
muuttuisi, on siis painikkeita painettava ainakin 2000 kertaa.

2000.8. Olkoot Pertin ystavat juhlissa Y7, Ys, ..., Y13 Oletetaan, etta Pertti palasi juh-
laan k£ kertaa eli ettd han hyvéasteli ystavidan k& + 1 kertaa. Tama merkitsee, etta Pertti
unohti hyvéastella ainakin yhden ystavansa k kertaa. Olkoon tama ystava Yiz. Olkoon
x; se maara kertoja, jonka Pertti unohti hyvastelld ystdvansa Y;:n. Koska Pertti hyvas-
teli kunkin ystavansa eri maaran kertoja, ystavien numerointi voidaan laatia niin, etta
x; > j — 1. Kullakin hyvéstelykerralla Pertti unohti tasan kolme ystavaansa. Siis

12 11
Bh+1) =) x;+k>> j+k=066+Fk
j=1 k=0
Siis 2k > 63 eli k£ > 32. Osoitetaan viela, ettd k = 32 on mahdollinen. Seuraavan 33-
sarakkeisen taulukon pystyrivit osoittavat niiden Pertin ystavien jarjestysnumerot, jotka
hén kunakin hyvastelykertana unohti:

13...13 13 13...13 13...13 13 13 13 13 13 13 13 11
11r...11 11 8... 8 7... 7 7 4 4 4 4 3 3 3
10...10 9 9...9 6...6 5 5 5 5 o5 2 2 1
—— —— N —

10 8 6

2000.9. Merkitdén ruudut lukupareilla (i, j), 1 < i, j < 2k. Olkoon L kaikkien téllaisten
parien joukko. Muodostetaan funktio f : L — L asettamalla

(i4+1, 74+ k), kun i on pariton ja j <k,
(i—1, j+k), kun i on parillinen ja j <k,
(i+1, j— k), kun ¢ on pariton ja j > k,
(t—1,j—k), kun i on parillinen ja j > k.

On helppo tarkistaa, ettd f on bijektio. Koska pisteiden (7, j) ja f(i, j) etdisyys on
V14 k2, f kuvaa jokaisen x:114 merkityn ruudun o:114 merkitylle ruudulle. o:114 merkittyja
ruutuja ei voi olla enempaa kuin x:11a merkittyja.

fl, j) =

2000.10. Joka kerta kun operaatio tehdaan, taululle jaavien lukujen erotus on puolet siita,
miké se oli ennen operaatiota. Operaatio voidaan tehda, jos lukujen erotus on parillinen.
Operaatio voidaan tehdi n kertaa, jos lukujen erotus alkutilanteessa on 2"a. Koska 2! =
2048 > 2000, operaatio voidan tehda enintdan 10 kertaa. Jos toinen luvuista on aluksi
2000 — 2'0 = 976, operaatio voidaan tehda 10 kertaa.
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2000.11. Eras mahdollinen tehtdvan ehdon toteuttava lukujono saadaan seuraavasti: jos
luvun 7 alkutekijihajotelma on n = pfph2 ... pkm  asetetaan a,, = 21tk +Fn  Koska
2000 = 2% - 53, aggpp = 237% = 128. Pienin mahdollinen luvun asggg arvo on siis < 128.
Kasvavassa jonossa 1, 5, 25, 125, 250, 500, 1000, 2000 jokainen luku on jaollinen edellisella.
Olkoon ai, aso, ..., asgoo jokin tehtavin ehdon toteuttava jono. Silloin a; > 1 ja asgog >
2a1000 > 4@500 > 8@250 > 16@125 > 32@25 > 64@5 > 128@1 > 128. Pienin mahdollinen
luvun asggg arvo on siis 128.

2000.12. Olkoon joukossa X = {z1, zo, ..., x,} luvut y1, yo, ..., Yx, joissa on maksimi-
madrd numeroita ja joissa on viimeistd lukuun ottamatta samat numerot (téllaisia lukuja
voi olla vain yksikin). Silloin y; = 10y+aq, ..., yx = 10y+ag, missi 0 < a1 < ... < ap <9.
Talloin

1 n 1 <10 1 1

i ye — 10y+0 y
Luvuista x; tehdyn oletuksen nojalla y ¢ X. Jos luvut y1, 2, ..., yr poistetaan joukosta

X ja tilalle laitetaan y, syntynyt joukko toteuttaa tehtévan ehdon (koska luvuissa y; oli
maksimim&&ra numeroita, y ei voi olla mink&an vahempinumeroisen luvun alku) ja lukujen
kaanteislukujen summa ei pienene. Samaa jatkaen tullaan lopulta epayhtaloon

S ENRE SO S SRS BN ¢ RN

r1 X9 Tn 1 2 9 2520
2000.13. Olkoon a; = k + id. Tehdaan vastaoletus: m = pq, missa p:lla ja ¢:lla ei ole
yvhteisia tekijoita. Oletuksen mukaan p on k + pd:n tekija ja ¢ on k 4 qd:n tekija. Silloin
k on jaollinen p:lla ja ¢:lla, joten k on jaollinen n:lla. Mutta nyt a,, = k + nd, joten a,
on jaollinen n:lla. Ristiriita. Siis n:1la voi olla vain yksi alkutekija, eli n on alkuluvun
potenssi.

2000.14. Osoitetaan, ettd ainoa ehdon toteuttava luku on 2000. Merkitddn d(n):114 lu-
vun n positiivisten tekijoiden lukuméaridé ja a(p, n):11a alkuluvun p eksponenttia luvun
n alkutekijdhajotelmassa (siis esimerkiksi a(2, 12) = 2 ja a(3, 12) = 1). Merkitdan viel&

f(n) = % Tehtévana on siis etsid ne luvut n, joille f(n) = 100. Todistetaan ensin
n

Apulause. Jos n on positiivinen kokonaisluku ja m < n on n:n tekijé, niin f(m) < f(n)
ja f(m) = f(n) jos ja vain jos m on pariton ja n = 2m.

Todistus. Tunnetusti d(n) = [[,(1 + a(p, n)). Oletetaan ensin, ettd n = mp ja p on
alkuluku. Silloin a(p, m) = a(p, n) — 1 ja

f(n) _ nd(m
fm) ~ md(n

Yhtasuuruus vallitsee, jos ja vain jos p = 2 ja a(2,n) = 1 eli jos p = 2 ja m on pariton.
Oletetaan sitten, ettd n = ms, missa s on jokin kokonaisluku. Kun edellista paattelya
sovelletaan s:n kuhunkin alkutekijaén, saadaan induktiolla helposti f(m) < f(n); jotta
yhtasuuruus sailyisi jokaisessa induktioaskeleessa, olisi ”poistuvan tekija aina oltava 2 ja
7jaljelle jaavéan tekijan” pariton. Taméi on mahdollista vain, jos s = 2. Apulause on
todistettu.

L+ (alp,m) _ palp,n) 1

= Z=1.
l+a(p,n) 1+alp,n) ~ 2

) _
)
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Oletetaan nyt, ettd f(n) = 100 eli n = 100d(n) = 22-52-d(n). Tehd#in muutamia arvioita.
3200

1°. f(27-5%) =
f(n) > 100. Siis a(2, n) < 6.
2500

2°. f(22-5%) = —

15
8100

o 22‘ 2 94\ _

3°. f(27-5%-3%) i

4°. Jos ¢ > 5 on alkuluku ja k£ > 4, niin

> 100. Jos olisi (27 - 52) | n, niin apulauseen perusteella olisi

> 100. Siis a(5, n) < 3.

> 100. Siis a(3, n) < 3.

100" . 100 - 3
9k+1) " 9(k+1)

f(22-52. 4" = = f(22-5%-3%) > 100.

Siis a(gq, n) < 3.

5°. Jos alkuluku ¢ > 7 on on n:n tekijé, niin ¢ on d(n):n tekija, eli 1 + a(p, n) = ¢ jollain
alkuluvulla p. Mutta jo todistetun mukaan a(p, n) < 6 kaikilla p. Siis n:n alkutekijat ovat
<T.

6°. Jos 7| m, niin 7 | d(n), joten 7 | 1 + a(p, n) jollain p. Edelld todisteun mukaan tdméa

11200
on mahdollista jos ja vain jos p = 2 ja a(2, n) = 6. Mutta f(2°-52-7) = 5 > 100.

Siis 7 ei voi olla n:n tekija eikd myoskadn a(2, n) = 6 ole mahdollinen.

7°. Jos a(5,n) = 3, niin 5 | d(n) ja siis 5 | 1 + a(p, n) jollain p. Aiemmin todistetun
nojalla p = 2. Siis a(2, n) = 4. Toisaalta, jos a(2, n) = 4, niin 5 | d(n) ja 5% | n ja kohdan

2
2° perusteella d(5, n) = 3. f(2*-5%) = (2)—80 = 100. Luku 2000 toteuttaa tehtavén ehdon.

8°. Tarkastetaan vield tapaus a(5, n) = 2. Nyt 7°:n mukaan a(2, n) # 4, joten a(2, n) €
{2, 3, 5}. Koska a(5,n) = 2, niin 3 | d(n) ja 3 | n. Siis a(3,n) € {1,2,3}. Nyt
7°n mukaan a(2, n) # 4, joten a(2, n) € {2, 3, 5}. Jos olisi d(2, n) = 3, niin d(n) on
jaollinen 2:1la, muttei 4:114. Toisaalta d(n) on jaollinen 1 + a(2, n):114 eli 4:114. Ristiita.
Siis a(2, n) € {2, 5}. Téstd seuraa, ettid 32 | d(n) ja 3% | n. Siis a(3, n) € {2, 3}. Jos
olisi a(3, n) = 2, niin 33 | d(n) ja 3% | n eli d(3, n) > 3. Jos olisi a(3, n) = 3, niin olisi
a(3, d(n)) = 2ja edelleen a(3, n) = 2. Ristiriita taas.

Siis n = 2000 on ainoa tehtévan ratkaisu.

2000.15. Koska n ei ole jaollinen 2:1la eika 3:lla, n = +1 mod 6. Jos n = 1, vaite pétee.
Jos n =5, saadaan (k+1)° — k® — 1 = 5k* + 10k3 + 10k? + 5k = 5k(k3 + 2k* + 2k + 1) =
5(k + 1)(k® + k + 1), joten viite pitee. Olkoon siten n > 6 ja olkoon t = k? + k + 1.
Lasketaan mod t:

(E+D)"—k"—1 = (k4+1D)*(k+1)" 2 k%" 2 -1 = (t+k)(k+1)" 2= (t—(k+1))k" 2 -1
= k(k+1)" 24 (k+1)k" 21 = (K2 +k) (k+1)" 34k 3) =1 = (t=1)((k+1)" 2 +k"3) -1
= (k+1)" 3 k" P 1= —(k+1)*k+1)"° k"5 1
=+ k) E+D)" =t — (k+1))k" " —1=—k(k+1)" >+ (k+1)k" 5 -1
= —(t-D(k+D)" -k —1=(k+1)" 50— 1.
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Jos yhtélédketjun viimeinen luku on jaollinen ¢:114 eli k2 + k + 1:114, my6s ensimméinen on.
Vaite todistuu siis induktiolla.

2000.16. Esitetaan geometrinen todistus. Olkoon
OA = a, OB = b ja OC = ¢ ja olkoon LZAOB =
/BOC = 60°. Silloin ZAOC = 120°. Koska

cos 60° = 3 ja cos 120° = —5 sadaan kosinilauseesta A
heti Va2 —ab+b> = AB, Vb2 —bc+c2 = BC ja c

Va?+ab+c? = AC. Viite seuraa kolmioepayhta-
lostd AC < AB + BC. °

2000.17. Merkitaan X = x + 2, Y = y +t. Ryhméan kaksi ensimmaéista yhtalod ovat nyt

4
X +Y =5ja XY = 4. Ratkaistaan yhtalo X + X = 5. Nahdaan heti, etta ratkaisut ovat

X =1jaX =4. Siis{X, Y} = {1, 4}. Tehtdvén ryhmén kolmas yhtilé on Yzrz+ Xyt =3
ja koska XY = 4, viimeinen yhtélo voidaan kirjoittaa (Yxz)(Xyt) = —4. Nyt voidaan
ratkaista samoin kuin edelld {Xyt, Yzz} = {—1, 4}. Ratkaistavaksi ja4 eri kombinatioita
vastaavat yksinkertaiset yhtaloparit. Saadaan: Jos X =1,Y =4, Yzz = —1 ja Xyt =4,

1 2 1 2
niin{x,z}:{g—g, 54—%},y:t:2,JOSX:4,Y:1,Y$224jath:—1,
1 2 1 2
niin ¢ = z = 2 ja {y, t} = 3~ g, 5+ g} Muut kaksi mahdollista yhdistelm&a

eivat johda reaalisiin ratkaisuihin.

2000.18. Koska

1 1 1
T+ —4+2-2V20+1=—((z+1)?—22v20 +1= —(2® =222z + 1 + 2z + 1)
x x x
1
= — (a:—\/2x+1)2,
x
yhtalo on yhtapitava yhtalon
1 2 1 2
p (1‘—\/21'4-1) +§<y— \/2y+1> = 0.
On koska x ja y ovat positiivisia, on oltava x = v/2x + 1 ja y = /2y + 1. Ainoa ratkaisu
onzr=y=1++2.
2000.19. Kirjoitetaan t*" = (t2)" = ((t — 1)* + (2t — 1))" ja kéytetdan binomikaavaa.
Koska (t —1)? > 0 ja 2t — 1 > 0, binomikaavan kaikki termit ovat positiivisia. Kun muut
kuin ensimmainen ja viimeinen termi jatetdan pois, saadaan heti tehtavan epayhtalo.

2000.20. Kirjoitetaan

s Cn+1)(2n+1)2n+3))((2n+3)(2n+5))--- (4n + 1).

Tn (2n)2(2n + 2)2 - - (4n)2




Sovelletaan osoittajaan epiyhtilod x(x + 2) < (z + 1)? ja supistetaan. Saadaan

(2n +(12)7£;1;+ D, %

2
T, <

Kun samaa tekniikkaa soveletan nimittajaan, saadaan

4 1)? 1
g2y Ut o 1
2n - 4n n
Siis ) 5
—<ri-2< 2,
n n
Erityisesti V2 < T, < 2. Lisdksi
1 2
- <r, V2 —

2
Koska 2 +v/2 < 4 ja —= < 2, viite seuraa.
J /2
2001.1. Olkoot tehtavat T;, ¢ =1, 2, ..., 8. Erds mahdollisuus jakaa tehtavat kahdeksalle

opiskelijalle O;, j =1, 2, ..., 8 on oheisessa taulukossa

T Ty I3 T, Ts Tg 17 Ty
O; X x X

&
[\v]
X
X

X

O X X X
Osg X X X

Koska taulukossa ei ole yhtaan suorakaidetta, jonka joka karjessa olisi x, yksikaan opis-
kelija ei saa kahta samaa tehtévéa jonkin toisen kanssa. Opiskelijoita voi siis olla ainakin
kahdeksan. Oletetaan, etd jokin tehtéva olisi annettu neljalle eri opiskelijalle. Talléin
kukin heista tarvitsisi kaksi muuta tehtavaa. Tehtavia pitaisi siis olla ainakin yhdeksan.
Mitadn tehtavaa ei siis voi antaa useammalle kuin kolmelle opiskelijalle. Yksittain laskien
tehtavia ei siis voi antaa kuin 24 kappaletta. Mutta koska jokainen opiskelija saa kolme
tehtavaa, opiskelijoita ei voi olla enempaa kuin kahdeksan.

2001.2. Olkoon A; niiden positiivisten kokonaislukujen joukko, joiden nollasta eroavat
numerot ovat lopusta alkaen paikoissa 1, n+1, 2n+1, jne., A, niiden positiivisten koko-
naislukujen joukko, joiden nollasta eroavat numerot ovat lopusta alkaen paikoissa 2, n+2,
2n+2, jne., ja viimein A,, niiden positiivisten kokonaislukujen joukko, joiden nollasta eroa-
vat numerot ovat lopusta alkaen paikoissa n, 2n, jne. Jokainen positiivinen kokonaisluku
voidaan lausua yksikésitteisesti n:n luvun summana, jonka jokainen yhteenlaskettava kuu-
luu eri joukkoon A;, 1 <i < n.
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2001.3. Koska A 4+ B on kaikkien sarakesummien ja kaikkien rivisummien summa, niin
A + B on kaksi kertaa koko ruudukon lukujen summa. Jos olisi A = B, olisi siis

49
23:22:50-49.
k=1

Tasta seuraisi, etta B on pariton. Toisaalta B on parillisten lukujen summa ja siis parilli-
nen. A = B ei siis ole mahdollista.

2001.4. Tarkastetaan janaa, jonka paétepisteet ovat (0, 0) ja (¢, p) ja koordinaattiakse-
lien suuntaista suorakaidetta, jonka lavistdja tdma jana on. Suoran, jolla se on, yhtalé on

Yy = P . Koska p:lla ja q:lla ei ole yhteisia tekijoita janalla ei ole yhtaan kokonaislukukoor-

k k

dinaattista pistetta. Pisteen (k;, p_) alapuolella on VD—J kokonaislukukoordinaatista
q

suorakaiteen pistetta. Lavistajan alapuolella on kaikkiaan tasan puolet suorakaiteen koko-

1
naislukukoordinaattista pisteistéa, eli §(p —1)(q — 1) pistetta.

2001.5. Numeroidaan pisteet 1:std 2001:een niin, etta vierekkaisilla pisteilla on vierekkai-
set numerot. Tarkastellaan numerointia tarpeen vaatiessa mod 2001. Sanomme, ettd k
pistettd muodostaa yksivarisen k-jonon, jos ne ovat vierekkain ja ovat samanvarisid. Ol-
koon d(F') véarityksen F' suurin k, jolla vérityksessd on yksivéirinen k-jono. Koska 2001
on pariton, d(F') > 2 kaikille vérityksille F'. Jos d(F}) = 2001, pisteet ovat samanvérisié,
ja Fy = Fy = .... Télloin ng = 1 kelpaa ng:ksi. Oletetaan siis, ettd 1 < d(F;) < 2001.
Jos d(F,) = 2 jollakin n, niin F,,;; saadaan F),:std vaihtamalla kaikkien pisteiden véri.
Silloin F, 4o = F), ja Fryo = F(k) kaikilla & > n. Olkoon nyt d(F,) = k > 3 ja olkoon
(i+1,i+2,...,1+ k) yksivarinen k-jono. Silloin (i +2,i+3,...,i+k—1) on F,11:n
yksivérinen k-jono. Siis d(Fj,+1) > d(F,,)—2. Toisaalta, jos k > 3, ja (i+1, i+2, ..., i+k)
on F,,1:n pisin yksivérinen k-jono, niin (i, i+1, ..., i+k-+1) on F,:n yksivérinen (k+2)-
jono. Siis d(F,) > d(F,+1 — 2. Kaikkiaan siis d(F,,+1 = d(F},) — 2, jos 3 < d(F},) < 2001.
Eri mahdollisuudet lapikdymalla toteaa helposti, ettd jos d(F,) = 3, niin d(F,+1) = 2.
Edelld sanotusta seuraa, ettd d(Fipoo) = 2, joten F, .o = F), kaikilla n > 1000. Jos eri-
tyisesti d(F1) = 2000 (vain yksi piste muista poikkeavasti varitetty), niin d(F) > 2, kun
k < 1000 ja d(Fiop0) = 2. Luku 999 ei siis kelpaa luvuksi ng.

2001.6. Yhdensuuntaiset suorat leikkaavat ympyran
niin, etta leikkauspisteita yhdistavat janteet ovat yhta
pitkat. Siis BC = AE = CD. Koska EP on ympyran
¢ tangentti, niin kehdkulmalauseen nojalla ZCAD =
/PEC. Jannenelikulmion kulma ja vastaisen kulman
vieruskulma ovat yhta suuret, Siis /BCE = ZPAE.
Mutta tésta seuraa, ettd kolmiot BCQ ja EAP ovat
yhtenevid (ksk). Siis erityisesti CQ) = AP. Mutta nyt
nelikulmiossa CQPA on yhta pitkd ja yhdensuuntai-
nen sivupari. Nelikulmio on siis suunnikas, ja AC|| PQ. D




2001.7. Todistus jaljittelee tavanomaista Ptolemaiok-
sen lauseen todistusta. Valitaan AC:n piste X niin,
ettd ZADX = ZAKN. Silloin kolmiot AKN ja ADX
ovat yhdenmuotoisia, joten

AK  AD O
AN — AX'

- C

Koska ZANK = ZAXD, niin /ZDXC = Z/ZKND = ZAMK (viimeinen yhtalo johtuu
siitd, ettd AMKN on jannenelikulmio.) Koska /ZKAM = ZXCD, kolmiot AMK ja
CX D ovat yhdenmuotoisia. Siis

AK CD AB @)
AM CX OX’

Yhtaloista (1) ja (2) seuraa

AN -AD 4+ AM - AB=AX -AK +CX - AK = AC - AK.

2001.8. Olkoon E pisteen B peilikuva suorassa AN
ja F pisteen C peilikuva suorassa DN. Silloin AX =

1
AB, YD = CD ja XN = YN = §BC’. Liséaksi
/ANB+
ZOND = 45°, joten /ZBNFE 4+ ZCNF = 90° ja siis ZENF = 90°. Mutta tasta seuraa,

etti EF =2 - EN = %BC. Viite seuraa nyt siité, ettda AD < AE+ EF + FD.
2001.9. Osoitetaan, etta kysytty joukko on venone-
lion 1avistajien pisteiden joukko. Olkoon P jokin piste,
jolle ZAPD + /BPC = 180°. Taydennetain kol-
mio PC'D suunnikkaaksi PQCD. Silloin myés ABQ P
on suunnikas ja /BQC = ZAPD. Tehtavin eh-
dosta seuraa, ettd nelikulmio PBQC' on janneneli-
kulmio, eli sen ympari voidaan piirtda ympyra. Siis

/PBC = /PQC =

ZCDP. Kolmioissa DPC ja BCP on kaksi yhta pitkéa sivuparia (DC' ja BC seka yhteinen
PC) ja sama toista sivua vastassa oleva kulma. Kolmiot ovat joko yhtenevit, jolloin
/ZDPC = ZCPB ja P siten lavistajalla AC, tai kolmioissa on kaksi kulmaa, jotka ovat
toistensa vieruskulmia, eli ZDPC + ZC'PB = 180° ja P on lavistajalla BD. Ka&antaen
nahdaian helposti, etta kaikki vinonelion ldvistajien pisteet P toteuttavat tehtdvan ehdon.
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2001.10. Piirretdan kolmion ABC' ympaéari ympyra.
Olkoon O sen keskipiste. Leikatkoon suora AD ta-
méan ympyran myos pisteessd E. Koska AFE on kulman
BAC puolittaja, E on kaaren BC' keskipiste. Siis OF
on janan BC keskinormaali. Suorakulmaisessa kol-
miossa DEM on /ZMDE = ZADB = 45}as, joten
myo6s ZDEM = 45°. Kolmio OAFE on tasakylkinen,
joten myos ZOAFE = 45° ja siis kulma FOA on suora =

ja

AO||BC. Koska AD? = BD - DC = AD - DE (pisteen D potenssi ympyréin suhteen),
on AD = DFE. Yhdenmuotoisista suorakulmaisista kolmioista FOA ja EM D saadaan
EM = MO. Kolmiot BEM ja BOM ovat yhtenevia (sks), joten BE = BO. Kolmio
OBFE on siis tasasivuinen, joten ZBOA = 60° ja ZBAE = 30°. Siis ZBAC = 60°.
Kolmiosta ABD saadaan nyt ZABC = ZABD = 105°. Viimein ZBCA = 15°.

1
2001.11. Nahdaan heti, ettd funktiot f(z) =0 ja f(x) = 5 toteuttavat tehtédvan ehdon.

1
Osoitetaan, ettd f(2001) = 0 tai f(2001) = 3" Koska 2001 = 3 - 667 ja s.y.t.(3, 667) = 1,

niin £(2001) = £(1)(£(3) + £(667)). Siis £(1) # 0. Koska s.y.t.(2001, 2001) = 2001, niin

£(2001%) = f(2001)(f(1) + f(1)) = 2f(1) f(2001), (1)

joten f(2001%) # 0. Nyt f(2001%) voidaan lausua kahdella eri tavalla. Toisaalta
s.y.t.(2001, 20013) = 2001, joten f(2001%) = f£(2001)(1 + £(20012)) = f(2001)f(1)(1 +
2£(2001)), toisaalta s.y.t.(20012, 20012) = 20012 joten f(2001%) = £(2001%)(f(1)+f(1)) =

4f(1)2£(2001). Néistd ratkaistaan 4f(1) = 1+ 2f(2001) eli £(2001) = 2f(1) — % Tasan

1

sama paattely aloitettuna epayhtilosta £(20012) # 0 johtaa yhtiloon f(20012) = 2f(1)—§.
1 1 1

Yhtalon (1) perusteella on siis 2f(1) — 3 = 2£(1) (2f(1) — 5) Koska 2f(1) — 3 =

f£(2001) # 0, saadaan 2f(1) = 1. Siis f(2001) = 2f(1) —

2001.12. Holderin epayhtalon nojalla

ullee
Y
[]=
—~~
S
ESIN)
N—
njo
N——
(S8
I
ot
SN
N
[]=
S
S wlor
N——
o

n n n 5
3 2 3
3= g a; = g aray, < g a;?

Siis
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(Viimeinen epéyhtild siksi, ettd 25 > 52, joten 2 > 53 .) Tehtavén véite tulee todistetuksi,
kun osoitetaan, etta

Zaé < <Zak> . (1)
k=1 k=1

Olkoon
S = Z ag.
k=1
5
Silloin %’“ <1ja (%’“) * < a—S’“ Koska
n ax
ko,
il
on
" a3
(%) <t
k=1
mista vaite seuraa.
7 xX 1 xX
2001.13. Tarkastellaan funktiota f, f(x) = (5) + (5) . Selvésti f(1) < 1, mutta
1 7T+1
f <—) = VT + > 1.
2 3

1
On siis olemassa sellainen ¢, 3 <t <1, ettd f(t) = 1. Osoitetaan, ettd on olemassa vakio
M siten, etta
an < M -nt (1)

kaikilla riittavan

kaikilla n. Silloin an < Mn'™' — 0, kun n — oo, joten % < 50011
n !
suurilla k:n arvoilla. Todistetaan (1) induktiolla. Valitaan sellainen M, etd a,, < Mn?,

7
kuin 1 <n <8. Josn > 9, niin 1 < {?nJ <njal< {gJ < n. Oletetaan, ettd k > 9 ja

(1) on tosi, kun n < k. Silloin

ap =ajm| +ap <M u—thJrM {th <M (<79_k>t+ <g>t> = ME'f(t) = MK".

Induktioaskel on otettu.
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2001.14. Olkoot korteissa olevat luvut 21 < 25 < -+ < 29,1 < Z9,. Olkoon s; kaikkien
paritonindeksisten lukujen summa ja so kaikkien parillisindeksisten lukujen summa. Silloin

51 < 1. Lisaksi, koska 1 < x1 ja x9, < 2, niin
52
S_1> 1+z3+- -+ 221 >$2+"'+$2n_2+1
So9  Tot Tyt -+ xop1+2 7 To+ -+ Topno+2
1 1 n
>1- = .
To+ -+ Top_o+ 2 (n—1)+2 n—+1

—1—

Jako paritonindeksisiin ja parillisindeksisiin toteuttaa tehtavan vaatimuksen.

2001.15. Olkoon ¢ > 2. Silloin

ir?a? > (i + 1)z2a10, 1 )(1)
ja
(i — Daiy > iara; o, (2)
josta seuraa
a?_, i i+1
> - > —.
a;a;—o 11— 1 1
Siis
iy?al ;> (i + )y?a;a;_o. (3)

Kun yhtalét (1) ja (2) kerrotaan puolittain ja supistetaan, saadaan
(i — 1Daa;—1 > (i+ 1)aj11a;—2.
Lisataan tdhan epayhtaloon puolittain (i + 1)a;a;—1 ja kerrotan yhtald zy:lla. Saadaan
2izyaza; 1 > (i + )zy(air1ai—2 + aa;_1). (4)
Kun yhtalét (1), (3) ja (4) lasketaan puolittain yhteen, saadaan
i(za; +yai—1)* > (i 4+ 1)(@aip1 + ya;)(@wai—1 + ya;_2),
eli vaite.

1
2001.16. Alkuluvuille p p on p:n ainoa alkutekija, joten f(p) = f(1)— f(p), f(p) = if(l)

Jos n on kahden alkuluvun p ja ¢ tulo, niin joko f(n) = f(p) — f(q) tai f(n) = f(q) — f(p)-
Joka tapauksessa f(n) = 0. Jos n on kolmen alkuluvun tulo, niin jollekin niista, esimerkiksi

p:lle, on voimassa f(n) = f (%) — f(p). Koska g on kahden alkuluvun tulo, f(n) =

1
~f(p) = —5/(1). Koska 2001 = 32329 ja f(2001) = 1, niin f(1) = ~2. Neljin

1 1
alkuluvun tulolle n pétee vastaavasti f(n) = f (%) — f(p) = —§f(1) - §f(1) = —f(1).
Koska 2002 = 2-7- 11 - 13, f(2002) = 2.
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2001.17. Valitaan luvuiksi kaikki parittomat luvut < 2" — 1 (2"~ ! kappaletta) ja kaikki
kahden potenssit < 2™ (n kappaletta). Tarkastetaan mahdolliset z:n ja y:n valinnat. Jos
x ja y ovat molemmat parittomia, niin x 4+ y on parillinen ja xy on pariton. z + y ei voi
olla zy:n tekiji. Jos x = 2™ ja y = 2%, m < k, niin z +y = 2™(1 +2F~™) ja zy = 2k+™,
Luvulla z + y on pariton tekija, mutta xy:n kaikki tekijat ovat parillisia. x 4 y ei voi olla
zy:m tekija. Jos x = 2% ja y = 2a + 1, niin  + y on pariton luku ja = +y > 2a + 1.
Toisaalta luvun xy = 2¥(2a + 1) suurin pariton tekiji on 2a + 1. x + ¥ ei voi nytkiin olla
xy:n tekija.

2001.18. Todetaan, ettd a2 +22" = a2" —22" +2.22" = (a2 +22" ")(a2" —22"' 4+
2.22" = = (a®" 422" ) T 4+22" ) (a+2)(a—2)+2-22". Jos joillain m, n,
m < n, parittomilla luvuilla a®” + 22" ja a®" + 22" olisi yhteinen tekijé d > 1, niin d olisi
pariton ja luvun 2 - 22" tekiji. Ta4mé ei ole mahdollista.

2n71

2001.19. Jos luvun n alkutekijdhajotelma on n = pi*p5? - - - pi’*, nin tekijoéiden lukumééra
on (a; +1)(az+1)---(ar+1). Koska 360 = 23-3%.5, sillion (3+1)-(2+1)-(1+1) =24
tekijid. Koska 24 = 3-2-2-2, pienin pariton luku, jolla on 24 tekij&s on 32-5-7-11 = 31185.

2001.20. Olkoon muunnos (a, b, ¢, d) — (a’, ¥, ¢, d’). Olkoon D = ad — be. Lasketaan
D' = d'd — V' eri tapauksissa. Jos (o', V', ¢, d") = (¢, d, a, b), niin D' = —D. Jos
(a',b,c,d)= (b, a,d, c), niin D' =—D. Jos (a’, V/, ¢, d) = (a+ nc, b+ nd, ¢, d), niin
D' = D. Jos (d/, ¥, c,d) = (a+nb, b, ¢c+nd, d), niin D' = D. Siis aina |D’| = |D|.
Mutta jos (a, b, ¢, d) = (1, 2, 3, 4), niin D = —2 ja jos (a/, ¥/, ¢/, d') = (3, 4, 5, 7), niin
D’ = 1. Tehtavéissa esitettyd muunnosketjua ei siis ole olemassa.

2002.1. Koska (z+y+2)% = (z+y+2)(x?+y?+22 +2zy+222+2y2) = 23+y>+23+3zy*+
3x2y+3y?2+3y22 +3222+3x22 +62y 2, havaitaan, ettd kun tehtévin yhtiloiden vasemmista
puolista kaksi ensimmaista lasketaan yhteen ja viimeinen vahennetaan, syntyy lauseke, joka
on (a+b—c)3. Jos vasemmista puolista ensimméinen ja viimeinen lasketaan yhteen ja
keskimmiinen vihennetiin, syntyy lauseke (a — b+ ¢)3 ja kun kaksi viimeists lasketaan
yhteen ja ensimmiinen vihennetiin, syntyy (—a + b + ¢)3. Yhtiloiden oikeista puolista
mainitut yhteen- ja vihennyslaskut tuottavat aina tuloksen 1. Koska yhtilon 22 = 1 ainoa
reaalilukuratkaisu on z = 1, alkuperainen yhtaloryhma implikoi yhtaloryhman

at+b—c=1
a—b+c=1
—a+b+c=1.

Helposti saadaan, ettd taman ryhman ratkaisu on a =1, b = 1, ¢ = 1. Luvut toteuttavat
myos tehtavan alkuperaisen yhtaloryhman.

2002.2. Tehdaan vastaoletus, jonka mukaan kukin luvuista a, b, ¢ ja d on suurempi kuin
—1. Olkoon z =a+1,y=b+1,z2=c+1jat=d+ 1. Tehdyn oletuksen perusteella z,
Yy, z ja t ovat positiivisia. Tehtavan ensimmaisesta yhtalosta seuraa

r+ytz+t=2. (1)

Toisaalta ab= (z —1)(y—1) =axy—x—y+1, ac = xz —x — z+1 jne. Kaikkiaan tehtévin
toinen yhtélo ja (1) antavat 0 = zy + 2z + ot +yz+yt+ 2t —3(x+y+2+1)+6 =
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ry+xz+axt+yz+yt+zt. Tama on ristiriidassa x:n, y:n, z:n ja t:n positiivisuuden kanssa.
Vastaoletus on vaara ja tehtavan vaite tosi.

1
2002.3. Kun m = n = 0, saadaan ag = 2a3. Siis joko ag = 3 tai ag = 0. Tutkitaan ensin

2
1 1
tapaus ag = 3" Kun sijoitetaan m = 1, n = 0, saadaan a; = a%—i—z eli <a1 — 5) = 0. Siis

a = 3. Edelleen ay = ay2,12 = a2 + a3 = 3 ja ag = 2a3 = 3" Induktiivisesti paatellaan,

. 1
etta on mielivaltaisen suuria kakkosen potensseja 27, joille aq; = 3" Koska jono (a,) on

1
monotoninen, a, = 3 kaikilla n.

Oletetaan sitten, ettii ag = 0. Jonon palautuskaava arvoilla m = 1, n = 0 antaa a; = a?.
Siis a1 = 0 tai a3 = 1. Jos nyt a; = 0, saadaan samoin kuin edella, ettd aq; = 0
mielivaltaisen suurilla j. Monotonisuuden perusteella a,, = 0 kaikilla n. Jos taas a; = 1,
niin az = 2a? = 2, a4 = a2 + a2 = 4 ja a5 = a3 + a? = 5. Edelleen a2 + a3 = ag; =
a2 + a3 = 25. Siis a2 = 25— 16 = 9 ja az = 3. Vield ag = 2a3 =8, ag = a3+ a2 =9 ja
alp = a3 + a3 = 10. Yhtilot a2 + a2 = a3y + a3 = 100 ja a2 + a? = 2a2 = 50 puolestaan
antavat ag = 8 ja ay = 7. Yhtéldiden (2k + 1)? + (k —2)? = (2k — 1)2 + (k + 2)? ja
(2k+2)? + (k—4)? = (2k —2)? + (k+4)? avulla voidaan a,, = n nyt perustella induktiolla
todeksi kaikilla n.

1
Tehtavalla on siis kolme ratkaisua: vakiojonot a,, = 0 ja a,, = 2 kaikilla n seka jono a,, =n
kaikilla n.

2002.4. Kun sulkeet avataan ja otetaan huomioon ehto x1 + 2 4+ --- + x,, = 1, saadaan
alkuperaisen epayhtalon kanssa yhtapitava epayhtalo

n n 2 1
3 2
—Ex-—i—QE i ——+— 2>0.
i=1 Z i=1 on 3

Epayhtalon vasen puoli on sama kuin
- 2 1
-3 -}
, n n
=1
ja slis ei-negatiivinen.

2002.5. Kun tehtévin yhtilo korotetaan nelioon, saadaan a + b+ 2v/ab = 2 + /3. Siis
2vVab =c+ \/§, missa ¢ on jokin rationaaliluku. Mutta 4ab = 2 + 2¢v/3 + 3. Mutta tdméa
merkitsee, ettd ¢v/3 on rationaaliluku. Koska /3 on irrationaalinen, on oltava ¢ = 0. Siis

3
dab = 3 eli ab = 1 ja a + b = 2. Kun naista ratkaistaan a ja b, saadaan kaksi ratkaisua

(a, b) = (% g) ia (a, b) = (g %)

2002.6. Tarkastellaan mielivaltaista vaakarivia, joka ei ole se rivi, jolla torni alkujaan oli.
Aina kun torni saapuu tdmén rivin ruutuun, se jatkaa rivin toiseen ruutuun ja poistuu
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rivilta. Jokaisella kaynnilld torni kayttaa siis kaksi rivin ruutua. Jos torni kay kaikissa
ruuduissa tasan kerran, rivilla on oltava pariton méaara ruutuja. Tasmalleen samalla tavalla
niahdaan, ettd sarakkeissa on parillinen maérd ruutuja. Osoitetaan sitten, ettd aina, kun
m ja n ovat molemmat parillisia, m = 2p, n = 2¢q, vaadittu tornin kulku on mahdollinen.
Numeroidaan rivit ylhaalta alas 1:std 2p:hen ja sarakkeet vasemmalta oikealle 1:std 2¢:hun
ja merkitédén i:nnen rivin j:ttd ruutua (4, j). Siirrot (p+1,1) — (1, 1) — (1, 2q9) —
(2p, 2q) — (2p, 1) — (2,1) — .-+ — (p, 1) kattavat kaikki ensimmaéisen ja viimeisen
sarakkeen ruudut lukuun ottamatta ruutuja (p, 2q) ja (p + 1, 2q). Tehd&an seuraavaksi
siirto (p, 1) — (p, 2¢ — 1) ja samanlainen ”reunojen kierto” kuin edelld, kunnes tullaan
ruutuun (p+ 1, 2¢ — 1). Tama vaihe peittad kaikki sarakkeiden 2 ja 2¢ — 1 ruudut lukuun
ottamatta ruutuja (p, 2) ja (p + 1, 2). Toistamalla vaiheita tullaan lopulta tilanteeseen,
jossa torni on ruudussa (p+1, ¢+1) ja kaikki muut ruudut kuin ruudut (p, 2j5), (p+1, 2j),
7 =1,2,...,q, on kiyty. Loput ruudut on helppo kayda lapi ja paatya lahtoruutuun.
Seuraava taulukko 6 x 8-laudasta, jossa numerointi osoittaa siirtojéarjestyksen (1 on aloitus-
ja lopetusruutu), havainnollistaa metodin (ensimmaéisen vaiheen jélkeen tyhjiksi jadneet
ruudut on merkitty pienemmin numeroin).

2 14 22 34 35 23 15 3
6 18 26 38 39 27 19 7
10 46 30 42 31 43 11 47
1 45 21 41 40 44 20 48
9 17 29 37 36 28 16 8
5 13 25 33 32 24 12 4

2002.7. Osoitetaan, ettd kysytty enimmaiismadra on 4n? — 4n + 2. Tamén voi todistaa
induktiolla. Jotta ei tarvitsisi arvata lauseketta 4n? —4n+ 2, johdetaan se. Oletetaan, etté
k nelikulmiota @1, @2, ..., Qr jakaa tason aj:ksi alueeksi. Voidaan viela olettaa, ettd mi-
k&an nelikulmion kérki ei ole toisen nelikulmion sivulla (jos néin on, voidaan nelikulmiota
hiukan suurentaa, niin etta sivulla sijainnut karki tulee sellaiselle puolelle toisen nelikul-
mion sivua, etta syntyneiden alueiden lukumaara kasvaa, mutta muut karjet eivat siirry
niin, etta alueiden maaré toisaalta vihenisi). Kun piirretdén uusi nelikulmio Q4 1, niin ku-
peruuden vuoksi sen kukin sivu kohtaa enintdan kaksi monikulmion @); sivua. Qr41:n sivut
jakautuvat enintaan 2k + 1:ksi janaksi, joista jokainen kasvattaa alueiden méaaraa yhdella.
Jos kuitenkin Q1:n sivu leikkaa kaikkien nelikulmioiden Q;, j < k, sivut kahdesti, sivun
paatepiste on kaikkien naiden nelikulmioiden ulkopuolella ja paatepisteeseen liittyvat kaksi
viereisten sivujen osaa tuottavat vain yhden uuden alueen. Nain ollen Qg4 1:n piirtdminen
tuottaa uusia alueita enintddn 4(2k + 1) — 4 = 8k kappaletta. Siis agy; — ar < 8k. Tar-
kastelemalla ympyran sisaan piirrettyja nelioita huomaa helposti, etta ai1 = ax + 8k on
mahdollista. Jos nyt annamme aj:n tarkoittaa maksimaalista alueiden méaaraa, todetaan,
ettd ay toteuttaa lineaarisen differenssiyhtalon ag41 — ar = 8k, a1 = 2. Yhtalon ratkaise-
miseksi sijoitetaan ap = Ak? + Bk + C. Kertoimet toteuttavat ehdot 24k + A + B = 8k,
kaikilla k£ sekd A+ B+C' = 2. Ensimmaisestd ehdosta seuraa A = 4 ja B = —4, viimeisesta
C = 2. Siis a,, = 4n? — 4n + 2.

2002.8. Kun n = 3, kolmioita on yksi. Osoitetaan, etta kun n > 4, niin joukko 7" voidaan
valita n:1la ei tavalla. Kun X € P, merkitdan T'x:114 kaikkien niiden kolmioiden joukkoa,
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—1
joiden karjet ovat joukossa P ja joiden yksi kdrki on X. Joukossa Tx on (n N ) alkiota ja

jokaisella T'x :n kolmiolla, esimerkiksi X AB, on ainakin yksi sivu, AB, joka ei ole minkaan
muun 7'x:88n kuuluvan kolmion sivu. Jos X # Y, Tx # Ty (koska n > 4, on olemassa
X:sté ja Y:stéd eroavat A, B € P ja kolmio X AB ei kuulu joukkoon Ty ). Osoitetaan, etta
jokainen tehtavassa maaritellyista joukoista T on T'x jollakin X € P. Olkoon siis T =

-1 -1
{ti|z’:1, 2,...(”2 )} téllainen joukko ja olkoon S = {sm’:l, 2,...(”2 )}

niiden joukkoon 7" kuuluvien kolmioiden sivujen joukko, joille s; on ¢;:n sivu, muttei ¢;:n

sivu, kun ¢ # j. Olkoon C' kaikkien sellaisten kolmioiden jouko, joiden kérjet ovat joukossa
-1 -1

P. Joukossa C' on <;L) kolmiota ja joukossa C'\ T’ <;L) — <n 5 ) = (n 5 ) kolmiota.

Olkoon nyt m sellaisten parien (s, t) lukumééré, missé s € S on jonkin kolmion t € C'\ T

sivu. Tallaisen kolmion kolmas karki voi olla miké hyvéansa muu P:n piste kuin sen 7":hen

kuuluvan kolmion karki, jonka sivu s on. Siis

m=m-g)- (") =g s s (7))

Téstéd seuraa, ettd jokaisen C'\ T:n kolmion kaikki sivut kuuluvat joukkoon S.

2002.9. Menettelytapoja on useita. Yksi mahdollisuus: Oletetaan, ettd katsojien va-
litsemat numerot ovat z7, xo ja x3. Jaetaan joukko {1, 2, ..., 96} neljaksi yhtd suu-
reksi osajoukoksi S1 = {1, 2, ..., 24}, So = {25, 26, ..., 48}, S3 = {49, 50, ..., 72} ja
Sy ={73,74, ...,96}. Ainakin yksi joukoista, sanokaamme S, on sellainen, ettd mikdén
luvuista xj ei kuulu S:4dn. Jaetaan S kuudeksi osajoukoksi, niin ettd S:n ensimmaiset
nelja lukua ovat Si:ssd. seuraavat neljd So:ssa jne. Numeroidaan lukujen xj kuusi eri
mahdollista jarjestysta: jos 1 < x <9< 23,1 = 1, jos 1 < 23 < 22 ¢ = 2, ..., jos
x3 < o < 1 1@ = 6. Olkoon vield j € {0, 1, 2, 3} niiden lukujen x) lukumé&ara, jotka
ovat suurempia kuin kaikki S:n alkiot. Nahtyaan luvut zj; toinen taikuri valitsee luvun
x4 joukosta S; niin, ettd x7 + o + x3 + r4 = j mod 4. Kun ensimmainen taikuri nékee
kortit, joissa on luvut a, b, ¢ ja d, han laskee summan a + b+ ¢+ d mod 4. Jos tulos on x,
hén tietda, ettd x suurinta korttia ovat katsojien valitsemia ja naitd seuraavaksi pienempi
kuuluu joukon S osajoukkoon S,. Osajoukko kertoo, missa jarjestyksessd katsojat olivat
valinneet kortit.

2002.10. Pienin vaadittu N on 11. Jos nimittdin N = 11, toinen pelaaja voi poistaa
lukuja alkaen pienimmista, kunnes jaljelle jaaneiden lukujen summa on vahemman kuin
212. Jos suurin poistettu luku oli < 23, niin jaljelle jaaneiden lukujen summa on ainakin
212 — 23 =189 = 200 — N. Jos viimeinen poistettu luku oli 24 tai 25, niin jaljella on vain
lukuja 24 ja 25. Na&ita lukuja on silloin tasan kahdeksan, silla niiden summa on < 212
mutta > 212 — 25 = 187. Jéiljelle jadneiden lukujen summa S toteuttaa siis epayhtalot
8-24 =192 <5 <200=8-25.

Oletetaan, etta piste A on liitetty 12 pisteeseen. Olkoot By, Bs, ..., Bis ndmaé pisteet
jarjestyksessé positiiviseen kiertosuuntaan. Kulmista /By AB3, /B3ABs, ..., /B11AB;
ainakin yksi on < 60°. Olkoon se ZB1ABs3. Silloin kulmat /B1ABs ja /By ABj3 ovat
my6s alle 60°. Janoista AB;, i = 1, 2, 3, jokin on pisin; olkoon se AD. Silloin janaa AD
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ei ole piirretty A:sta vaan D:std. Olkoot muut kaksi janaa AB; AB ja AC. Kosinilauseen
perusteella BD? = AB?+ AD?—-2AB-AD-cos(/BAD) < AD*+ AB?*(1—2cos(/BAD) <

1
AD?, koska cos(/BAD) > 3" Siis BD < AD. Samoin osoitetaan, ettd CD < AD. Niin

ollen A ei ole kahden D:ta lahimmén pisteen joukossa. D:sté ei ole piirretty janaa A:han.
Ristiriita!

2002.12. Olkoon S = {A, B, C, D}. Voidaan olettaa, ettd mik&dan S:n kahden pisteen
vélisista janoista ei ole pidempi kuin AB. Jos pisteeksi X valitaan A, on valittava Y = B
(jos olisi esimerkiksi Y = C, olisi AC = AB+ AD > AB). Siis AB = AC + AD. Samoin,
jos valitaan X = B, on valittava Y = A, joten AB = BC + BD. Kaikkiaan siis

2. AB = AC + AD + BC + BD. (1)

Toisaalta kolmioepéayhtalon perusteella AB < AC + BC ja AB < AD + BD. Elleivat
kaikki pisteet ole samalla suoralla, naista epayhtaloista ainakin toinen on aito. Talloin
olisi siis 2 - AB < AC + BC + AD + BD, miké olisi ristiriidassa yhtélon (1) kanssa.

2002.13. Olkoon E # A sellainen kolmion ABC ym-

péri piirretyn ympyréan piste, ettd BE = BA. Piirre-

taan E:n kautta sivua BC' vastaan kohtisuora suora.

Se leikkaa AC:n pisteessd D. Koska BE = BA, A
/BCA = Z/BCE. CB on siis kolmion CDE kulman
puolittaja ja korkeussuora. Siis CDFE on tasakylkinen.

Tasta seuraa, etta myos kolmio BE D on tasakylkinen.

Siis BD = BE = BA = BD. Mutta tadméa merkitsee,

etta D = D, ja I, D ja E ovat samalla suoralla. Ke-
hiakulmalauseen perusteella /FAC = ZFEC. Koska 8
FE1BC,90° =4BCE+ /ZFEC = ZFAC+ LAFB. E
Mutta tamaé osoittaa, ettd AC LF'B.

2002.14. Leikatkoot M'N ja AC pisteessa P. Ole- —

tuksen mukaan /PLB = /PN B. Pisteet P, L, N ja
B ovat siis samalla ympyralla I'. Tehtavan vaitteen
todistamiseksi riittaa, etta osoitetaan PL tdmén ym-
pyran halkaisijaksi. Leikatkoon BA I':n myds pisteessa
Q. Koska BL puolittaa ZABC:n, ZQPL = /QBL =
/ZLBN = ZLPN. PL puolittaa siis ZN PQ:n. Viit-
teen todistamiseksi riittaa, etta osoitetaan PQ) = PN.
Kolmiot PAQ ja BAL ovat yhdenmuotoiset. Siis

PQ  BL (1)
PA  BA
My6s kolmiot N PC ja LBC ovat yhdenmuotoiset. Siis

PN BL @)
PC  BC’
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Koska BL on kulman ABC puolittaja,

AB AL
BC - L )

Kun yhtalét (1), (2) ja (3) yhdistetdén, saadaan

PN AL CP
PQ AP CL’

On osoitettava, ettd tdmén yhtdlon vasen puoli on 1. Jos R on janojen C'M ja AN
leikkauspiste (joka oletuksen mukaan on myos janalla BL, niin ns. tdydellisid nelikulmiota
koskevan tuloksen mukaan puolisuorat BN, BS, BM ja NM leikaavat suoran AC ns.
harmonisessa pisteistossé (ks. esim. M. Lehtisen geometrian luentoja, lause 8.3.1.) Viite
seuraa tasta.

2002.15. Oletetaan, ettd haméahikki on kuution sidrmén keskipisteessi. Jos kdrpanen on
vastakkaisen sarman keskipisteessa, hamahakin ja karpasen minimietaisyys pitkin kuution
sivuja on 2. Jos karpanen siirtyy keskipisteestd matkan s sarmaa pitkin, niin hamahakin

2
9 3
ja karpéasen minimietéisyys on pienempi luvuista v/s2 + 4 ja \/ 1 + (5 - s) . Kun s >0

2
3 7 1
ja <§ — s) > 1 eli s < 5(3 —V7 ), etdisyys on suurempi kuin 2. Vastakkainen kuution

pinnan piste ei aina ole karpaselle edullisin.

2002.16. Selviisti ag =5, a; = 65 =513 ja as = 1025 = 52 - 41. Osoitetaan, ettd muita
ratkaisuja ei ole. Vastaoletus: m > 3 ja a,, = 4*™*! + 1 on jaollinen vain kahdella eri
alkuluvulla. Toisen néista on oltava 5. Koska

Ay = (22m+1 + 2m+1 + 1)(22m+1 _ 2m—|—1 + 1)

tassd a,,:n molemmat tekijat ovat parittomia, mutta tekijoiden erotus on kakkosen po-
tenssi, tekijoiden suurin yhteinen tekija on 1. Tekijoistd toinen on siis 5:n potenssi.
Siis joko 2m*1(2m 4+ 1) = 5% — 1 tai 2mT1(2™ — 1) = 5! — 1 jollain t. Mutta 5! — 1 =
4571 4572 4 ...+ 541). Jos t on pariton, 5' — 1 ei ole jaollinen 8:1la eiki siis 2™ V1114,
Siis t = 2u jollain u ja 2™T1(2™ £ 1) = (5% + 1)(5“ — 1). Mutta 5% + 1 = 2 mod 4.
Siis 5% — 1 = 2™k, missd k on pariton. Toisaalta 5% + 1 = 2™k + 2 on luvun 2(2™ + 1)
tekiji ja 2™ 'k + 1 on luvun 2™ + 1 tekija. Tamé on mahdollista vain, jos k = 1. Koska
2m=1l 41 <2m 41 < 2(2m 14 1), tullaan ristiriitaan: luku ei voi olla pienempi kuin kaksi
kertaa sen aito tekija.

2002.17. Binomikertoimien perusominaisuuden perusteella

n-+1t n B n

2002 2002/  \2001/°
Tarkastellaan kokonaislukujonoa (zy), jonka erotusjono (dy) = (xx+1 — x) on jaksollinen
mod p. Osoitetaan, ettd talloin myds (z) on jaksollinen mod p. Olkoon ¢ jonon (dj)
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jakso. Olkoon h pienin positiivinen kokonaisluku, jolle h(x; — x¢) = 0 mod p. Nyt jonon
(dy) jaksollisuuden perusteella

k+ht—1 k—1 t—1
Tk+tht = To + Z dj Eil?o-i-Zdj +thj =z + h(xy — x9) = x5 mod p.
j=0 j=0 §=0

Jono (z) on siis jaksollinen modulo p. Nyt siité, ettd jono binomikertoiminen (1) =k

jono on jaksollinen mod p mielivaltaisella p ja siitd, ettd binomikertoimien <Z),

n

I 1), seuraa induktiolla, ettd jokainen

n =k, k+ 1, ... jonon erotusjono on jono (

binomikerroinjono <Z>, n ==k, k+1,...on jaksollinen mod p mielivaltaisella p.

2002.18. Osoitetaan, etta vain luvulla n = 2 on tehtavéssa vaadittu ominaisuus. Koska
20 —1 =163, (23 - 1)(22 — 1) = 21, 2:lla on vaadittu ominaisuus. Oletetaan, ettd n > 2 on
luku, jolla on tehtiviissd mainittu ominaisuus. Koska n® —1 = (n?2 —n+1)(n+1)(n—1),
luku n?—n+1 = n(n—1)+1 on pariton. Silli on jokin pariton alkutekiji p. Koska p|(n3+1)
p ei ole luvun n®—1 tekiji. Siis p|(n?—1) ja p on myos luvun n3+1+n?—1 = n?(n+1) tekiji.
Koska p ei ole n:n tekiji, p|(n+1). Mutta p on myos luvun (n?2 —1) — (n2 —n+1) =n—2
tekija. Alkuluku, joka on lukujen n + 1 ja n — 2 tekiji, on 3. On osoitettu, ettd jokainen
n? —n+1m alkutekiji on 3. Siis n?2 —n+1 = 37 jollain r. Koska n on toisen asteen yht#lon
n? —n+1—3" kokonaislukuratkaisu, yhtilon diskriminantti 1 —4(1—3") = 3(4-3""1 —1).
on nelioluku. Jos olisi » > 2, jalkimmainen tekija olisi kolmella jaoton. Siis » = 1, joten

n? —n = 2. Tami on mahdotonta, kun n > 2.

2002.19. Oletetaan, etta yhtalolla olisi rationaalilukuratkaisu z = Z—), Yy = L Oletetaan
q s

viela, etta p:n ja ¢:n suurin yhteinen tekija on 1, samoin r:n ja s:n. Yhtalo

r s
Pri 23y,
q p s r
on yhtapitava yhtalon
(p* + ¢*)rs + (r* + s%)pq = 3npgrs

kanssa. Piitelldin, etti rs|(r? + s?)pq. Jos rs:lli ja (r? + s2):1la olisi yhteinen tekiji d, se
olisi joko r:n tai s:n tekiji; jos d olisi 7:n ja s? 4+ r2:n tekiji, se olisi s:n tekiji, mutta r:114
ja s:114 ei ole yhteisié tekijoita. Siis rs|pg. Samoin osoitetaan, ettd pq|rs. Siis pg = rs.
Nyt pg = rs joko on tai ei ole jaollinen 3:lla. Lukujen p, q, r, s joukossa on sis kaksi tai ei
yvhtaan kolmella jaollista lukua. Mutta

(p2 +¢ 4+ 82)7“8 = 3(TS)2

ja p® +q®> +r2 + 52 = 3nrs. Koska 22 = 1 mod 3, jos = ei ole jaollinen kolmella,
p? +¢®>+71%2+5% =1 tai = 2 mod 3. Ristiriita. Siis yht#lolla ei ole rationaalisia ratkaisuja.
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2002.20. Jos (a1 + dk) on mielivaltainen aritmeettinen jono ja m = max{a;, d}, niin
1

>
ar +dk — m(1+k)
sarjan termien kaanteisluvuista muodostettu sarja. Toisaalta

. Koska harmoninen sarja hajaantuu, hajaantuu myos aritmeettisen

1

1 2 1
Zk:QOO—: xQ frd
xk 1_1 z(1—x)
T

Téasta seuraa, etta jos tehtavassa esiintyvéa sarja olisi olemassa, sen termien kaanteislukujen
summa ei olisi suurempi kuin

1+1+ =2
1-2 2.3 v

Ly
1
Ristiriita, siis tehtavissa ehdotettua aritmeettista jonoa ei ole olemassa.

2003.1. Olkoon f jokin tehtavan ehdon toteuttava funktio. Jos a on positiivinen rationaa-
liluku, niin af(z) toteuttaa myos tehtavéin ehdot. Jos tehtévalla on ratkaisuja, ratkaisujen
joukossa on siten funktio f, jolle f(1) = 1. Osoitetaan, ettd téllaisia funktioita on vain
yksi. Tehd&én tdmé induktiolla. Olkoon g toinen ratkaisu, jolle patee g(1) = 1. Osoite-

taan, etta ehdosta g <Z—)> =f <B) aina, kun p+ g < n seuraa g <B) =f (B) aina, kun
q q q q
p+q <n+ 1. Tama on oletuksen mukaan totta, kun n = 2. Olkoon ¢ < p. Nyt

o(5) =0 (o) = (o () = () () = (5):

koska p—q+q = p < p+¢, joten induktio-oletusta voidaan kayttdd. Ehdon (1) perusteella
tapaus p < ¢ palautuu jo kasiteltyyn. Jos p:1la ja g:lla ei ole yhteisia tekijoita, asetetaan

f <§) = pq. Nyt (1 + %) pq = (p+q)q ja §+1 = m Luvuilla p+g¢ ja q ei ole yhteisia

q
tekijoitd. Madritelty f toteuttaa siis ehdon (2). Ehto (1) toteutuu triviaalisti. Kaiken
kaikkiaan tehtavian ratkaisut ovat kaikki funktiot f (g) = apq, missa a on positiivinen
reaaliluku ja s.y.t.(p, q) = 1.

2003.2. Olkoon a jokin tehtavan yhtédlon reaalinen ratkaisu. Silloin @ on myo6s toisen
asteen yhtalon ax? + px + g = 0 reaalinen ratkaisu. Mutta tdméa merkitsee sité, etti toisen
asteen yhtalon diskriminantti p? — 4aq on ei-negatiivinen.

2003.3. Koska zyz = 1, niin (1+2)(1+y)(1+2)=14+z+y+z24+yz+xz+zy+ayr =
1 1

r+y+z+—+1+y+ —+ 2. On siis todistettava, etta
x z

1 1
x+y+z+—+1+y+—22{’/§+§’/§+§/§.
T z T Y Y
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Mutta aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon valisen epayhtalon perusteella

§/§§£<1+y+1>.
x 3 x

Vastaavat epayhtalot patevat epayhtalon oikean puolen kahdelle muulle termille. Riittaa
siis, jos todistetaan epayhtalo

1 12 1 1 1
r+y+z+—-—+14+y+->2-|e+y+z4+—-—+-+-)+2.
T z 3 r Yy =z

Tama epayhtalo seuraa valittomasti kaikilla positiivisilla luvuilla a toteutuvasta epayhta-

- 1
l6sta a + — > 2.
a

2003.4. Osoitetaan ensin, etté
2a < 1/1 n 1
a?+bc = 2\b ¢/’
Epéyhtilé on yhtipitivi epéayhtilon b(a —c)? +c(a—b)? > 0 kanssa ja siis tosi. Osoitetaan
sitten, etta
1 n 1 < 1 (2a 4 b n &
b ¢~ 2\bc ca ab)

Kun tamaéa epayhtalo kerrotaan abe:lld, nahdasn, ettd se on yhtapitava toden epayhtalon
(a —b)? + (a — ¢)? > 0 kanssa. On siis kaikkiaan osoitettu, etti

2a <1 2a+b+c
a?4+bc~ 4\bc ca ab)’

Samoin on totta, etté

ja
2c < 1/ 2c n a i b
c2+ab = 4\ab bc ca)’
Viite saadaan, kun kolme viimeista epayhtaloa lasketaan yhteen.

2003.5. Todetaan ensin induktiolla, etta a,, = 22%2, kun n > 1. Néin on, kun n = 1. Jos

n—2 .. n—2 on—3 n—1 . . .
a, = 2% 7, niin app1 = apa’_ | = 22 7222 = 22" joten induktioaskel on otettu.

Koska 1 + a1 = 1 + /2, todistettavaksi epiyhtaloksi jia
(I+a1)(1+ag) (14 an,) <2azas3---ay.
Taméan epayhtalon oikea puoli on

21+20+21+.”+2n—2 _ 22n—1‘
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Vasen puoli puolestaan on

(1 + 22()) <1 + 221> . (1 + 22”72> — 1 + 220 + 221 + 22O+21 + 222 + . + 22O+21+-..—|—2n72
1424224 422 =02

Todistus on valmis.
2003.6. Olkoon m = g Tarkastellaan kaikkia joukon S,, = {1, 2, ..., n} osituksia A; U

Ay U...UA,,, missé jokaisessa joukossa A; on d lukua (ja joukot ovat yhteisalkiottomia).
Olkoon tallaisten ositusten lukuméaara t. Jokainen joukon S,, d-alkioinen osajoukko esiintyy

yhta moessa osituksessa. Olkoon taméa lukuméara s. S,:114 on <Z) d-alkioista osajoukkoa.

n
Selvasti s -
elvasti s <d

kuuluvan m:n eri joukon kohdalta). Jokaisessa osituksessa on oltava ainakin yksi sellainen
joukko Aj, ettd ) . A, Ti > 0. Joukkoja, joilla on taméa ominaisuus on oltava ainakin

E B i n\ g n\ (n-—1
s m\d) n\d) \d-1
kappaletta.

2003.7. Jos X = {100, 101, ..., 10000}, niin kaikille x/y € X, = # y, pitee zy >
100 - 101 > 10000. Joukossa X voi olla ainakin 10000 — 99 = 9901 alkiota. Osoitetaan,
ettd enempad ei voi olla. Olkoon X tehtdvassa kuvattu joukko. Jos kaikki X:n alkiot ovat
> 100, X:ssé on enintddn 9901 alkiota. Jos 1 € X, on oltava X = {1}. Oletetaan, etté
X:ssé ovat alkiot 1 < 27 < g < -+ < xf < 100. Tarkastellaan sitten lukupareja (200 —
x1, £1(200—121)), (200 — 2, 22(200—x3), ..., (200 —x, 25 (200 —z)). Oletuksesta seuraa,
ettd vain toinen kunkin parin kahdesta luvusta kuuluu joukkoon X. Kaikki luvut ovat
keskendén eri suuria ja jokainen on > 100 (100 < 200 —zp < 200 —zp_1 < -+ - < 200—x1 <
200 ja koska z;(200—x;)—200 = (z,;—1)-200—(z;—1)z; —x; = 200(x;—1)—x; > 200—100
jaz;(200—x;)—z;(200—z;) = 200(z,;—x;)—(z;—x;) (x;+x;) = (200—(z;+x;))(x;—z;) > 0,
kun ¢ < j, niin 200 < 21(200 —21) < 22(200 —23) < - -+ < (200 — 1 )). On siis ainakin k
100:aa suurempaa lukua, jotka eivat kuulu X:4an ja 99 — k sataa pienempéaa lukua, jotka
eivat kuulu X:aan. X:ssa on siis enintaan 9901 lukua.

) = mt (vasemmanpuoleinen tulo laskee jokaisen osituksen jokaisen sithen

2003.8. Osoitetaan etta pelaaja, joka saa ottaa makeisia tilanteessa, jossa poydalla on 2n
makeista, voittaa. Osoitetaan tama induktiolla. Jos n = 1, asia on ilmeinen. Oletetaan,
ettd kun poydalld on 2n makeista, seuraava ottaja pystyy voittamaan. Olkoon pdoydéalla
2n + 2 makeista. Jos tilanteessa, jossa poydalla on 2n + 1 makeista, voittostrategia olisi
toiseksi ottavalla pelaajalla, 2n-tilanteen aloittaja soisi yhden makeisen. Talléin han olisi
2n + 1-tilanteen toinen ottaja, ja voittaisi. Oletetaan, ettd 2n + 1 tilanteessa aloittaja olisi
voittaja. Silloin siina tilanteessa aloittajan ensimmaéinen siirto ei voi olla yhden makeisen
syonti, koska se johtaisi vastapelaajan 2n-tilanteeseen, jossa induktio-oletuksen mukaan
tadma voittaisi. Aloittajan siirto olisi n:n makeisen syonti, ja toinen olisi tdméan jalkeen
n + 1-tilanteessa ja haviaisi. Mutta 2n + 2-tilanteen aloittaja voi saattaa vastustajansa
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tilanteeseen n + 1, joka johtaa tamén havioon ja siis 2n + 2-aloittajan voittoon. Parilli-
sessa aloitustilanteessa oleva siis voittaa. Mutta 2003-aloittaja voi ottaa yhden tai 1001
makeista, ja saattaa nain ollen toisen valttamatta parilliseen aloitustilanteeseen.

2003.9. Kaytetaan hyvaksi Fibonaccin lukuja F),, Fp =1, F1 =2, F,, = F,_1+ F},,_2, kun
n > 2. Silloin 144 = Fyy. Osoitetaan yleisesti, ettd k:lla kysymykselld, joihin vastataan
niin kuin tehtdvassa esitetdaan, voidaan maarittaa luku positiivinen kokonaisluku n < Fy.
Jos k=0,n =1 jajos k =1, riittaa kysya, onko n < 2. Yleisessa tapauksessa kysytaan
ensin, onko n < Fj_1 + 1 ja onko n < Fj_5 + 1. Niin kauan kuin saadaan myontavia
vastauksia, sanokaamme ¢:nnen kysymyksen jalkeen ¢ — l:een kysymykseen, on seuraava
kysymys, onko n < Fj_(;41)+1. Jos jmmnen kysymyksen jialkeen saadaan kielteinen vastaus
J — Liseen kysymykseen, tiedetdéan, etta Fj,_;_1) +1 < n < Fy_(j_2). n on nyt jokin
Fy_(j—2) — Fr—(j—1) = F)—;:std kokonaisluvusta. Induktiivisesti voidaan paatelld, etta n
saadaan selville jaljella olevilla £ — j:1la kysymyksella. Jos kaikkiin kysymyksiin saadaan
myoOnteinen vastaus, niin viimeinen kysymys on onko n pienempi kuin Fy_ + 1 = 2, jos
vastaus on myonteinen, n = 1.

2003.10. Osoitetaan ensin, ettd n > 12. Valitaan 12 pistettd (z;, y;), ¢ = 1, 2, ..., 12
niin, ettd ; = 0mod 4, kun 1 <i <6 jax; =1mod4, kun 7 <17 < 12 ja y; = 0 mod 4,
kun 1 < ¢ < 3 tai 10 < 7 < 12 ja y; = 1 mod 4 muulloin. Neljan z-koordinaatin
keskiarvo on kokonaisluku, jos kaikki indeksit ovat < 6, jolloin y-koordinaattien keskiarvo
ei ole kokonaisluku, tai kun kaikki indeksit ovat > 7, jolloin taaskaan y-koordinaattien
summa ei ole neljalla jaollinen. Osoitetaan sitten, ettd jos n > 13, jonkin neljan pisteen
keskio on aina hilapiste. Yksinkertainen laatikkoperiaatteen sovellus osoittaa, etté jokaisen
viiden pisteen joukossa on kaksi pistettd (z, y) ja (z/, ') siten, ettd x = 2’ mod 2 ja
y = vy mod 2. Jokaisen viiden pisteen joukossa on siis kaksi sellaista, joiden vélisen
janan keskipiste on hilapiste. 13 pisteen joukosta voidaan poimia 5 erillista pisteparia,
joiden valisen janan keskipiste on hilapiste. Naiden viiden keskipisteen pisteen joukossa on
edelleen kaksi, joiden valisen janan keskipiste on hilapiste. Kyseinen keskipiste on kyseisten
janojen paatepisteiden keskio.

2003.11. Taméa on mahdollista. Rakennetaan konfiguraatio vaiheittain. Piirretdén ensin
vinonelio, jonka sivut ja yksi lavistaja ovat yksikon pituisia. Vinonelion neljan karkipisteen
valisista etaisyyksista viisi on yksikon pituisia. Valitaan nyt kaksi yksikkovektoria, joiden
valinen kulma on 60° ja tehdaan molempien vektorien méaarittaméat yhdensuuntaissiirrot.
Vektorit voidaan valita niin, etta alkuperdisen vinonelion ja sen kuvien kérkipisteet eivat
osu padllekkéin. Nyt on syntynyt kuvio, jossa on 12 pistetta ja 3 -5+ 3 -4 = 27 pisteiden
valistd yksikon pituista etdisyyttad (jokainen ldhtokuvion neljésta karkipisteestéd ja tdmén
pisteen kuvat ovat tasasivuisen kolmion kérjet). Kun sama prosessi toistetaan, saadaan
ensin 3-12 = 36 pistetta ja 3-27+3-12 = 117 yksikkoetaisyytta, sitten 3-36 = 108 pistetta
ja 3-117+ 3 - 36 = 459 yksikkoetaisyytta, 3 - 108 = 324 pistetta ja 3-459 + 3 - 108 = 1701
yksikkoetaisyytta ja 3 - 324 = 972 pistetta ja 3 - 1701 + 3 - 324 = 6075 yksikkoetaisyytta.
Huomattakoon, etta ehto jonka mukaan ”"monistetun” kuvion kérjet eivat osua ”monis-
tettavan” kuvion kéarkipisteisiin saadaan aina toteutumaan, koska siirtovektorien suunta
voidaan valita vapaasti, ja vaistettavana on aina aarellisen monta pistetta.



2003.12. Kolmion MCN ympéri piirretty ympyra
leikkaa janan AC pisteessd C. Koska /AMCO =
ZNCO (= 45°), janteet OM ja ON ovat yhta pitkat.
Jannenelikulmiossa M C'NO kulma M CO on suora, jo-
ten vastakkainen kulma NOM on myos suora. Jéan-
nettd M N vastaavat kehdkulmat ympyrassa, jonka
keskipiste on O ja side OM ovat 45°:een kulmia ja
kaikki pisteet, joista M N nakyy 45°:een kulmassa ovat
talla ympyralla. Siis A on talla ympyralld, joka néin
ollen on kolmion AM N ympari piirretty ympyré.

2003.13. Piirretaan pisteiden F' ja P kautta ympyra,

joka sivuaa suoraa BC. Suorakulmaisesta kolmiosta
BP BA

BP A saadaan A= BF eli BP-BF = BA? = BE”?.
Koska pisteen B potenssi sanotun ympyran suhteen on
BE?, on E:n oltava sivuamispiste. Aivan samoin nih-
daan, ettd G:n ja P:n kautta kulkeva BC':ta sivuava
ympyra sivuaa BC':ta pisteessd E. Vain yksi ympyra
sivuaa BC':ta pisteessd F ja kulkee pisteen P kautta.
Siis £, P, F' ja G ovat samalla ympyralla.

2003.14. Olkoot janojen M N, NK ja KM keskipis-
teet O, P ja Q. Jos G on kolmion M N K painopiste,

niin kolmiot M N K ja PQO ovat homoteettiset, homo-
tetiakeskuksena G ja homotetiakertoimena —5 Ho-

motetiakuvauksessa kulmat ja suorien suunnat saily-
vat, joten O:sta piirretty AC:td vastaan kohtisuora
suora kuvautuu K:sta piirretylle AC":ta vastaan kohti-
suoralle suoralle. Koska C'K A on tasasivuinen kolmio,
tadma suora on AC:n keskinormaali. Vastaavasti P:sté
ja Q:sta AB:ta ja BC:ta vastaan piirretyt kohtisuorat
kuvautuvat AB:n ja BC'n keskinormaaleille. Koska
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keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessd D, myoOs tehtavassa kuvatut kolme suoraa
leikkaavat samassa pisteessa F, joka on D:n vastinpiste edelld méaaritellyssa homotetiassa.
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2003.15. Olkoon I' tehtavassa maaritelty P:n ja
M:n kautta kulkeva ympyra. Lasketaan pisteiden C
ja D potenssi I':'n suhteen ja otetaan huomioon se,
ettd C'D on I':n tangentti ja CM = MD. Saadaan
CR-CP = CM? = MD? = DP - DQ eli RC =

-D AP AT AT
M. Koska ST||AB, on —— = =

CP BP ~ BS  DQ
D@ - AP

eli AT = QBT Viite on yhtapitava yhtalon

% = g kanssa. Mutta koska ABCD on janneneli-

kulmio, sen ympéri voidaan piirtad ympyra I'V. Pisteen
P potenssille I':n suhteen patee AP - PC = BP - PD,
joten vaite on todistettu.

2003.16. Olkoon a — b = p, missi p on alkuluku ja olkoon ab = k2. Koska b(b + 2) =

2 1
(b+1)2 — 1, toteamme, ettd p # 2. Nyt k2 = (p+ b)b = b? + pb = (b—i— g) — ZpQ ja

p? = (2b+p)? — 4k? = (2b+ p + 2k)(2b+ p — 2k). Koska p on alkuluku, luvulla p? on vain
kaksi ykkostd suurempaa tekijii, p, joten on oltava 2b + p + 2k = p? ja 2b+p — 2k = 1.

102 .
Kun yhtilot lasketaan puolittain yhteen, saadaan 4b + 2p = p? + 1 eli b = (% ja
2

a=>b+p= (pT‘H)2. Tama valttamaton ehto on myos riittava: jos a = (%)2, b= (%) ,
missa p on mielivaltainen pariton alkuluku, niin a ja b toteuttavat tehtédvan ehdon.
2003.17. Marin ohjelma toimii oikein. Olkoon d > 1 jokin n:n tekija. Oletetaan, etta
Marin ohjelma antaa tulostuksen ”d on yhdistetty”. Niiden d:n tekijoiden, jotka ovat < d,
lukumééra k on > 2 (ainakin 1 ja d kuuluvat joukkoon). Silloin [k/2] < k. Ohjelman
loytama d:n tekija ei siis ole tekijoista suurin eli d, joten d on yhdistetty luku. Jos taas d
on yhdistetty luku, silld on pienin alkutekija p; selvisti p?> < d. Jos nyt ai, ..., a,, ovat
p:ta pienemmat n:n tekijat, niin myos luvut paq, ..., pa,, ovat d:ta pienempia n:n tekijoita
(p:14 ja luvuilla a; ei ole yhteisia tekijoitd). m:lla on siis ainakin 2m + 1 d:t4 pienempéaé
tekijad, ja p on ndiden tekijoiden joukossa jarjestyssijalla m + 1. Mutta m + 1 < [k/2],
joten Marin ohjelma loytaa p:n ja tulostaa d:n yhdistetyksi.

2003.18. Ehdot tayttava varitys on mahdollinen. Liitetaan jokaiseen kokonaislukuun &
luku, josta on poistettu tekijat 5, siis sellainen k', etta k = 5™k’, m > 0 ja k' jaoton viidella.
Varitetaan nyt 0 ja 1 siniseksi, 2 vihreaksi, 3 punaiseksi ja 4 keltaiseksi. Varitetaan kaikki
kokonaisluvut niin, etté k; ja ko ovat samanvériset, jos ja vain jos k] = k) mod 5. Oleteaan
nyt, etta a, b, ¢ ja d ovat samanvariset ja etta 3a —2b —2c+3d = 0. Tama yhtalo voidaan
jakaa luvulla 5™, missa m on suurin kokonaisluku, jolla 5™ on tekijana luvuissa a, b, ¢ ja
d. Saadaan 0 = 3-5%a’ — 258 —2.5¢¢ +3-5Pd" = 3(54a’ + 55 +5°¢ +5Pd’) mod 5,
missé ainakin yksi luvuista A, B, C', D on 0. Jos luvut a, b, ¢ ja d ovat nollasta eroavia,
niina =V =¢ =d # 0 mod 5. Silloin 54 + 58 + 5¢ + 5P = 0 mod 5. Tiama
on kuitenkin mahdotonta, koska yhteenlaskettavista viiden potensseista ainakin yksi on
59 = 1. Jos jotkin yksi, kaksi tai kolme luvuista a, b, ¢, d ovat nollia, sama paittely
toimii, kun kyseiset luvut jatetdan pois tarkastelusta. Yhtalo 3a — 2b = 2¢ — 3d ei siis ole
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mahdollinen.

2003.19. Todistetaan epasuorasti. Olkoon a+b = pq, missa p # q ja p ja q ovat alkulukuja.
Jos a® + b = (a+b)(a® — ab+ b?) on nelidluku, niin luvun a? — ab+b* = (a +b)? — 3ab on
oltava jaollinen p:lla ja g:lla, joten 3ab:n on oltava jaollinen p:lla ja ¢:lla. Voidaan olettaa,
ettd p # 3. Silloin p | a tai p | b. Koska p | (a + b), sekéd p | a ettd p | b. Olkoon a = pn,
b = pm. Nyt on oltava ¢ = 3, silld muussa tapauksessa voitaisiin péétella, ettd myos q | a
ja q | b, jolloin a > pgq, b > pq ja a + b > pq. Néain ollen 3p =a+ b= p(n+m). Siisn =1
jam =2tain =2 jam = 1. Tilloin a® + b> = 9p3. a> + b3 ei siis voi olla nelicluku.
Todistus on valmis.

2003.20. Olkoot a; < az < --- < a, luvun n parittomat tekijat ja olkoon 2% korkein
2 potenssi, joka on n:n tekija. Luvun n kaikki tekijat ovat ai, ag, ..., a4, 2a1, ...,
2a4, ..., 2%aq, ..., 2%a, = n. n:ad pienempii tekijoitd on siis (k + 1)g — 1 kappaletta ja
kaikkien tekijoiden, n itse mukaan lukien, summa on 2n = (2**1 —1)(a; +-- - +a,) + (k+
1)g — 1. Jos ¢ on parillinen, yht&lén oikea puoli on pariton. Jos ¢ on pariton ja k 4+ 1 on
pariton, yhtalon oikea puoli on pariton. Lukujen p ja k on siis molempien oltava parittomia.
Kokonaisluvulla n’ = 27%n < n on pariton méira ¢ tekijoitid. Jos n’:n alkulukuhajotelma
onn' =ptpy?---pr, niin sen tekijoiden méard on (o +1)(az+1) - - (e, + 1); tAmé on
pariton vain, jos jokainen o on parillinen eli jos n’ on nelidluku. Siis, koska k on pariton,
n = 2k82 — 22t—|—182 — 2(2t8>2.

Baltian Tie 2004 — ratkaisuja

2004.1. Tehtdvan ehdosta (2) ja aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisesta epéyh-

talosta seuraa
Qpi1+n
Vap(n+1)> % > /Nani1

eli

An+1 < n—+1

an n

Kun tassa epayhtalossa n korvataan luvuilla k, k41, ..., 2k — 1, saadaan ja syntyneet 2k
epayhtaloa kerrotaan puolittain keskenaén, saadaan

az 2k
ar, — k

= 2.
Siis 2a,, > ag,, kaikilla n. Ehdon (1) perusteella on nyt
3a, = a, + 2a, > a, + as, > 3n
eli a, > n. Viite (a) on todistettu. Olkoon sitten a, = n + 1. Silloin a, + ag, =

n+14+2n+1>3njaa,11+n=2n+2=2\/(n+1)?2 =2y/a,(n+1). Jono (a,) = (n+1)

on siis erds kohtaan (b) kelpaava ratkaisu.
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2004.2. Koska P:n kertoimet ovat ei-negatiivisia ja ainakin yksi kerroin on # 0, niin
P(z) > 0, kun # > 0. Olkoon P(z) = apz™ + ap_12" "1 + -+ + a1x + ap. Tarkastellaan
lauseketta P(z)P(z~'). Se on muotoa bya™ + bp_12™ 1 4 -+ + b_(_y@' " 4+ bz
Selvasti b, = a,ag, b1 = ana1 +an_1a9, bo = apas +ap_1a1 +ap_saq, ..., by = apap_ +
Un— 101 4 -+ agao, ..., bo = D00 a3, -, bog = aoak + arak41 + -+ An_gan,
eer, b1 = aray, + agan — 1, b_,, = aga,,. Nain ollen

n n j—1
P(x)P(:L‘_l) = Z a% + Z Z aj_kak(:vj + x_j).
k=0 j=1k=0
Koska kaikilla positiivisilla luvuilla y on y +y~! > 2, on
P@)P(x™' =Y ar+2) aja,=PQ)P(17) = (P(1))* > L.
k=0 i>k
2004.3. Osoitetaan ensin, etta viite patee, kun n = 3. Silloin

1 1 1 1 r
— — < — .
P+E+1 p+@?—-pe+®)+1 p+qpe+pP—9)*)+1 " pep+qg+1 p+g+r

Vastaavasti
1 <P L < 9
G+r3+1 " qg+r+p rP4+pP+1 " r+p+g
Saatujen kolmen epayhtalon oikeiden puolien summa on 1, joten tehtdvin epayhtalo on
tosi, kun n = 3. Yleisessd tapauksessa voidaan merkité p’ = p™/3, ¢/ = ¢"/3 ja 1’ = /3
ja soveltaa jo todistettua epayhtalod lukuihin p’, ¢’ ja /. Viite seuraa heti.

2004.4. Elleivat asiat ole niin kuin tehtavassa vaitetaan, jokaisella K, 1 < K < n, on ole-
massa sellainen k£ < K, etta lukujen xy, zgt1, ..., i aritmeettinen keskiarvo on suurempi
kuin X. On siis olemassa a; niin, ettd jonon x,,, 4,41, -- -, @y aritmeettinen keskiarvo
on > X. Jos a; > 1, on edelleen olemassa as < aj, niin etta jonon x,,, Tay+41, ---» Tay—1
aritmeettinen keskiarvo on > X jne. Téten jono (x1, xa, ..., x,) tulee ositetuksi paloiksi,
joiden jokaisen aritmeettinen keskiaro on > X. Tamaé on ristiriidassa sen kanssa, etta itse
jonon aritmeettinen keskiarvo on X.

2004.5. Jos k ja p ovat positiivisia kokonaislukuja, merkit&én [k],:114 sitd yksikésitteisté
kokonaislukua vélilla [0, p — 1], joka on = k mod p. Koska (k)2,+1 = t(2n + 1), missi
kE—n <t(2n+1) < k+n, [k+n]ont1 = k+n—t(2n+1) joten (k)opir1 = k+n—[k+n|oni1.
Siis (k)3 = k+ 1 — [k + 1], (2k)5 = 2k + 2 — [2k + 2|5 ja (3k)7 = 3k + 3 — [3k + 3|7 ja
siis f(k) =6 — ([k+ 1]3 + [2k + 2]5 + [3k + 3]7). Olkoot nyt a, b, ¢ kokonaislukuja, joille
patee 0 < a <2,0<<4ja0<c<6. Yhtdloryhma

k+1=amod3
2k +2=bmod 5
3k+3=cmod 7
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on yhtapitava yhtaloryhman

k=a—1mod3
k=-2b—1mod5
=-—-2c—1mod7

kanssa. Kiinalaisen jadnnoslukulauseen nojalla ryhmalla on ratkaisu kaikilla valinnoilla
(a, b, ¢). Mutta tdméa merkitsee, ettd f saa kaikki arvot lukujen 6—0 = 6 ja 6—(24+4+6) =
—6 valilta.

2004.6. Olkoot ay ja asz, by ja by seka ¢ ja co kuution kolmella vastakkaisella sivutahkolla
sijaitsevat luvut. Kysytty summa on a1b1cq + a1bico + a1bacy + ar1baco + asbicy + asbico +
agbacy + asbaca = (a1 + a2)(by + b2)(c1 + ¢2). Koska 1001 = 7 - 11 - 13, ja tulon tekijat
ovat suurempia kuin 1, yksi tulon tekijoista on 7, yksi on 11 ja kolmas on 13. Siis kysytty
summa on aj +as +by +bs+c¢1 +co =7+ 11+ 13 = 31.

2004.7. Olkoon X jokin tehtadvassa mainittu joukko. Olkoot m < n sen kaksi pieninté
lukua. Koska n = k?m ja k € X, niin m < k < k? < n. Joko k = m tai k = n, jolloin on
oltava k = m = n = 1. Vain edellinen vaihtoehto on mahdollinen, joten n = m3. Olkoon
sitten p X:n kolmanneksi pienin luku, siis n < p. Nyt p = k?m. Koska m < k; < p ja
k1 # m (jos olisi k1 = m, olisi p = n), on oltava k; = n = m?3 ja p = m". Edelleen X:ssi
on luku ko niin, ettd p = k2n eli m” = k2m3. Siis ko = m2. Mutta m? ¢ X, joten tultiin
ristiriitaan. Joukossa X ei siis ole kolmanneksi pieninta lkua, ja X = {m, m3}. Kaikki
muotoa {m, m3} olevat joukot selviistikin toteuttavat tehtévin ehdon.

2004.8. Osoitetaan, ettd f(m):1l4 voi n:n valinnasta riippuen olla mielivaltaisen monta
alkutekijad. Ellei néin olisi, jollain arvolla n = ng luvulla f(n) = k olisi mahdollisim-
man monta alkutekijad. Voidaan olettaa, ettd ng = 0 (tarpeen vaatiessa voidaan siirtyé
tarkastelemaan polynomia f(x — ng)). Koska f(0) = k, f(tk?) = k mod k2. Siis kaikilla
kokonaisluvuilla t f(tk?) = bk?+k = k(bk+1). Luvuilla k ja bk +1 ei ole yhteisii tekijoité.
Koska luvulla f(tk?) ei ole useampia alkutekijoitd kuin luvulla k, on oltava bk + 1 = 1.
Mutta silloin f(tk?):1la olisi vain kaksi mahdollista arvoa, mikd on mahdotonta, koska f
on polynomi, joka ei ole vakio.

2004.9. Oletetaan, ettd on olemassa tehtavan ehdon tayttava joukko X =
{z1, x2, ..., xp_1}, jolla ei ole mainitunlaista osajoukkoa. Voimme olettaa, ettd a,_o —
a,_1 ei ole jaollinen n:lla. Olkoon S; = z1+...+x;, 1 <i <n—1. Nyt jokainen S; antaa
n:lla jaettaessa eri jakojaannoksen. Jos nimittain olisi S; = S; mod n, @ < j, niin joukon
{Zit1, ... x;} alkioiden summa olisi n:114 jaollinen. Olkoon sitten S,, = S,,_3+a,_1. Sama
paattely kuin edelld osoittaa, ettd S, = S; mod n ei ole mahdollista, jos j # n — 2, ja
luvuista a, s ja a,_1 tehty oletus osoittaa, etta ei myoskadan ole S,, = 5,1 mod n. Sum-
milla S7, So, ..., S, on siis kaikilla eri jakojaannés mod n, joten jollain niista jakojaannos
on 0. Ristiriita, siis vaite on oikea.

2004.10. Osoitetaan, etté téllaista jonoa ei ole. Jos sellainen olisi, niin olisi p3 > 3. (p3 = 3
tarkoittaisi po = 2 ja 2p; = 1 tai 2p; = 3, kummatkin mahdottomia.) Silloin p3 = 1 mod 3
tai = 2 mod 3. Oletetaan, ettd ps = 1 mod 3. Koska py = 2p3 £1 > 3, ja py alkulukuna
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ei ole kolmella jaollinen, on oltava ps = 2p3s — 1 ja p4, = 1 mod 3. Samoin jatkaen saadaan
p;j =2pj—1—1=2(pj—1 — 1)+ 1, j > 5. Téstd seuraa p,+1 — 1 = 2" %(p3 — 1) kaikilla
n > 4. Asetetaan nyt n = p3 + 1. Silloin pp,42 — 1 = 2P371(p3 — 1). Fermat'n pienen
lauseen nojalla 273~ = 1 mod p3. Siis pp;+2 = 0 mod p3. Tamai ei ole mahdollista, koska
Dps+2 ja p3 ovat eri alkulukuja.

2004.11. Osoitetaan, ettd néin voi tehda, jos ja vain jos ainakin toinen luvuista m ja
n on pariton. Todistetaan ensin ”vain jos” -osa. Ajatellaan taulukko ruudukoksi, jossa
ruutujen reunat ovat yksikkdjanoja. Jos jokin jana rajaa kahta ruutua, joissa molemmissa
on 0, poistetaan se. Kun kaikkiin ruutuihin on kirjoitettu 0, on taytynyt poistaa yhteensa
m(n—1)+n(m—1) = 2mn —m — n janaa. Toisaalta ruutuun, jossa on ollu +1 on voinut
tulla 0 vasta sitten, kun siina oleva luku on muuttunut —1:ksi. Luvun on pitanyt muuttaa
merkkiaan pariton maara kertoja eli kerran tai kolmesti. Kaikkien ruutujen, joissa on
—1 (paitsi ensimmaéisen ruudun) ympéarysruuduissa on siten pariton méara nollia. Kun
tallainen —1 muuttuu nollaksi, poistuu aina pariton maara yksikkojanoja. Tasta seuraa,
etta poistettavien yksikkojanojen maara on kongruentti alkuperaisessa ruudukossa olevien
ykkosten lukumadréin kanssa. Siis 2mn—m—n = mn—1 mod 2 eli (m—1)(n—1) =2 0 mod 2.
Luvuista m — 1 ja n — 1 ainakin toinen on parillinen.

Oletetaan sitten, ettd n, ruudukon sarakkeiden lukumaara, on pariton. Oletaan, ettd —1
on i:nnella rivilla. Nyt koko i:s rivi voidaan muuttaa nolliksi etenemalla ensimmaisesta
—1:sté (tarvittaessa) vasemmalle ja oikealle. Samalla i:nnen rivin yla- ja alapuoliset rivit
(tai toinen, jos i« = 1 tai ¢ = m) muuttuvat kokonaan —1:ksi. Rivi, jossa on pelkkid
—1:siad pariton maard saadaan nolliksi muuttamalla ensin parittomissa asemissa olevat
—1:t nolliksi. Vilissa olevat parillisissa asemissa olevien ruutujen luvut vaihtavat jokainen
merkkinsa kahdesti, joten ne ovat —1:sia ja poistettavissa. Rivin viereisen rivin ykkoset
muuttuvat téssa prosessissa —1:siksi. Sama voidan toistaa joka rivilla.

2004.12. Merkitaan tilannetta, jossa luku y on rivissa silla paikalla, jossa suuruusjarjes-
tyksen mukaan tulisi olla z, x — y. Alkuaan jonossa voi olla tilanteita, syklejd, (1) z — =z,
2)z -y —>axtai(3) -+ -2 — y — 2z — ---, joissa on mukana kolme tai useam-
pia lukuja. Lopputilanteessa on 2n syklid  — x. Syklit (1) ovat tavoiteltuja, jokaisesta
(2)-syklista passtdan kahteen (1)-sykliin ensimmaéiseen vaihtamalla x ja y keskenéén. (3)-
tyyppisissd Kolmannessa tilanteessa x:n, y:n ja z:n syklinen kierratys vie ainakin x:n ja y:n
omille paikoilleen, ja (1)-syklien mééra lisdéntyy ainakin kahdella. Siirtoja tarvitaan siis
enintddn n kappaletta. Jos alkuperdinen jarjestys on sellainen, ettd siind on n (2)-syklid
(esimerkiksi) 2, 1, 4, 3, ..., 2n, 2n — 1) tarvitaan tasan n siirtoa.

2004.13. Jos yksi ja sama maa on edustettuna joka kokouksessa, voi muissa kokouksissa
olla aina eri osajoukko muista 24:sti maasta. Osajoukkoja on 224 = 16777216 kappa-
letta, joten kokouksia voi olla ainakin niin monena paivana. Neljas saanto ei salli, etta
kahdessa eri kokouksessa olisi edustettuina jotkin kaksi 25 jasenmaan komplementaarista
osajoukkoa. Kokouksien maara voi siis olla enintaan puolet 25 alkion joukon osajoukkojen

1
médrista, eli 5 225 — 924,

2004.14. Osoitetaan, ettd tallainen strategia on olemassa tasmalleen silloin, kun n =
4k + r, missd r = 0, 1 tai 2, ja ettd kun r = 3, voittostrategia on toisella pelaajalla.
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Todistetaan vaite induktiolla k:n suhteen. Jos k = 1, » < 2, niin 4 < n < 6. Ensimmaisen
pelaaja, olkoon hén A, voi tehda siirron, jonka jalkeen kasoja ei ole. Hén siis voittaa. Jos
r=3,n=7. Am siirron jilkeen jaljella on tasan yksi kasa, jonka B voi hajottaa. Nyt B
voittaa.

Kaytetaan hyvaksi aputulosta: Jos pelissa jollain hetkellad on tasan kaksi kasaa, joissa on
4s+1 ja4t+1 pahkinda, missa t+s < k, niin se pelaaja, joka siirtad toisena taman tilanteen
jalkeen, voittaa. Jos k = 1, aputulos on triviaalisti tosi (ehtolause ei voi toteutua). Jos
k = 2, on oltava t = s = 1 ja ensiksi siirtdva hajottaa kasoista toisen ja toiseksi siirtava
toisen.

Oletetaan, etta viite on tosi, kun pahkinoita on aluksi 4k — 1 ja etta aputulos patee, kun
s+t < k. Osoitetaan, ettd nailla edellytyksilla vaite patee, kun pahkinoitda on aluksi
4k, 4k + 1, 4k + 2 tai 4k + 3 ja etta aputulos patee, kun s+t = k + 1. Jos kasassa on
4k, 4k 4+ 1 tai 4k + 2 pahkinda, A muodostaa kasan, jossa on 4k — 1 pahkinad. Induktio-
oletuksen mukaan A nyt téssé tilanteessa toisena siirtdjana, ja hanelld on voittostrategia.
Oletetaan sitten, ettd kasassa on 4k + 3 pahkindd. A:n siirron jilkeen tilanne on joko
(4p + 1, 4q + 2) tai (4p, 4q + 3). Oletetaan ensimméinen tilanne. Jos p = 0 tai ¢ = 0,
B voittaa induktio-oletuksen nojalla. Ellei nain ole, B:n siirto on yhden pahkinan poisto
4q+2-kasasta. Silloin ollaan aputuloksen tilanteessa. Koska p+q = k, B voittaa. Oletetaan
sitten, ettd A;n siirto on (4p, 4¢+3). Nyt B voi ottaa yhden pahkinin 4p-kasasta. Tilanne
onnyt (4(p—1)+3, 4¢+3). B voi soveltaa induktio-oletuksen mukaista voittostrategiaansa
kumpaankin kasaan, ja voittaa.

On viela osoitettava, ettd aputulos patee, kun s+t = k+ 1. Siirtovuorossa olevan pelaajan
siirron jélkeen tilanne on joko muotoa (4s + 1, 4p, 4q + 1) tai (4s + 1, 4p + 2, 4q + 3).
Edellisessa tapauksessa jarjestyksessa toisen pelaajan siirto on yhden pahkinan poisto 4p-
kasasta. Induktio-oletuksen perusteella nyt jarjestyksessa toisena siirtava voittaa seka
tilanteen (4s+1, 4g+1) ettd (4p—1). Jalkimmaisessd tapauksessa seuraava siirto riippuu
siitd, onko p = 0 vai p > 1. Jos p = 0, pelaaja siirtdd (4q + 3) — (4q + 1, 2) ja voittaa
aputuloksen nojalla. Jos taas p > 0, pelaaja siirtdd (4p +2) — (4p + 1, 1). Koska hén
voittaa seké lahtotilanteet (4s + 1, 4p + 1) ettd 4¢ + 3, hén voittaa.

Oletetaan, ettd aputulos pétee, kun t + s < k, 2 < 2, ja oletetaan, ettd t +s = k +
1. Ensimmaisen pelaajan siirto jakaa jommankumman kasan joukoiksi, joista toisessa on
parillinen ja toisessa pariton méara pahkinoitd. Oletaan ensin, ettd ensimmaista siirtoa
kuvaa (4s+ 1,4t +1) — (4ds+ 1, 4p, 4¢+ 1).

2004.15. Kirjoitetaan luvut 1, 2, ..., 13 jarjestykseen 1, 6, 11, 3, 8, 13, 5, 10, 2, 7, 12,
4, 9. Jokainen viiden askeleen hyppy on téssd jonossa siirtyminen viereiseen lukuun (tai
ensimmaisesta viimeiseen tai viimeisesta ensimmaiseen. Koska kirput eivat voi olla samassa
ruudussa, ne eivat tassa jarjestyksessa voi ohittaa toisiaan. Jos kirput ovat lihavoitujen
numeroiden kohdalla, ne ovat jossain jarjestyksen A, C, E, B, D eli alkuperaisen asetelman
kiertovaihtelussa.

2004.16. Olkoon O ympyréin keskipiste. Suorakulmaisista kolmioista OQC' ja OCP saa-
daan OQ : OC = OC : OP. Koska OC = OA =0B, 0Q : OA = 0OA : OP, misti seuraa,
ettd kolmiot AOQ ja POA ovat yhdenmuotoiset (sks), ja samoin QOB ~ BOP. Koska



31
OAB on tasakylkinen, Z/OAB = ZOBA = 180° — ZOBP. Lasketaan ZAQP + /BQP:
LAQP+/BQP = (LAOQ+ZLAQO)+(LBOQ+L0BQ)

= (LAOQ + ZAPO) + (/BOQ + /BPQ)
= (180° — ZOAB) + (180° — ZOBP) = 180°.

Kulmien ZAQP ja ZBQ P keskiarvo on siis 90°. Koska
ZCQP =90°, QC on kulman ZAQB puolittaja.

2004.17. Olkoot a, b, ¢ ja d valittujen pisteiden etéisyydet sivujen keskipisteistd. Olete-
taan, ettd a ja c ovat niilld sivuilla, joiden pituus on 3. Silloin

a:2—|—y2—|—22—|—u2:

<g—a>2+<§+a>2+<§—c>2+(;+c)2+(2+b)2+(2—b)2+(2+d)2—|—(2—d)2

2
= (—) +4-2242(a* + 0+ +d*) =25 +2(a® + b+ +dP).

3
Nyt 0<a,c< =ja0<b,d<2. Kun ala- ja ylarajat sijoitetaan edellisen yhtalon oikealle

puolelle, saadaan vaite.

2004.18. Harmonisen ja geometrisen keskiarvon véilisen epayhtalon perusteella

1 1 2
+ > .
AX XY — JAX - XY

Koska AY ja BC' ovat kaksi kolmion ympérysympyréan jannetté ja ne leikkaavat pisteessa
1 1

X,on AX - XY =BX - -XC. Mutta VBX - XC < §(AX +XC) = iBC' Viite saadaan

kun epayhtalot yhdistetasn.

2004.19. Vaiitteen todistamiseksi riittaa, jos saadaan
osoitetuksi, etta CK : LB = AC : AB. Havai-
taan. ettd kolmiot M BL ja M KC' ovat yhdenmuotoi-
sia kolmion ABC kanssa. Tamé seuraa siité, ettéd jan-
nenelikulmiosta ALMC' saadaan /BLM = /ACM
ja jannenelikulmiosta ABM K vastaavasti /M KC =
ZABC. Nyt kolmiot M BL ja M KC ovat keskenaan-
kin yhdenmuotoiset. Siis todellakin

AM sin(LKAM)
CK KM  sin(ZAKM) sin(ZKAM)  sin(ZDAB)

LB BM  AMsin(/MAB)  sin(/MAB)  sin(ZDAC)
sin(Z/MBA)
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BDsin(£BDA)
_ AB _ AC
CDsin(£ZCDA) AB’
AC

Yhtaloketjun toinen yhtasuuruus seuraa sinilauseesta sobellettuna kolmioihin AK M ja
ABM, kolmas siité, ettd ZAKM = 180° — ZABM (jannenelikulmio ABM K1), neljas
pisteen M maaritelméasté, viides sinilauseesta sovellettuna kolmioihin AC'D ja ABD ja
viimeinen siita, ettd D on sivun BC' keskipiste.

2004.20. Samaa jannettd vastaavina kehdkulmina
AK1K2 ~ AM1M2 (kk) ja

KK, AK,
MM,  AM,y’

Samoin perustein AKs K3 ~ AMsM;3 ja

KK AK
MyM; — AM,’

Vaite seuraa heti edellisista kahdesta yhtalosta.

2005.1. Osoitetaan, etta jonossa on aina kaksi samaa lukua. Olkoon k pienin positiivinen
kokonaisluku, jolle on voimassa

(k+1)- 9295 < 10k,

(Tallainen luku on olemassa, koska epdyhtdlon vasen apuoli on k:n ensimméisen asteen
polynomi ja oikea puoli eksponenttifunktio.) Osoitetaan, ettd on olemassa ng niin, etta
an:n kymmenjarjestelméaesityksen numeroiden lukuméara on pienempiu kuin k + 1 kaikilla
n > ng. Olkoon a;:ssé tasan j + 1 numeroa, ts. 107 < a; < 1071, Osoitetaan etti (1) jos
j < k, niin a;y;:888 on vihemmén kuin k + 1 numeroa, ja (2) jos k < j, niin a;,41 < a;.
(1): Koska a;+1 < (j+1)-9%209 < (k+1)-9%0% < 10%, niin a,:s84 on vihemmén kuin k +1
numeroa. (2): Jilleen a;11 < (j+1)-920%. Koska j >k, a; > 107 > (j+1)-929% > a;,,.
Todistetaan nyt tehtdvan vaite. Jos ag:ssa on enintddn k£ numeroa, niin kaikissa jonon
jasenissd on (1):n perusteella enintdén k numeroa. Jono on rajoitettu ja paédttyméton,
joten sen taytyy kohdata jokin sama luku useamman kerran. Jos ag:ssa on numeroita k+ 1
tai enemman, jono alkaa vahenevana. Jossain termissa a,, on silloin enintaan & numeroa,
ja tasta alkaen kaikissa jonon termeissd on enintddn k numeroa. Laatikkoperiaatteesta
seuraa taas, ettd jonossa on samoja lukuja.

1
2005.2. Koska 1 + tan?z = ———, todistettava epayhtalo on
cos? x
1 1 1 3 27
>3+ -=—.
C082a+cos26+cos2’y_ +8 8
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Sovelletaan harmonisen ja aritmeettisen keskiarvon epayhtaloa ja aritmeettisen ja neliolli-
sen keskiarvon epayhtaloa:

3 cos® 4 cos? 3 + cos? v _3- (sin2 a + sin? 3 + sin?
1 1 1 - -
+ + 3 3
cos?a  cos?f3  cos?y

1 (Sinoz—i—sinﬁ—i—sinfy)2 8

20)

3 9
Vaite seuraa.

2005.3. Jonon maaritelmasta seuraa heti, etta agyo > ap + —ary+1. Kun taAmma epayhtalo

jaetaan luvlla aragyiak42 ja termit jarjestetaan uudelleen, saadaan

1 2 2

< .
Q42 Aplr41 Ap4+10k42

Nain tehtdavan summalle saadaa ”teleskooppinen” ylaraja:

98 98
1 2 2 2 2 2
( ) a1az a1a2

g WkOk+2 3 \@kGk+1 Ok+10k+2 a99a100

2005.4. Olkoon Q(x) = 22 + 1. Tehtivin yhtilo on P(Q(x)) = Q(P(z)). Téméin yhtilon
toteuttavat ainakin P(z) = x, P(z) = Q(z) = 2> +1ja P(z) = Q(Q(z)) = (2> +1)*+1 =
xt + 222 + 2.

2005.5. Koska kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla z on 2z < 22 + 1, niin

a+b+c a+b c 1 1 1
a?+2 b2+2

< —
2+2 " 2a+1 26+1+20+1

Tehtavan epayhtalo on siis yhtapitava epayhtalon

() (oo a) (o)) (o) = (22 2) (25) (2+2)

kanssa. Kun tassa suoritetaan kertolaskut, niin ndhdaan edelleen, etta tehtavan epayhtalo
on yhtapitava epayhtalon

1 n 1 n 1 n 1 >4

ab  bc  ca abc —

eli
1+1+1>3
ab  be  ca —
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kanssa. Mutta vimeinen epayhtédlo seuraa heti aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon
epayhtalosta ja oletuksesta abc = 1:

Ly Lo og/(d 3—3
ab  bc  ca ~ abe) 7

2005.6. Jakoyhtdlon mukaan N = ¢K + r, 0 < r < K. Numeroidaan kortit numeroilla
yhdestd N:&én, alkaen pakan pohjalta. Kortit NV — (j — 1) siirtyvét korteiksi j, 1 < j < K
ja kortit m, 1 < m < N — K siirtyvat korteiksi m + K. Selvitetdan, miten kortit, joiden
numero on 1, 2, ..., K vaihtavat paikkaa sekoitusoperaatioissa. Olkoon i < r. Silloin
kortin numero ¢ paikka vaihtuu seuraavasti:

t—-K+i1—-2K+1— - —qgK+1—-r+1—-t—-K+4+r+1—i— - - qgK+r+1—1 —1
Tahan kiertoon tarvitaan 2q + 2 sekoitusta. Kortit 7, r < ¢ < K puolestaan kiertavat nain:

i—-K+i—2K+i—-—(q—-1)K+i—>K+r+1—i
—-2K+r4+1—-t—--—=qgK+r+1—-1—1.

Taman kierron pituus on 2q sekoitusta. Jokainen luku 1, 2, ..., N on mukana jommassa-
kummassa kierrossa. Jokainen kortti palaa siis alkuperaiselle paikalleen joko 2¢g 4 2:n tai
2¢:n sekoituksen jilkeen. Lukujen 2¢q ja 2¢ + 2 pienin yhteinen monikerta on 2¢(q+1). Jo-
kainen kortti palaa paikalleen viimeistaén 2¢(q+1):n sekoituksen jélkeen. Koska g+1 < 2g,
niin

2ata 1) < 0 <4 (X))

ja vaite on todistettu.

2005.7. Oletetaan, ettd taulukossa on rivi, jossa on tasan yksi nolla; voidaan olettaa,
ettd brivi on (1, 1, 1, 1, 1, 0). Jos nyt (z1, z2, 3, T4, x5, 1) on taulukon rivi, niin myos
(z1, 2, x3, T4, x5, 0) on taulukon rivi; taulukon viimeisessd sarakkeessa on siten ainakin
puolessa riveista 0. Oleteaan sitten, ettd jossain rivissa olisi tasan kaksi nollaa; voidaan
olettaa, ettd rivi on (21, 2, o3, 24, 0, 0). Olkoon k;; sellaisten sivien lukumééra, joiden
kaksi viimeista lukua ovat ¢ ja j. Samoin kuin yllda ndhdaan, ettd ngg > ni;. Voimme
olettaa, etta nig > ng1. Viimeisessa sarakkeessa on ngg 4+ n1¢ nollaa ja ni; + ng; ykkosta;
nollia on siis ainakin yhta monta kuin ykkosia. Oletetaan sitten, ettd kaikissa riveissa on
ainakin kolme nollaa (paitsi mahdollisesti rivissa (1, 1, 1, 1, 1, 1), jos sellainen taulukossa
on.) Koska n > 3, taulokossa on ainakin kaksi rivid, joissa on nollia. Koska rivit eivét
ole samoja, niiden alkioiden tulojen joukossa on ainakin nelja nollaa. Taulukon nollien
madra on siis suurempi kuin 3(n — 1). Ei ole mahdollista, ettd jokaisessa sarakkeessa olisi

enintaan nollaa; siis jossain sarakkeessa on oltava 5 nollaa.

2005.8. Osoitetaan, ettd on varitettdava ainakin 48 nelita. Osoitetaan ensin, ettd 48
neliota riittda. Tamé ndhddan seuravalla tavalla. Olkoon A jokin ruudukon lavistajalla
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oleva yksikkonelion karkipiste ja olkoon B se lavistdjan karkipiste, joka on kauimpana
A:sta. Varitetadn nelio, jonka lavistdja on AB. Kun sama tehdéan kaikille 48:1le lavistan
pisteelle, jotainen ruudukon sivu tulee varitetyksi. Se, ettd nelidita tarvitaan ainakin 48,
nahdain tarkastelemalla niitd ruudukon yksikkGjanoja, joiden toinen ja vain toinen paa-
tepiste on ison nelion reunalla. Selvasti mikaan ruudukkoon piirretty nelio ei voi sisaltaa
kuin enintaan kaksi tallaista janaa. Janoja on 4 - 24 kappaletta, joten nelioita tarvitaan
ainakin 48.

2005.9. Hahmotetaan n x 3-ruudukko niin, etta siind on n kolmen ruudun levyista vaakari-
vid ja kolme n:n ruudun korkousta saraketta. Sanotaan tallaista ruudukkoa A,,-ruudukoksi.
Tarkastellaan myos sellaista ruudukkoa, jossa ylimmalla rivilla on jommassakummassa lai-
dassa kaksi vierekkaista ruutua ja niiden alapuolella n — 2 kolmen ruudun levyista rivia.
Kutsutaan naitd B,-ruudukoiksi. Olkoon n parillinen. Olkoon A,-ruudukkojen 1 x 2-
paloittelujen lukumaara N,, ja B,-ruudukkojen vastaava lukumaara K,. Johdetaan suu-
reille N,, ja K, palautuskaava. A,-ruudukon kaksi ylinta rivia voidaan paloitella sarak-
keiden suuntaisilla 1 x 2 dominoilla vain yhdella tavalla, ja alemmat n — 2 rivia N,,_o:lla
tavalla. A,-ruudukko voidaan paloitella my0s niin, ettd erotetaan siitd B, ruudukko;
tama voidaan tehda kahdella tavalla. yli jaava neljan ruudun kuvio voidaan paloitella vain
vhdella tavalla. Kaikkiaan siis

Nn :Nn—2+2Kn (1>
ja
Nn—|—2 == Nn + 2Kn+2- (2)

Tarkastellaan sitten B,jo-ruudukon paloittelua. Siitd voidaan irrottaa ylin vajaa rivi
omaksi palakseen, loppu on A, -ruudukko, joka siis voidaan paloitella IV,, eri tavalla. on
myo6s mahdollista erottaa B, 42 ruudukosta kolme sarakkeiden suuntaista palaa, ja silloin
jaljelle jaa B,-ruudukko, jonka voi paloitella K, eri tavalla. Siis

Yhtéloista (1), (2) ja (3) on helppo eliminoida K, 2 ja K,; jiljelle jad yhtdlo N, o =
AN, — Np—2 ja Npyo2 = N — N2 mod 3. Heti nahdaan, etta No = 3 = 0 mod 3 ja
Ny =11 = 2 mod 3. Induktio-oletuksesta Ngi2 = 0 mod 3 seuraa Nggi+6 = Ngk+4 mod 3
ja Ng41)4+2 = 0 mod 3. Koska 200 = 33 - 6 + 2, Nago on kolmella jaollinen.

2005.10. Viisialkioisella joukolla K = {2, 3, 5, 7, 11} on kymmenen kahden alkion os-
ajoukkoa. Jos valitaan kolme lukua niiden kymmenen m:n kahden alkuluvun tulon muo-
toisten tekijoiden joukosta, joiden molemmat tekijat ovat joukossa K, tulo ei voi olla m
(koska tekija 13 ei ole mukana). Siis n > 11. Jaetaan 15-alkioinen M viideksi osajoukoksi,
joista jokaisessa alkioiden tulo on m: {23, 5-13, 7-11}, {2-5, 3-7, 11-13}, {2-7, 3-13, 5-11},
{2-11,3-5,7-13} ja {2-13,3-11, 5-7}. Jos nyt valitaan mitka tahansa M:mn 11 lukua,
niin laatikkoperiaatteen nojalla jotkin kolme, a, b ja ¢, kuuluvat samaan edellisista viidesta
joukosta. Silloin abc = m.
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2005.11. Piirretaan kolmioiden ADC ja EBC ympa-
rysympyrat. Niiden toinen leikkauspiste on P. Koska
kahden toisiaan leikkaavan ympyran yhteinen janne on
kohtisuorassa ympyroiden keskipisteiden kautta kulke-
vaa suoraa vastaan, CP1 K L. Kolmio CKL on tasa-
kylkinen, jos sen C':sta piirretty korkeusjana yhtyy kul-
man C' puolittajaan. On siis osoitettava, ettd C'P on
kulman ZAC B puolittaja. Tata varten tarkastellaan P
jannenelikulmiota APDC'. Jéannenelikulmion perus-

ominaisuuden perusteella ZCAP = ZBDB. Jannenelikulmiosta C'EPB saadaan samoin
/ZPBD = /PFEA. Koska AE = BD, kolmiot APE ja DPB ovat yhtenevia (ksk). Tasta
seuraa, ettd kolmioiden P:sté suorille AC ja BC piirretyt korkeusjanat ovat yhté pitkat.
Mutta tamé merkitsee, ettd C'P on kulman ZACB puolittaja.

2005.12. Olkoot A’, B’, C' ja D’ pisteiden A, B, C
ja D kohtisuorat projektiot suoralla M N ja olkoot A”
ja B" pisteiden D ja C kohtisuorat projektiot suorilla
AA’ ja BB'. Viite tulee todistetuksi, kun osoitetaan,
ettd kolmiot DD'P ja CC’'Q ovat yhtenevid. Koska
AM =); Bja DN = NC, suorakulmaisista kolmioista
AA'M, BB'M ja DD'N, CC'N saadaan AA’ = BB’
ja DD" = CC'. Nelikulmiot A’D'DA" ja C'B'B"C
ovat suorakaiteita, joten A’A” = DD’ = CC’' = B'B”
ja AA” = BB"”. Koska AD = BC ja kolmiot AA” D
ja BB"C ovat suorakulmaisia, ne ovat yhteneviad. Siis ZDAA”" = ZCBB"”. Koska
DD'||AA’ ja CC'||BB', niin ZPDD' = /DAA' ja ZQCC' = LCBB'. Siis ZPDD' =
ZQCC", jaten kolmiot DD’'P ja CC'Q ovat todellakin yhtenevia (ksk).

2005.13. Jos ympyrin side on v/2, sen halkaisjan pituus on pienempi kuin 3. (a) Tarkas-
tellaan suorakaiteen karkia ja pitempien sivujen keskipisteitd. Mitka tahansa kaksi naista
ovat ainakin kolmen yksikon paassa toisistaan. Mitkaan kaksi eivat siis voi olla saman
ympyran sisalla. Ympyroita tarvitaan siis ainakin kuusi. Toisaalta 2 X 2-nelion ympary-
sympyran side on v/2. Kuusi téllaista nelioté peittis 6 x 3-suorakaiteen, joten suorakaide
voidaan peittdd kuudella v/2-séteiselld ympyrilli. (b) Suorakaiteen keskipisteen etiisyys
suorakaiteen karjesta on

\/(§)2+<g)2:§m>%¢3—2:m.

Ympyré, jonka side on v/2 ei voi peittié suorakaiteen kirked ja keskipistettd. Ympyroiti

tarvitraan siis ainakin viisi. Suorakaide voidaan jakaa kolmeksi 2 x g—suorakaiteeksi ja

5
kahdeksi 1 x i—suorakaiteeksi. On helppo todeta, etta tallaisten suorakaiteiden lavistaja
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ovat lyhempié kuin 2v/2, joten ne voidaan peittis /2-séteisilla ympyroilla. Viisi ympyras
riittaa.

2005.14. Taydennetadn kolmion ABC' suunnikkaaksi
ABCF. Silloin piste F' on ympyrallé, jonka keskipiste

on C'ja halkaisija DFE. Thaleen lauseen nojalla Z/DF E m
on suora. Koska BD =3-BP, BE =3-BQ ja BF = :

3-BM, D, E ja F ovat pisteiden P, ) ja M kuvat
B-keskisessa homotetiassa, jossa suurennussuhde on 3.
Siis my6s ZPM(@ on suora.

2005.15. Kaytetdan hyviksi kahden ympyrian radi-
kaaliakselin kasitettd. Radikaaliakseli on niiden pis-
teiden joukko, joiden potenssi on kummankin ympy-
ran suhteen sama. Radikaaliakseli on aina suora, ja
jos ympyrat leikkaavat, se on leikkauspisteiden kautta
kulkeva suora. Olkoot nyt A; ja C suorien a ja c ja
suoran BD leikkauspisteet sekd B; ja D; suoran AC
ja suorien b ja d leikkauspisteet. Suorista kulmista
niahdaan heti, etta pisteet A, D1, O ja D ovat samalla
ympyralla wq, pisteet C, By, O ja B samalla ympy-
ralld ws, pisteet Dy, C;, D ja C samalla ympyralla ws ja pisteet A, By, A sekd B
samalla ympyralla wy. Piste O on ympyroiden w; ja wo radikaaliakselilla. Piste Y on seka
ympyroiden wq ja wz ettd ympyroiden wsy ja ws radikaaliakselilla. Siten pisteen Y potenssi
ympyroiden wi ja we suhteen on sama, joten Y on naiden ympyroiden radikaalikaselilla.
Vastaavasti nahdaan, ettd X on sekd ympyroiden wy ja wy ettd ympyroiden ws ja wy
radikaaliakselilla. Se on siis my0s ympyroiden w; ja wo radilaaliakselin piste. Néain ollen
X, Y ja O ovat samalla suoralla.

2005.16. Oositetaan ensin, etta viite patee, kun ¢ on alkuluku. Koska (n+1)? —n? = agq,
luvuilla n + 1 ja ¢ ja n ja g on sama suurin yhteinen tekija. Sen on 1, koska perakkéisista
luvuista n ja n + 1 ainakin toinen on g¢:lla jaoton. Luvulla n on siis kaanteisluku mod g;
olkoon se m. Siis mn = 1 mod ¢. Jos s = m(n + 1), niin s = mP(n + 1)? = mPnP =
1 mod g. Olkoon t pienin positiivinen kokonaisluku, jolle s* = 1 mod q¢. Silloin t[p. (Jos
olisip =at+b,0 < b <t niin 1 = s? = 59+ = (51)%5" = s® mod ¢, mika olisi ristiriidassa
t:n madritelmén kanssa.) Koska p on alkuluku, niin ¢ = 1 tai t = p. Jos olisi ¢t = 1, olisi
m(n 4+ 1) =1 mod ¢ ja m = 0 mod g, mn = 0 mod ¢. Siis ¢t = p. Fermat’n pienen
lauseen nojalla s9~! = 1 mod ¢. Siis p on ¢ — 1:n tekiji. — Jos mille tahansa luvun ¢
kahdelle tekijalle ¢, ja go péatee, ettd g1 — 1 ja g — 1 ovat p:lla jaollisia, niin identiteetista
(1 — (g2 —1) =q1g2 — 1 — (1 — 1) — (g2 — 1) seuraa, ettd g1q2 — 1 on p:lla jaollinen.
Tasta ja todistuksen alkuosasta seuraa helposti, etta tehtavan vaite patee myos, jos ¢ on
yhdistetty luku.

2005.17. Maariteldan jono y,, asettamalla y,, = 2z,, — 1. Nyt y,, = 2(22,_1Zp—2 —Tp_1 —

Tp—2 + 1) —1=dz, 12y 2 — 20,1 — 20, 2+ 1= (an—l - 1)(2xn—2 - 1) = Yn—1Yn—2,
kun n > 2. Siis Yp43 = Yn+2Ynt1 = yTQH_lyn. Luku y,,+3 on nelioluku jos ja vain jos luku
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yn on nelicluku. Koska yyo = 2a — 1, tehtavéan ehto toteutuu, kun yg on pariton nelicluku,
Yo = (2m - 1>27 ja

a==(2m—-1)°+1),

N | =

m positiivinen kokonaisluku.

2005.18. Olkoon z = 2%a ja y = 2'b, a ja b parittomia kokonaislukuja. Voidaan olettaa,
ettd s > t. Silloin
22+t +sgh 25%2ab

T o2 tatb) 2 ~tatb

Jos olisi s — ¢ > 0, niin z:n nimittaja olisi pariton, ja z olisi parillinen. Siis s =t ja

28+26Lb
a+b’

Olkoon sitten a = de, b = df, missa e:n ja f:n suurin yhteinen tekija on 1. Nyt

L 25F2def
e+ f

Koska 2z on pariton, e + f on jaollinen 22 + 2:lla ja siis ainakin 4:114. Koska e ja f ovat

parittomia kokonaoislukuja, toisen esimeskiksi e:n, on oltava = 3 mod 4. Mutta e:n ja
e + f:n suurin yhteinen tekija on 1, joten e on z:n tekija, ja véite on todistettu.

2005.19. Lihdetiin liikkeelle jostain Pythagoraan kolmikosta, esimerkiksi yht#losta 32 +
4% = 52, Silloin 32(32 4+ 42) +42 .52 = (3-3)2+ (3-4)2 + (4-5)? = (5-5)2. Niin on saatu
kolmen nelioluvun summa, joka on nelicluku. Menetelma voidaan toistaa mielivaltaisen
monesti ja paasta tilanteeseen, jossa mielivaltaisen monen nelicluvun summa on nelicluku.

2005.20. Oletetaan, ettd pr on n:n alkutekijoistd suurin. Olkoon m = (p1 + 1)(p2 +
1)---(px + 1). Silloin pg on m:n ja siis myos jonkin p; + 1:n alkutekiji. Oletetaan, ettd
pr > 3. Jos p; = 2, niin p; + 1 < pg. Ristiriita. Jos p; > 2, niin p; + 1 on parillinen,
1

ja sen tekijat 2 ja i(pz + 1) ovat < pg. Ristiriita. Siis py < 3 ja n = 273%. Vastaavasti
m = 374°% = 223", n|m jos ja vain jos s < r < 2s.

2006.1. Jonon kuusi ensimmaéista alkiota ovat aq, as, as, ay = as — aq, as = az — az ja
ag = ag—az = as—aj—az. Naiden summa on a1 +as+az+as—ai+az—as+as—a;—az = 0.
Kuusi ensimmaista alkiota eivat voi olla kaikki positiivisia, joten jonossa voi olla enintaan

viisi perakkéista positiivista alkiota. Jono 1, 2, 3, 1, 1 osoittaa, ettd jonossa voi olla tasan
viisi positiivista perakkaista alkiota.

2006.2. Merkitdéan m = —2 ja M = 17. Jokaisen a;:n etiisyys vélin [m, M| keskipisteesta
on enintaan puolet valin pituudesta, joten

m—+ M 2 M—m\?
a; — S .
2 2
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Siis
59 2 59 2 59 2
m+ M 9 m + M M—m
i = - - M i <99 .

;<a 5 ) ;a2+59( 5 ) (m + );a 59( 5 )
Koska

59

Zai:O,

i=1
on

59 2 2

M — M
Za?§59<< 2m> _(m—g )):—59-m-M:2006.
i=1

2006.3. Todistetaan induktiolla, etta jokainen astetta n oleva polynomi P(x) voidaan kir-
joittaa vaaditulla tavalla. Asia on selvé, kun n = 0. Oletetaan sitten, ettd P(x) on astetta
n oleva polynomi, jonka korkeimmanasteinen termi on cz™. Induktioaskel tulee otetuksi,
jos voidaan osoittaa, ettd on olemassa sellaiset polynomit Q1 (x), Q2(z), ..., Qr(x), ettd
polynomin
P(z) = (Q1(2)° + Qa(z)® + - - + Qp(x)?)

aste on enintddn n — 1. Nyt on olemassa p niin, ettd n = 3p, n =3p+ 1 tain = 3p + 2.
Ensimmiisessi tapauksessa voidaan asettaa k = 1 ja Q;(z) = /cx”, toisessa tapauksessa
k=3 ja

Q) = {fSare -1, Q)= {fEr @), Qo) = -5

ja kolmannessa k = 2 ja

Q1(z) = i’/gxp(x +1), Qux)= —i’/gaspﬂ.

Yksinkertainen lasku osoittaa, ettd kun P(x):std vadhennetdan @;(z)-polynomien kuutioi-
den summa, termi cx™ tulee vahennetyksi pois. Induktioaskel on siis otettavissa ja vaite
on tosi.

2006.4. Josa =b=c=2,d =e = f =0, niin lausekkeen arvo on 8. Osoitetaan, etta
8 on kysytty maksimiarvo. Geometrisen ja aritmeettisen keskiarvon valisen epayhtalon
nojalla on

3
82((6‘”)”1’;6”“”)) > (a+d)(b+e)et )

= abc + bed 4 cde + def + efa + fab+ ace + bdf > abe + bed 4 cde + def + efa + fab.

Siis abc+bed+cde+def+efa+ fab < 8 ja yhtdsuuruus patee, kun a+d = b+e=c+f =2
(koska a +b+c+d+e+ f=6) jaace = bdf = 0. Kuusikko (a, b, ¢, d, e, f) voidaan siis
kirjoittaa muotoon (a, b, ¢, 2 —a, 2 — b, 2 — ¢), ja pétee ac(2 —b) =b(2 —a)(2—c¢c) = 0.
Jos a # 0,2, on oltava b = 0 ja c = 0 tai b = 2 ja ¢ = 2. Samaa paatelya jatkamalla
todetaan, ettd maksimin tuottavat kaikki kolmikot (a, b, ¢), jotka ovat muotoa (t, 0, 0),
(t,2,2), (0,¢,0), (2t 2), (0,0,t) ja (2,2, t), missi 0 < ¢ < 2.
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2006.5. Osoitetaan, etta * on vaihdannainen. Olkoot z ja y kokonaislukuja ja z = x * y.
Aksiooman b) nojalla z+y = z. Aksiooman a) nojalla nyt zxx = zx(z*y) = y. Kéytetdin
vield aksioomaa b): yxx = (z*xx)xxz = 2. Sliszxy =y *x.

Osoitetaan vastaesimerkilld, ettd * ei valttdmatta ole liitdnnainen. Olkoon zxy = —(x+y).
Silloin z *x (z*xy) = —(x —(x +y)) =yja(r*xy) xy = —(—(z+y)+y =z =*
toteuttaa siis aksioomat a) ja b). Mutta esimerkiksi 0% (0% 1) = —(0— (0+ 1)) =1 ja
(0x0)x1=—(—(0+0)+1) = —1, joten * ei ole liitinn&inen.

2006.6. Osoitetaan, ettd kysytty maksimaalinen alkiomaard on 32. Olkoon M jokin
tehtavan mukainen lukujoukko. Ehtojen 1, 2 ja 3 nojalla jokainen M:n luku maaray-
tyy yksikasitteisesti luvun numeroiden joukon perusteella. Ehdon 4 perusteella jokai-
sella kahdella M:aan kuuluvan joukon numeroiden joukolla on yhteinen alkio. Joukolla
S =1{1,2,3,4,5, 6} on 2° = 64 osajoukkoa. Jos jokin S:n osajoukko X on M:n jonkin
luvun numeroiden joukko, niin komplementtijoukko S\ X ei voi olla mink&én M:n luvun
numeroiden joukko. M:ssé voi olla enintdéan 32 alkiota. Joukolla S on yksi kuusialkioinen,

6
kuusi viisialkioista ja 1) = 15 nelialkioista osajoukkoa, yhteensa siis 22 osajoukkoa, joissa
on ainkin nelja alkiota. Jokaisella kahdella tallaisella joukolla on yhteinen alkio. Joukolla
5
on (2) = 10 sellaista kolmialkioista osajoukkoa, jossa esiintyy luku 6. Kullakin tallaisella

osajoukolla on ainakin yksi yhteinen alkio jokaisen nelialkioisen osajoukon kanssa: ellei se
ole 6, niin joukoissa on yhteensa kuusi sellaista alkiota, jotka kaikki kuuluvat viisialkioiseen
joukkoon S\ {6}. Niihin 32:een S:n osajoukkoon liittyvat luvut muodostavat 32 alkion
joukon.

2006.7. Osoitetaan, ettd kuvia on otettu ainakin 19. Olkoon kuvia, joissa esiintyy kolme
ihmista ja siis myos kolme paria, x kappaletta, ja kuvia, joissa esiintyy kaksi ihmista, y
kappaletta. Koska jokainen pari esiintyi tasan yhdessa kuvassa, on oltava 3x + y = 45.
Jokainen vieras esiintyi parina yhdeksan muun vieraan kanssa. Koska 9 on pariton, ei
ole mahdollista, etta joku vieras olisi mukana vain kolmikkokuvissa. Nain ollen jokainen
on ollut ainakin yhdessa parikuvassa, joten y > 5 ja < 13. Kuvien lukumaara on siis
x4y =45 —2x > 45 — 26 = 19. Osoitetaan sitten, ettd 39 kuvaa riittda. Numeroidaan
osallistujat numeroin 0, 1, 2, ..., 9. Tarkastellaan osallistujia 1, 2, ..., 8. Otetaan kuvat
123, 345, 567, 781. Sama pari ei esiinny missaan kahdessa kuvassa; naissa kuvissa on siis
12 paria. Asetetaan osallistujat 1, 2, ..., 8 istumaan pyoredn poydan ymparille. Kaikki
jo kuvissa olleet parit istuvat niin, etta samassa kuvassa olleiden valissa istuu enintaa yksi
henkilo. Jos nyt valitaan poydan ympaérilta pareja, joiden valissa on kaksi henkiloa, ja
kuvataan nama osallistujan 0 kanssa, voidaan ottaa esimerkiksi kuvat 014, 058, 027 ja
036, joissa on 12 sellaista paria, jotka eivat olleet mukana ensimmaisissa neljassa kuvassa.
Poydan ymparilta saadaan viela nelja paria, joiden valissa on kaksi muuta; ndméa parit
voidaan kuvata osallistujan 9 kanssa: 169, 259, 389, 479. Kolmikkoon 246 sisaltyvat parit
eivat esiinny missadn aikaisemmista kuvista. Kun se liitetddn mukaan, on otettu 13 kuvaa
ja naissa on esiintynyt 39 paria. Loput 6 paria voidaan kuvata parikuvissa, jolloin kuvia
tulee 13 + 6 = 19.

4
2006.8. Olkoon laitoksessa n tyontekijaa. Koska (3) =4 < 6, niin n > 5. Jos n =5,
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on olemassa kolme tyontekijaa, jotka eivat muodosta salaliittoa. Heidat voidaan sijoittaa
6
toiseen laboratorioon ja loput kaksi toiseen. Jos n = 6, niin kolmikkoja on (3) = 20.

On olemassa kolmikko, joka ei muodosta salaliittoa ja jonka komplementtikaan ei muo-
dosta salaliittoa. Laboratoriot voidaan muodostaa naistda kahdesta joukosta. Osoitetaan
induktiolla, ettd jako on mahdollinen, kun n > 7. Salaliitoissa on enintddn 6 - 3 = 18

n 7
tyontekijaparia. Laitoksen tyantekijoistd voidaan muodostaa <2> > (2) = 21 paria.

Tyonytekijoissa on siis jotkin kaksi, esimerkiksi X ja Y, jotka eivat kuulu mihinkaéan sala-
liittoon. Poistetaan joukosta Y. Induktio-oletuksen mukaan jaljelle jaaneet n —1 tyonteki-
jaa voidaan jakaa kahdeksi laboratorioksi niin, ettd kummassakaan ei ole yhtaan salaliitto
kolmikkoa. Sijoitetaan nyt Y samaan laboratorioon kuin X. Tama ei muuta tilannetta,
joten n:n tyontekijan laitos on myos jaettavissa kahdeksi laboratorioksi halutulla tavalla.

2006.9. Osoitetaan, ettd on olemassa alkutilanteita, joista ei paasta haluttuun lopputilan-

teeseen. Tallainen on esimerkiksi se, jossa yhteen kérkeen sijoitetaan — ja muihin ——. Jos
siita paastéaisiin tilanteeseen, jossa kaikissa karjissa on 0, niin alkutilanteesta, jossa yhdessa
karjessa on 1 ja muissa 0 paastaisiin samoin askelin tilanteeseen, jossa joka karjessa olisi

5 Mutta jalkimmaéisestd alkutilanteesta lahdettaessa joka kérjessa on aina luku, joka on
1
muotoa om’ missa m on ei-negatiivinen kokonaisluku. Luku R ei ole tata muotoa.

2006.10. Tehtavassa on kahdenlaisia lukuja, "rivilukuja” eli +-merkkeihin liittyvia, ja
”sarakelukuja” eli —merkkeihin liittyvia. Kasitellaan ensin rivilukuja. Tarkastellaan mie-
livaltaista rivia. Sivin ruuduissa on p +-merkkia ja m —merkkia, m+p < 17. Talta rivilta
laskettujen rivilukujen summa on mp. Kirjoitetaan nyt jokaiseen sellaiseen ruutuun, jossa

on jokin merkki, luku

. Kaikkien rivilukujen summa on nyt sama kuin kaikkien 306

m—+p
ruutuuun kirjoitettujen lukujen summa. Tarkastellaan funktiota f,
mp
m, = —, m + S 17.
flm, p) = —— . p

Funktio on m:n suhteen kasvava, joten jos m + p < 17, f(m, p):n arvoa voidaan kasvattaa
lisaamalla m:aa. Jos m + p = 17, niin

m(17 —m)

f(m, p) = T

ja f maksimoituu (kokonaislukujen joukossa!), kun m = 8 tai m = 9. Silloin f saa arvon

& Rivilukujen summa on siis enintddn 306 - — = 18 - 72. Téasmalleen sama paattely

osoittaa, ettd sarakelukujen summa on enintdan 18 - 72. Tehtavassa kysytty summa on
siis enintadn 36 - 72 = 2592. Tama maksimi saavutetaan selaisessa konfiguraatiossa, jossa
jokaisella rivilla, joka ei ole tyhja, on 9 +- ja 8 —merkkia. Tallainen asetelma saadaan
esimerkiksi 18 x 18-ruudukosta, jonka yhdeksille ”yleistetylle” lavistajalle merkitaan +-
merkkeja ja kahdeksalle lavistajalle —-merkkeja, ja viimeinen lavistaja jatetaan tyhjaksi.
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2006.11. Olkoot korkeusjanat h, = 12, hy = 15 ja h. = 20 ja kolmion ala T. Koska

2T = ah, = bhy = che, niin T' = 6a ja b = ga, c = ga. Kolmion piirin puolikas on
1 4 3 6 36
P3 <1 + R + S) ¢ = ga. Heronin kaavan nojalla 7% = p(p — a)(p — b)(p — ¢) = ga‘l.

Koska myos T? = 36a?, on a? = 5% ja a = 25. Siis T = 6a = 150.

2006.12. Jannenelikulmiosta ABy PC saadaan ZC1CP =
/ACP = /PBB ja jannenelikulmiosta ABPC,
/B1BP = ZABP = ZCCiP. Kolmiot B1BP ja
CC, P ovat siis yhdenmuotoisia. Olkoot viela By ja Co
janojen BB; ja C'Cy keskipisteet. Silloin mainitusta
yvhdenmuotoisuudesta seuraa /BiPBy; = ZCPCs ja
siis /By PCy = /B, PC. Koska piste P on ympyralla
AB.C, Z/B1PC ja ZCAB ovat vieruskulmia. Koska
siis myos ZCAB ja /By PCy ovat vieruskulmia, ne-

likulmio AB3yPC5 on jannenelikulmio, ts. P on kolmion AB>Cy ympéarysympyralld. Kol-
mioiden AB1C4 ja ABsCs ympéarysympyrit ovat homoteettisia. Homotetiakeskus on A ja
homotetiasuhde 2 : 3. Siten my6s AP; : AP = 2 : 3, ja vaite on todistettu.

2006.13. Koska BC? > BD-BA, janalla BC on piste
G, jolle patee BG - BC = BD - BA. Kolmiot BGD
ja BAC ovat talloin yhdenmuotoiset (sks). Erityisesti
/ZBDG = ZBAC, joten nelikulmio ADGC on janne-
nelikulmio. Mutta CE - CA = BC? — BD - BA =
BC-(BG+CG)—BC-BG = CB-CG. Téasta seuraa
samoin kuin edelld, ettd ABGE on my6s jannenelikul-
mio. Kehékulmalauseen perusteella ZADC = ZAGC
ja ZAEB = ZAGB. Mutta tdma merkitsee sité, etta
ZADC ja ZAFEB ovat vieruskulmia, joten ADF'E on
jannenelikulmio ja véite on todistettu.

2006.14. Valitaan pohjois- ja etdlanapa P ja E niin, ettd mitkaan kaksi pistetta eivat ole
samalla leveyspiirilla eikd mikaan pisteista ole kummallakaan navalla. Piirretdan jokaisen
pisteen kautta leveyspiiri (siis pikkuympyré, jonka taso on kohtisuorassa suoraa PE vas-
taan.) Jaetaan jokainen téllainen pikkuympyrd 2006:ksi yhtenevéksi kaareksi niin, ettd
mikaan annetuista pisteista ei ole tollaisen kaaren paatepiste. Ilmaus ”yhdistetdaan pisteet
A ja B” tarkoittaa, ettéd piirretdan Am ja B:n kautta kulkevan isoymyrén lyhempi kaari
AB. Olkoot jakopisteet A; ;, 1 <17 <2006, 1 < j < 2006, missa ¢ ilmaisee, pohjoisesta
alkaen, leveyspiirin jarjestysnumeron ja j pisteen jarjestysnumeron leveyspiirilla. Nume-
rointi voidaan suorittaa niin, ettd pisteiden A;; ja A; ;41 vélissd ( mod 2006) on yksi
annetuista pisteista. Yhdistetadn nyt pisteet

P, A, Ao, Asa, oy Asoos, B
P, Ay 9, Ao, A3, ..., A2o06,2,
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P, A1 2006, A2,20065 A3,20065 - - - > A2006,2006, &
Syntyneet 2006 isoympyrankaarimurtoviivaa jakavat pallon pinnan 2006 yhtenevaan alu-

eeseen (ne voidaan kuvata toisilleen kierroilla suoran PE ympéri). Jokaisessa alueessa on
tasan yksi annetuista pisteista.

2006.15. Leikatkoon t AB:n pisteessid R ja AC:n pis-

teessd S. Koska ZXBA = ZXY A, kolmiot BRX ja A
Y RA ovat yhdenmuotoiset. Siis '

AY RY u

BX BR’

B

Kolmioiden BY R ja X AR yhdenmuotoisuudesta seu- ‘ c
raa vastaavasti

AX AR Y

BY  RY’

Siis
AX-AY AR
BX-BY BR’

Samoin osoitetaan, etta
cx.cy CS
BX -BY BS’
On siis osoitettava, etta
AR CS
BR BS

Jos RS||AC, molemmat yhteenlaskettavat ovat = = (koska RS kulkee mediaanien leik-

N | —

kauspisteen kautta).

Jos RS ei ole AC:n suuntainen, piirrretdan B:n kautta
AC':n suuntainen suora. Leikatkoon RS sen pisteessi
L ja suoran AC pisteessa K ja olkoon D janan AC kes-
kipiste. Kolmiot M DK ja M BL ovat yhdenmuotoisia
suhteessa 1 : 2, joten BL = 2 - KD. Toisaalta yh-
denmuotoisista kolmioista RAK, RBL ja SCK, SBL
saadaan

AR AK CS CK AK+2-AD
RB BL' SB BL BL '

Vaite saadaan, kun kaksi edellista yhtaloa lasketaan
puolittain yhteen.
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2006.16. Oletetaan, etta tehtdvassa esitetyt nelja lukua olisivat olemassa. Koska neliolu-
vut ovat modulo 4 joko nollia tai ykkosia ja 2006 = 2 mod 4, niin jokaisen kahden naista
neljasta luvusta tulo on joko = 2 tai = 3 mod 4. Lukujen joukossa on oltava ainakin kolme
paritonta (koska kahden parillisen luvun tulo on = 0 mod 4). Kolmesta parittomasta
luvusta ainakin kaksi on kongruentteja mod 4. Naiden tulo on kongruentti mod 4 joko
luvun 1' =1 tai 32 = 9 = 1 kanssa. Vaadittuja lukuja ei siis ole olemassa.

2006.17. Osoitetaan, ettd n = 1 on ainoa tehtavan ehdon tayttdva kokonaisluku. Ha-
vaitaan ensin, ettd jos n2|3"™ + 1, niin n on pariton. Jos nimittiin n on parillinen, niin
3"+1=(-1)"+1 =2 mod 4, mutta n?> = 0 mod 4. Jos nyt n?|3" + 1, niin n:n pie-
nin alkutekiji p on pariton ja > 3. Siis p > 5. Koska p|3™ + 1, niin p|3?" — 1. Okoon
nyt k pienin kokonaisluku, jolle p[3¥ — 1. Silloin k|2n. (Koska p on tekijini luvussa
32n —3F 43k —1 = 3%(3%=F —1) +3% — 1, se on tekijini luvussa 32" % —1; jos 2n —k > k,
p on myos tekijana luvussa 2n — 2k jne.; aarellisen monen askeleen jalkeen paadytaan ti-
lanteeseen 2n — tk = k.) Toisaalta Fermat'n pienen lauseen perusteella p|3P~! — 1, joten
samoin kuin edelld, voidaan piitelld k|p — 1. Koska p > 5, p ei ole lukujen 3! — 1 = 2 tai
32 —1 = 8 tekiji. Siis k > 3. Niinpi s.y.t.(2n, p—1) > k > 3. Edelleen s.y.t.(n, p—1) > 1.
Luvulla n on siis varmasti pienempié tekijoitd ja myos alkutekijoitd kuin p. Ristiriita
todistaa, etti jos n > 1, niin n? ei ole luvun 3" + 1 tekija.

2006.18. Olkoon b, luvun n ja ¢, luvun n™ viimeinen numero. Jos b, = 0, 1, 5, 6, niin
myos ¢, = a, =0, 1, 5, 6. Jos b, = 9, niin n™ on pariton; koska 92 piittyy ykkoseen, niin
an, =9. Jos b, =4, niin n™ on parillinen ja a,, = 6. Jos b, on 2 tai 8, niin n” on jaollinen
neljilld. Tarkastamalla lukujen 2% ja 8% viimeisten numeroiden jaksoja huomataan, etti
talléin a,, = 6. Jiljelld ovat vield b, = 3 ja b, = 7. Luvun 3* viimeisen numeron jakso
on3,9,7,1,...jaluvun 7% viimeisen numeron jakso on 7,9, 3,1, 7, .... Jos b, = 3 tai
b, = 7, niin n = 1 mod 4 tai n = —1 mod 4. Edellisessa tapauksessa n” = 1 mod 4,
jalkimmaisessa tapauksessa n™ = —1 mod 4. Jos b, = 3 jan = 1 mod 4, niin a, = 3
ja jos n = —1 mod 4, niin a,, = 7. Samoin, jos b, = 7 jan = 1 mod 4, niin a, = 7
ja jos n = —1 mod 4, niin a,, = 3. Koska 3:een (tai 7:4én) padttyvéit luvut on = 3 tai
= 13 mod 20 (= 7 tai = 17 mod 20), a,, saa vuorotelle arvot 7 ja 3, kun b,, = 3 ja vuortellen
arvot 3 ja 7, kun b, = 7. Kun edelld annetut tiedot kerataan yhteen, nahdaan, etta a,:1la
on jakso, jonka pituus on 20, jatamaon 1, 6, 7,6, 5,6, 3,6,9,0,1,6,3,6,5,6,7,6,9, 0;
tata lyhempia jaksoja ei ole.

2006.19. Todistetaan, etta tallaisia jonoja on olemassa. Itse asiassa jonon voi aloittaa
mista tahansa positiivisesta kokonaisluvusta, silla patee seuraava tulos: Jos aq, ..., ak
ovat sellaiset positiiviset kokonaisluvut, ettd n?|(a;;1 + -+ + a;4n) kaikilla n < k ja
i < k — n, niin on olemassa apy; niin, etti n?|(a;;1 + -+ + airn) kaikilla n < k + 1
ja1 < k+1—n. Todistetaan tama. Riittaa, etta osoitetaan luvun z = ag4; voitavan
valita niin, etti requiv — (ax_pi2 + - -+ + ap) mod n? kaikilla n < k — 1. Luvun z on siis
toteutettava k 4+ 1 kongruenssiyhtalod. Osoitetaan, ettd osa niistd on tarpeettomia. Jos
p on alkuluku ja m on sellainen positiivinen kokonaisluku, etta p” < k 4+ 1 ja = toteuttaa
kongruenssiyhtalon, kun modulina on p?™, niin x toteuttaa myos sen kongruenssiyhtilon,
jossa moduli on p?(™~—1 . Ryhmitellafin luvut aq, ..., ar, * p™ 'm pituisiin jaksoihin.
Lukujen aq, ..., ar ominaisuuden perusteella kunkin jakson, viimeista lukuun ottamatta,
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summa on jaollinen p?(™~1:114 koska kaikkien lukujen summa on jaollinen p?”:1l4, myos
viimeisen jakson lukujen summa ja siten kaikkien lukujen summa on jaollinen p2(™—1):114.
Todetaan sitten, etta jos ¢ ja d ovat yhteistekijattomia ja kongruenssiyhtala toteutuu mo-
duleilla ¢? ja d?, se toteutuu myés modulilla (ed)?. Tamé nahdidin ryhmittdmalld viimeiset
cd luvuista aq, ..., ag, x d:ksi ¢:n perakkaisen luvun jonoksi ja c:ksi d:n perdkkaisen luvun
jonoksi. Kun kaytetaan hyvaksi lukujen aq, ..., ax ominaisuutta ja oletusta, saadaan, etta
viimeisten cd:n luvun summa on jaollinen seké c?:lla ettd d?:la; koska c:114 ja d:lli ei ole
yhteisié tekijoitd, summa on jaollinen myds (cd)?:1la. — Edelliset huomiot osoittavat, etti
ratkaistavaksi jaa vain sellaisia kongruenssiyhtal6ita, joiden moduli on sellaisen alkuluvun
p sellainen m:s potenssi, ettd p™ < k + 1 < p™*!. Kiinalaisen jafinnoslauseen perusteella
kongruenssiyhtaloryhmaélla on ratkaisu. (Jos a; = 1, jono alkaa 1, 3, 5, 55, 561, 851, 63253,
110055,. . ..)

2006.20. Koska 1000 = 1 mod 37 (9-3-37 = 9111 = 999), niin luku z = a, 103" +
an_1103=D 4. .. 44,103 +ag on jaollinen 37:114 jos ja vain jos aq +a,_1+---+a1+ap on
jaollinen 37:114. 12-numeroinen luku A = 111111111111 on siten jaollinen 37:114. Olkoon
N tehtavéssa ilmoitettu 12-numeroinen luku. Oletetaan, ettd sen numeroiden summa on
76. Silloin N — A on jaollinen 37:1l4 ja N — A kirjoitetaan pelkédstddn numeroilla 0, 4
ja 8 ja sen numeroiden summa on 76 — 12 = 64. N — A on siten jaollinen neljalla, ja
M=
numeroiden summa on 16. Ryhmitelldaan M:n numerot kolmen ryhmiin; olkoon S néiden
neljan luvun summa. Edella sanotun perusteella S on jaollinen 37:11a. Summassa on
enintdan numero 8 ja summan numeroiden summa on edelleen 16, koska yhteenlaskussa
ei tarvita muistinumeroita. Nyt S = 16 = 1 mod 3. Koska 37 = 1 mod 3, ndhdaan, etta
S/37 =1 mod 3. Siis S on muotoa 37(3k + 1) oleva kolminumeroinen luku. Nama luvut
ovat 37, 128, 259, 370, 481, 592, 703, 814 ja 925. Jokaisessa on kuitenkin joko numero 9
tai numeroiden summa, joka ei ole 16. Ristiriita todistaa véiitteen.

N — A) on 37:114 jaollinen luku, joka kirjoitetaan vain numeroilla 0, 1 ja 2. M:mn

2007.1. Tehtévin summa S, on suurin, kun P, = {1, 2}, P, = {3, 4} jne.: jos pareissa
olisi {1, k}, k> 2 ja {2, m}, m > 2, olisi

1+1_1_1_ 1_1 1_1 -0
1-2 km k 2m m 2 k ’

joten suuurimmassa summassa yhden parin on oltava {1, 2}; samoin nédhd&én, ettd suu-

rimmassa summassa on pari {3, 4} jne. Siis
1 1 1
Sp=—H4—F-F+—<
p1 P2 Pn

N )

Osoitetaan induktiolla, ettd S, < 1 +

1
1 kaikilla n. Ensinndkin 57 < 1 — 3 Ja jos

S, <1-—

niin

1 1 1
Sn+1 = Sn — <1- .
i +<én+1 2n+3> 2n + 3

1
on+1’




46
2007.2. Olkoon (a,,) tehtivin mukainen eksakti lukujono. Silloin a3, = a3, o+a4n_2a2 =
a3, . Koska ay = 0, saadaan induktiolla, etti as, = 0 kaikilla n > 0. Osoitetaan, etti
Aons1 = (—1)"; talldin as007 = a2.1003+1 = —1. Selviisti —1 = a3 — a? = aza; = a3. Koska
0= a%n —a? = a2,4102,_1, ON A2,4102,—1 = —1. Jonon perikkiiset paritonindeksiset
termit ovat siten vuorotellen +1 ja —1. On vield todistettava, ettd jono (a, ), jossa asx, = 0
jaa, =1, kun n =1 mod 4, a,, = —1, kun n = —1 mod 4 todella on eksakti. Jos m ja n
ovat molemmat parillisia tai molemmat parittomia, niin a2 — a2, = 0jam —n jam+n
ovat molemmat parillisia, joten myos a,,+n0m—n = 0. Jos n on pariton ja m parillinen,
niin a2 —a?, =1 ja toisaalta n —m = n+m mod 4. Silloin n —m ja n+m ovat parittomia
ja Gp—m ja apym ovat samanmerkkisia, joten apqman—p = 1. Jos viimein n on parillinen
ja m pariton, niin (n +m) — (n —m) = 2 mod 4; luvuista a4, ja ap—_.m, toinen on +1 ja
toinen —1. Siis afl - afn = —1ja apyman—m = —1. Maaritelty jono toteuttaa siis kaikilla

indeksien yhdistelmilla eksaktisuusehdon.

2007.3. Olkoon P(x) = G(z) — F(x). Silloin P(z) > 0 kaikilla x ja P:n aste on < 2n + 1.
Lisdksi P(x) = 0, kun x = zq, x2, ..., x,. Koska P(x) > 0, sen jokaisen nollakohdan
kertaluku on parillinen. Kun tama yhdistetaan tietoon P:n asteesta ja nollakohtien luku-
maarasta, nahdaan, etta

P(z) =G(z) — F(z) = a(z — x1)*(x — 22)% - (x — 2,)?,
missd a on ei-negatiivinen vakio. Aivan samoin paitelladn, etta
H(z) — F(z) =b(x — x1)%(x — 22)? - (. — )2,

missé b on ei-negatiivinen vakio. Mutta F(z) + H(z) — 2G(z) = H(z) — F(x) + 2(F(z) —
G(x)) = (b—2a)(x — x1)*(x — 22)?--- (v — 2,,)%. Kun tihin sijoitetaan x = x(, saadaan
b—2a =0. Siis F(z) + H(z) — 2G(z) = 0 kaikilla z, ja véite on todistettu.

2007.4. Todistettavan epayhtalon vasemman puolen tekijat voidaan kirjoittaa nain:
28+n=(ar+azx+---+ap) t(az+az+---+ap+a)+1+1+---+1,
25 +ajas + asas + - - -+ anaq

=(ag+az+-+a,+ar)+ (a1 +az+--+ap) +araz + azaz + - - + ana;.

Tarkastellaan 3n-vektoreita
v = (a1, Vag, ..., \an, \Jaz, Jas, ..., V/an, VJai, 1, ..., 1)
ja
W = (\/ A2, \/A3, - .., \/QAn,y, /A1, \/A1, \/A2, ..., \/Qp, \/A1A2, \/A2A3, ...,/ a‘nal)-

Aikaisemman perusteella nihdiin, etti |v|? = 25+n ja |w|? = 2S+ajas+azaz+- - -+ana.
Lisaksi skalaaritulo

n
V-W = 32«/&1&14_1
i=1
(kun a,,+1 = aq). Cauchyn—Schwarzin epayhtélo perusteella
(v-w)? < v |w|*.

Tama on yhtapitdavaa vaitteen kanssa.



47

2007.5. Sijoitetaan ensimmaiseen yhtaloon y = 1. Saadaan f(x) = f(z)f(=1)—f(x)+f(1)
eli (2— f(—1))f(x) = f(1). Koska f ei ole vakiofunktio, on oltava f(—1) =2 ja f(1) = 0.
Sijoiteaan nyt ensimméiseen yhtaléon x = —t ja y = —1. Saadaan f(t) = f(—t)f(1) —
f(=t)+ f(=1) = —f(—=t)+ 2. Siis f(t) — 1= —(f(—t)—1). Jos funktio g, g(x) = f(x) —1
on siis pariton funktio. Kun ensimmainen yhtalo kirjoitetaan funktion g avulla, saadaan
glzy) =1— f(zy) =1—((1—g(x))(1—g(—y)) — (1 —g(@)) + (1 —g(y))) = —g(x)g9(-y) +
9(—=y) + 9(y) = g(x)g(y). Tehtavén jalkimmaéisen yhtéalon perusteella saadaan

1-g(1—g(z) = f(f(z)) = 11 :1_;(1): 11 g(i()le
(2) @)
Siis
1
g(1—g(x)) = =)

Koska funktio f saa kaikki reaaliarvot paitsi arvoa 1, g saa kaikki reaaliarvot paitsi arvoa 0.

1 1
Jos y # 1, niin jollain x on y = 1 —g(x) ja g(y) = —. Silloin my6s f(x) =1—g(z) =1——.
Y x

1
Helposti ndhdéén, ettd f(z) =1 — — toteuttaa tehtévén yhtalot.
x

2007.6. Osoitetaan ensin, etta jos luvut 1, 2, ..., n on kirjoitettu muuhun kuin aidosti
nousevaan jarjestykseen ai, ag, ..., a,, niin joillain 1 <i < j <non a; = a; + 1. Tamén
todistamiseksi tarkastellaan pienintd indeksia i, jolle a; # i. Silloin a; = k > i. Jos nyt
k—1 = a;, niin a; > i. Kaikilla j' <ionaj = j" <i. Siis j > i. i ja j kelpaavat vaitetyksi
indeksipariksi. Nyt Freddy valitsee ensimmaéiseksi listaltaan téllaisen parin (7, j). Lukujen
i ja 7 vaihtaminen keskenédén ei muuta muiden lukujen keskinéisté suuruusjarjestysta. Se
ei myoskaan muuta i:nnen ja j:mnen luvun suuruusjarjestystd muihin lukuihin nahden,
koska verrattuna mihinkd tahansa muuhun listan lukuun a; ja a; ovat joko molemmat
pienempié tai molemmat suurempia. Kun Freddy on poistanut parin (i, j) listaltaan,
tilanne on muiden lukujen suhteen sailynyt ennallaan, ja Freddy voi toistaa prosessin.
Kun Freddy on kaynyt listansa kokonaan lapi ja poistanut kaikki silla olleet parit, luvut
ovat suuruusjarjestyksessa.

2007.7. Jos tasasivuisen kolmion sivun pituus on n, se voidaan jakaa sivujen suun-
taisilla suorilla n?:ksi tasasivuiseksi kolmioksi, joiden sivun pituus on 1. Koska vi-
rityksessa on 6 pikkukolmiota, valttdmaton ehto tehtavassa vaaditun jaon onnistumi-
selle on, ettd n? on jaollinen 6:lla. Talldin myds luvun n on oltava kuudella jaolli-
nen. Jos pikkukolmiot varitetaan ”Sakkilaudan tapaan”, niin etta kolmiot ovat val-
koisia ja mustia, ja kolmiot, joilla on yhteinen sivu, ovat erivarisia, niin virityksessa
on joko 2 tai 4 mustaa pikkukolmiota. Jos iso kolmio véaritetdan niin, ettd ne pik-
kukolmiot, joiden yksi sivu on osa ison kolmion reunaa, niin mustia kolmioita on
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n(n+1)

n+n—1)+--+2+1= 5

kappaletta. Jos n on jaollinen kuudella, mutta ei
12:1la, siis jos n = 12k + 6, niin mustia pikkukolmioita
on (6k + 3)(12k 4+ 7) kappaletta, eli pariton maara.
Valttdméton ehto jaon onnistumiselle on siis 12|n.
T&mé& on myos riittdva ehto. Jos 12|n, n-sivuinen kol-
mio voidaan jakaa tasasivuisiksi kolmioiksi, joiden sivu
on 12, ja téllainen voidaan aina jakaa virityksiin, kuten
oheinen kuva osoittaa.

2007.8. Liitetddn jokaiseen joukon {1, 2, ..., n} viisialkioiseen osajoukkoon ilmeisella ta-
valla jono aq, aso, ..., an, jonka viisi jasentd on ykkosia ja muut nollia. Eristamattomia
viisialkioisia osajoukkoja tulevat vastamaan sellaiset jonot, joissa kaksi ykkosta on perak-
kain ja loput kolme ykkosta ovat perdakkain. Tallaisten jonojen lukuméara on sama, kuin
sellaisten jonojen by, ba, ..., b,_3, missa yksi b; on kaksi ja yksi b; on kolme, ja muut
alkiot ovat nollia. Téllaisten jonojen lukumééra on (n — 3)(n — 4). Mutta ne jonot, joissa
berdkkaiset b; ja b; ovat 2 ja 3 tai 3 ja 2 liittyvat samaan eristimattomaan osajoukkoon.
Tallaiset jonot on siis laskettu kahdesti. Naita jonoja on n —4 kappaletta. Eristamattomia
osajoukkoja on siis (n — 3)(n —4) — (n — 4) = (n — 4)? kappaletta.

2007.9. Olkoon a jokin yhteison jésen ja olkoon A a:n ehdokkaiden muodostama hallitus.
Jos A:han kuuluu ainakin yksi jokaisen yhteison jasenen halitusehdokkaista, kaikki ovat
tyytyvaisia. Elleivat kaikki ole tyytyvaisid, on olemassa yhteison jasen b, jonka hallituskan-
didaattien joukon B ja joukon A leikkaus on tyhja. Jaetaan nyt A = A1UAs, B = B1UB>,
missd A1, Az, By ja B ovat kaikki viidestd henkilostd muodostuvia. Silloin ainakin yksi
joukoista C7 = A1 U By, Cy = Ay U By, C3 = A; U By, Cy = Ay U By tyydyttaa kaikkia
yvhteison jasenia. Ellei nain ole, on olemassa yhteison jasenet x1, xo, T3, x4, niin ettd x;
ei ole tyytyvainen C;:hin, ¢ = 1, 2, 3, 4. Nyt ei ole sellaista kahdesta jasenesta koostuvaa
hallitusta, johon kaikki kuusi jasentéd a, b, x1, x2, x3, x4 olisivat tyytyvaisid. Jos {z, y}
olisi téllainen, niin {x, y} siséltyisi tasan yhteen joukoista C;, mutta koska C; ei tyydyté
x;:ta, kumpikaan x:sté ja y:sta ei kuulu C;:hin. Ristiriita, siis jokin joukoista C; on kaikkia
yhteison jsenia tyydyttava hallitus.

2007.10. Osoitetaan, ettd tehtévassa esitetty menettely ei ole mahdollinen. Todetaan
ansin, ettd laudalla, jossa on tasan 16 mustaa ruutua, on aina ainakin yksi 2 x 2-nelio,
jonka ruuduista tasan yksi on musta. Koska ruudukossa on 18 rivia, ainakin jotkin rivit
ovat kokonaan alkoisia. Jokin kokonaan valkoinen rivi on jonki ei kokonaan valkoisen
rivin vieressa. Téassa ei-valkoisessa rivissd on enintddn 16 mustaa ruutua, joten siina on
valkoisiakin ruutuja. Yhdesta mustasta ja sen viereisesta valkoisesta ja viereisen kokonaan
valkoisen rivin kahdesta ruudusta syntyy 2 x 2-nelio, jossa on tasan yksi musta ruutu.
Mutta jokainen operaatio, jossa jonkin rivin tai sarakeen kaikkien ruutujen vari muutetaan
painvastaiseksi, sailyttda taman 2 x 2-nelion mustien ruutujen lukumaérin parillisuuden
tai parittomuuden. Koska alkuaan neliéssd on parillinen méara (0) mustia ruutuja, siind
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ei koskaan voi olla tasan yhtd mustaa ruutua.

2007.11. Piste @ puolittaa kolmion ABC ympary-
sympyran kaaren BC'. Tésta seuraa, ettd AQ on kul-
man /BAC puolittaja. Koska QR1LAC ka RS1AB,
kulman ZQRS puolittaja on kohtisuorassa kulman
/BAC puolittajaa vastaan. Kolmio RS@Q on tasa-
kylkinen, joten kulman ZQ RS puolittaja on kohtisuo-
rassa kantaa S() vastaan. Mutta tasta seuraa, etta SQ
on kulman ZBAC' puolittajan suuntainen. Koska @
on talla puolittajalla, SQ on my0s, ja erityisesti S on
/BAC:n puolittajan piste. Taydennetdan nyt PQR
suunnikkaaksi PQRT. Nyt piste T' puolittaa ABC'n
ymparysympyran kaaren C'A, joten BT on kulman
/ABC puolittaja. Kulman ZSRT kyljet ovat kohtisuorassa kulman /ABC kylkia vastaan
ja kulman ZSRT puolittaja on kohtisuorassa ST:ta vastaan. Samoin kuin edelld, nahd&an
ettd S on kulman ZABC puolittajalla. S on siis kolmion ABC' kulmanpuolittajien leik-
kauspiste eli kolmion sisdympyran keskipiste.

2007.12. Tarkastellaan kolmioita MCA ja MY X.
Koska M BY X ja M BCA ovat jannenelikulmioita ja
/MBY = Z/MBC, niin /ZMAC = ZMXY. Koska
MY 1BC ja MX1AB, /XMY = /ZABC = ZAMC.
Kolmiot MCA ja MY X ovat yhdenmuotoisia (kk).
MK ja M N ovat naiden kolmioiden keskijanoja, joten
/NMY = /ZKMC'. Siis ZYMC = /ZNMK. Liséaksi
keskijanojen suhde M N : M K on sama kuin vastin-
sivujen suhde MY : MC. Mutta tasta seuraa, etta
kolmiot MNK ja MYC ovat yhdenmuotoisia (sks).
Koska ZMY C on suora, myos ZM N K on suora.

2007.13. Jos suorat ovat kaikki yhdensuuntaisia, niin tehtavian mukainen murtoviiva on
helppo muodostaa mihin tahansa sellaiseen tasoon, joka on kohtisuorassa jokaista suoraa
t1, to, ..., tx vastaan. Ellei néin ole, niin olkoon suorien t¢; ja t;11 (1 = tx41) vali-
nen terdvad tai suora kulma «; (i = 1,2, ..., k). Kaikki kulmat eivdt ole = 0, joten
0 < cosajcosasg---cosag < 1. Olkoon Pg,q pisteen Pj kohtisuora projektio suoralla ¢;.
On osoitettava, ettd P, voidaan valita niin, ettd Pyy; = P;. Annetaan pisteen P; liik-
kua pitkin suoraa t; nopeudella v. Silloin P, liikkuu pitkin suoraa t5 nopeudella v cos aq,
P35 pitkin suoraa t3 nopeudella v cos a; cos oo ja viimein Pjq pitkin suoraa t; nopeudella
vV COS (1 COS (g - - - cos . Koska pisteet P; ja Py4q liikkuvat pitkin samaa suoraa eri no-
peudella, ne kohtaavat toisensa jonain hetkena.
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2007.14. Olkoon M janan BD keskipiste ja G suorien
EF ja DC leikkauspiste. Koska BE|DC, kolmioi-
den EBM ja GDM vastinkulmat ovat yhta suuria.
Koska M D = M B, kolmiot ovat yhtenevid (ksk tai
kks). Siis EB = DG, ja EBGD on suorakaide. Koska
siis ZBGC' on suora, nelikulmio BCGF' on jannene-
likulmio. Nelikulmiossa AEBF on myo6s kaksi suoraa
kulmaa, joten sekin on jannenelikulmio. Kehdkulma-
lauseen ja ristikulmien yhtasuuruuden perusteella
/CBG = /CFG = ZAFE = ZABFE. Koska ZEBG on suora, on myos ZABC =
/EBG — ZABE + ZCBG suora. Koska ZC'DA on suora, ABC'D on jannenelikulmio.

2007.15. Sivutkoon kolmion ABC' sisdympyra sivua
AB pisteessa G ja sivua BC pisteessa F. Olkoon toi-
nen tehtavan ympyra I'; piste, jossa I' sivuaa suoraa
BC olkoon E. Olkoon viela DC' = x ja AD = y.
Silloin AG = y, FC = z, FE = AG = y ja
CFE = y — x. Lasketaan pisteen C' potenssi ympy-
ran [ suhteen sekantin CDA ja tangentin CE avulla.
Saadaan z(x+y) = (y—x)?, josta 3zy = y? ja 3z = 3.
Kysytty suhde on siis 3.

2007.16. Murtoluvut a ja b voidaan tehdd samannimisiksi: a = %, b = E; k voidaan

o

valita niin, etta lukujen m, n ja k suurin yhteinen tekija on 1. Oletuksen mukaan

m-+n m2+n2
S: = y

k k?

eli

(m +n)k =m? +n (1)
Jos nyt jokin alkuluku on k:n ja m:n tekija, se on myos n:n tekija ja jos jokin alkuluku on k:n
ja n:n tekija, se on myosn m:n tekiji. Koska s.y.t.(k, m, n) = 1, on oltava s.y.t.(k, m) =
s.y.t.(k, n) = 1. Jos s kirjoitetaan supisteussa muodossa olevaksi murtoluvuksi, niin tdmén
murtoluvun nimittaja on k:n tekija. Viitteen todistamiseksi riittda, etta osoitetaan, etta
2 ja 3 eivat voi olla k:n tekijoitd. Jos 3|k, niin m ja n ovat jaottomia kolmella. Silloin
m? =n? = 1 mod 3. Yhtilén (1) vasen puoli on kolmella jaollinen ja oikea puoli kolmella
jaoton. Jos 2|k, niin m ja n ovat parittomia. Silloin m-+n on parillinen ja yhtdlén (1) vasen
puoli on jaollinen neljilla. Mutta m? +n? = 1+ 1 = 2 mod 4. Oletus, etti s.y.t.(k, 6) > 1
johti siis ristiriitaan ja oli vaara.
2007.17. Olkoon = = dz’, y = dy’ ja z = dz’. Silloin
r+1 y+1 z+1 d22(da’ +1)+ d%y'2'(dy' + 1) + d?y'2' (d2' + 1)

- - =
Y z x A3’y 2
d3(aj’2z’ T :z:’y’2 + y/Z/Z) + dQ(SC/Z’ T x/y/ + y’z’)

n =

d3$/ylzl
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Koska n on kokonaisluku, d® on osoittajan tekiji, joten d on luvun

Tz + Y+ Yz
x/2/+x/y/+y/2/: d2

tekija. Siis d® < xy + yz + 2y, eli viite on tosi.

2007.18. Oletetaan, etti kokonaisluvut z, y, z, t toteuttavat yhtalon x? +y? — 322 —3t? =
0; luvut voidaan vield valita niin, etti z, y, 2, t nelikko minimoi suureen x? + y2? + 22 + t2
kaikkien yht#lon toteuttavien nelikkojen joukossa. Silloin z? + y? on kolmella jaollinen;
koska neliot ovat joko = 0 tai = 1 mod 3, lukujen x ja y on molempien oltava kolmella
jaollisia: x = 3z', y = 3y’. Mutta silloin 3(22 + t?) on jaollinen 9:114 ja 22 +¢? on jaollinen
kolmella. Mutta tdméa on mahdollista vain, jos z ja t ovat molemmat jaollisia kolmella:
z = 372, t = 3t'. Mutta nyt 2'? + 3’ — 322 — 3t’> = 0, miki on mahdollista vain, jos
22 4?2 4+ 22 12 = 2% + 9?2 + 2’2 + ' = 0. Vastaus tehtivin kysymykseen on siis ”ei”.

2007.19. Oletetaan, etta kieroutuneita lukuja on aarettomén paljon. Silloin on olemassa
kieroutunut luku, jossa on ainakin 10k + 1 numeroa. Olkoot c1, ca, ..., c1p+1 tdméan luvun
perikkaisid numeroita. Silloin k-numeroiset luvut

a=c110F 1 4+ ¢3105 72 + ... 4 10¢,_1 + Ck
b=c10F 71 310" 72 4 - 4 10ck + Cpy1,

ovat r:114 jaollisia samoin kuin erotus 10a — b = ¢;10F — ¢_1. Jos merkitddn d; = cpir1
J +1,

i =0,1,..., 10, niin voidaan péaitelli samoin kuin edelld, ettd luvut 10¥d; — d;4; ovat
jaollsia r:11a, kun7 =0, 1, ..., 9. Koska dgy, di, ..., dip on 11:n numeron jono, jotkin kaksi
luvuista d; ovat samoja. Siis joillain 4 ja j luvut dq, do, ..., d;j—1 ovat kaikki eri suuria,

mutta d; = d;. Nyt summa

(10kdi — d¢+1) + (10kd¢+1 — dH_Q) +---F (10kdj_1 — dj)
= (10°d; —dis1) + (10°d; 41 — djpo) ++ -+ (10°d; 1 —d;) = (10" = 1)(di + dip1+- -+ dj_1)

on jaollinen r:lla. Mutta d; +---+dj41 <1+2+4---4+9 = 45. Koska r:mn alkutekijat ovat
suurempia kuin 50, 10¥ — 1 on jaollinen 7:114. 10*¥ — 1 on siis kieroutunut.

2007.20. Vaite tulee todistetuksi, jos jokaiselle alkuluvulle p korkein p:n potenssi, jolla
ab(a — b) on jaollinen, on p3™ jollain m > 0. Olkoon siis p alkuluku; olkoot p* ja p"
korkeimmat p:n potenssit, joilla p* on a:n tekiji p™ on b:n tekiji. Jos k = n, niin ab(a—b) on
jaollinen luvulla p3*, mutta a®+ b +ab on jaollinen enintééin p?*:1la. TAmA on mahdollista
vain, jos k = 0. Olkoon sitten k& > n. Silloin ab(a—b) on jaollinen ainakin p**27:1l4. Luvun
a® + b% + ab yhteenlaskettavat ovat jaollisia p3¥:1la, p3":114 ja pF+™:114. Nyt 3n < k + 2n
jak+n < k+2n. Jos 3n # k + n, summa ei voi olla jaollinen p*T27:114. Jaollisuus
voi toteutua, jos 3n = k + n (koska b + ab voi tilléin olla jaollinen korkeammalla p:n
potenssilla). Jaollisuus voi siis toteutua vain, jos k = 2n. Silloin ab on jaollinen luvulla

p2n+n — p3n .
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2008.1. Merkitdan g(z) = p(x) — . Oletetaan, etté ¢ ei ole nollapolynomi. Silloin silld
on enintdén p:n asteen verran nollakohtia. Koska ¢(0) = 0, ¢:n nollakohdista suurin, xg,
on ei-negatiivinen. Selvisti p(xg) = xo. Mutta q((zo + 1)3) = p((zo + 1)3) — (29 + 1)% =
(p(w0) +1)3 — (2o +1)3 = (wo+1)> — (z0+1)3 = 0. Koska xg > 0, (x¢g+1)> > zg+1 > z0.
Nain ollen g ei olisikaan suurin ¢:n nollakohdista. Siis ¢ on nollapolynomi ja p(x) = =
kaikilla x € R.

2008.2. Asetetaan v =2+ b+c?, y=2+c+a’jaz=2+a+b% Silloinz +y+2z =
6+ (a2+b>+c?)+a+b+c=9+a+b+ c. Caychyn-Schwarzin epiyhtilon perusteella
(a+b+c)® < (la| - 1+b] - 1+ e[ 1)? < (a® +b* +*) (12 + 12 +1%) = (a® +b* +¢*)? =9,
joten & +y + z < 12. Koska a? + b + ¢ = 3, kukin luvuista a, b, c on > —v/3 > =2, ja
kaikki luvut z, y, z ovat positiivisia. Kaytetaan Cauchyn—Schwarzin epayhtaloa:

a b c 2 a’> b P

\/5\/5+ \/g\/% \/E\/E) < (m + ; + Z) (x+y+2).

Koska x + y + 2z < 12, vaite on tosi.

(a+b—|—c)2:<

2008.3. Osoitetaan, etta tehtavassa esitetty tilanne ei ole mahdollinen. Olkoon 0 < z <
1
Zﬂ'. Silloin sinz < cosx < 1 < cotx ja sinx < tanz < 1 < cotx. Jos sinx, cosz, tanx

ja cot x muodostavat aritmeettisen jonon, niin ne eivat ole yhta suuria ja sinx on luvuista
pienin, cot x suurin. Jos luvut muodostavat aritmeettisen jonon, niin riippumatta siitéa,
onko cos x vai tan z suurempi,

cosz sinz cos’z —sin®z  (cosz — sinz)(cosz + sin x)

cosr—sinx = cotxr—tanx = — = =

sinx coszx sin x cos x sin x cos x
eli )
cosSx +sinzx 1 1
1= — = —+ .
sin x cos x sinz  cosz

1
Tama on kuitenkin mahdotonta, koska sinz < 1 ja cosxz < 1. Jos = > 1" niin y =

1

3™~ x < ik Luvut sinx, cosz, tanx ja cotz ovat samat kuin luvut cosy, siny, coty

ja tany; edelld todistetun mukaan naméa viimeksi mainitut luvut eivat voi muodostaa
aritmeettista jonoa, joten sama péatee luvuille sin z, cosx, tanz ja cot z.

2008.4. Jos —6 < n < 4 tai 6 < n # 16, niin |[n — 5| < 11. Jos P(x) — 5 = 0, kun
T = X1, T2, T3, T4, T5, Missa xi:t ovat eri kokonaislukuja, niin

5

P(z) =5 = [[(z - 2)Q(),

k=1

missé () on kokonaislukukertoiminen polynomi. Jos nyt P(x) = n, niin n — 5 on kuuden
kokonaisluvun tulo ja naista viisi on eri suuria. Viiden eri suuren kokonaisluvun tulon
itseisarvo on ainakin 1-(—1)-2-(—2)-3 = 12. Tehtévin ehdot toteuttavaa kokonaislukua
ei siis voi olla olemassa.
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2008.5. Olkoot luvut Romeon tetraedin kérjissa x1, x2, x3 ja x4, ja luvut Julian tetraedrin
karjissa y1, yo, y3 ja y4. Voidaan olettaa, etta luvut sijoittuvat tetraedien karkiin niin, etta

ToZ3 + T3T4 + T4T2 = Y2Y3 + Y3Ya + YaY2, (1)

173 + T3T4 + T4T1 = Y1Y3 + Y3Ya + Yaya, (2)

T1T2 + ToXa + Ta1 = Y1Y2 + Y2Ya + YaY1, (3)
ja

T1To + X223 + X321 = Y1Y2 + Y2y3 + Y3y1. (4)

Osoitetaan, ettd talldin x; = y;, i = 1,2, 3,4. Olkoon R = {i | =; > y;} ja J = {i |
y; > x;}. Jos joukossa R on ainakin kolme alkiota, voidaan olettaa, ettd {1, 2, 3} C R.
T&mé on ristiriidassa yhtdlon (4) kanssa. Oleteaan sitten, ettd R:ssd on kaksi alkiota.
Voidaan olettaa, ettd R = {1, 2}. Silloin z1 > y1, 2 > y2, 3 < y3 ja x4 < y4, joten
T1To — T3Ys3 > Y1Y2 — Y3ys. Mutta jos yhtélot (1) ja (2) lasketaan yhteen ja vihennetédén
yhtélot (3) ja (4), saadaan z1x9 — X374 = Y1y2 — Ysys. Siis R:ssé on enintdédn yksi alkio.
Samoin nahd&aan, ettd J:ssd on enintadn yksi alkio. Luvuista x; ja y; ainakin kaksi paria
on samoja, esimerkiksi 1 = y; ja 29 = yo. Talloin yhtaldista (3) ja (4) voidaan ratkaista
T3 = Y3 Ja T4 = Ya.

2008.6. Olkoon E jokin tehtavissa maaritelty joukko. Jos a on E:n pienin alkio ja jos
be E,b+# a, niin
a® S
b—a — “

eli b < 2a. Tama tarkoittaa sita, ettd mielivaltaisille z, y € E, x < y, on

8|

<2

Olkoot sitten ¢ ja d, ¢ < d, joukon E kaksi suurinta alkiota. Koska d < 2¢, niin

CQ

d—c

> c.

Silloin

2 2
=d tai
d—c o —c

Cc

Edellinen vaihtoehto merkitsee yhtaloa

CRTEED

jonka ratkaisut ovat irrationaalisia. Vaihtoehto on siis mahdoton. Siis ¢? = dc — ¢? eli
d = 2c. Joukossa E voi siis olla vain kaksi alkiota ¢ ja 2c. Jokainen joukko {¢, 2¢}, ¢
positiivinen kokonaisluku, kelpaa joukoksi FE.



o4

2008.7. Olkoon d = s.y.t.(m, n) jam = da, n = db. Silloin a < b, s.y.t.(a, b) = 1 ja yhtalo
voidaan kirjoittaa muotoon
3abd = 2008(a + b).

Havaitaan, ettd 2008 = 8 - 251 ja ettd 251 on alkuluku. Koska s.y.t.(a, a + b) =
s.y.t.(b, a +b) = 1, niin a ja b ovat kumpikin luvun 2008 tekijoitd. Koska enintdén
toinen luvuista on parillinen ja enintaan toinen on jaollinen luvulla 251, saadaan seuraavat
mahdollisuudet pariksi (a, b): (1, 2), (1, 4), (1, 8), (1, 251), (1, 502), (1, 1004), (1, 2008),
(2, 251), (4, 251) ja (8, 251). Koska 3 ei ole luvun 2008 teijd, a + b:n on olava kolmella
jaollinen. Tamé& pudottaa osan edellisen listan kandidaateista pois; jéljelle jaavat (1, 2),
(1, 8), (1, 251), (1, 1004) ja (4, 251). Jokaiselle niistd ab on luvun 2008 tekija, ja néin
ollen d on kokonaisluku. Ehdon tayttavia pareja on siis tasan viisi kappaletta.

2008.8. Koska 1001 = 7 - 11 - 13, joukossa A on oltava jokin muu luku, jonka tekijana on
13 korotettuna parittomaan potenssiin. Nyt 1014 = 78 - 13 = 6 - 132, joten joukossa on
oltava jokin lukua 1014 suurempi 13:n monikerta. Nyt 13- 79 = 1027 on tallainen, mutta
koska 79 on alkuluku, joukossa A olisi oltava jokin toinen 79:n monikerta. Nyt 12-79 =
948 < 1001 ja 14-79 = 1106. Mutta 13-80 = 1040, joten 13- 80 on lupaavampi kandidaatti
joukon A suurimman alkion pienimméksi mahdolliseksi arvoksi. Joka tapauksessa A:n
suurin alkio ei voi olla pienempi kuin 1040. Se my0s kelpaa, silld voidaan valita A =
{1001, 1008, 1012, 1035, 1040}. Niin siksi, ettd 1001 = 7-11-13, 1008 = 7-2*. 32
1012 = 22 -11-23, 1035 = 3-32-23 ja 1040 = 2% .5-13. Kun Am alkiot kerrotaan
keskenaan, jokaisen alkutekijan eksponentti on parillinen. Tulo on siis nelicluku.

2008.9. Todetaan, ettd 1008 = 2%-32-7. Oletetaan, ettd 1008 = a® —b®. Osoitetaan ensin,
ettd ainakin toinen luvuista a ja b on pariton. Jos olisi max{a, b} = 2x ja min{a, b} = 2y,
niin olisi (2x)% — (2y)%* = 22Y(2?¥ — 22(==¥)y2¥) — +1008 = £2* - 63. Siis y < 2. Jos olisi
y = 2, olisi 63 jaollinen luvulla x* — 4272 = (22 + 4*~1) (2% — 4*~1). Helposti nihdiin,
ettd tdmé ei ole mahdollista. Jos olisi y = 1, olisi £1008 = 4z — 227 ja 22 — 2272 = 252
eli (x+2%71)(x—2%"1) =4.63. Nyt x:n olisi oltava parillinen. Kokeilemalla nihdién,
etti x = 2, 4, 6, ja 8 eivit ole ratkaisuja; kun = > 10, niin x + 2%~ > 252. Koska a ja b
eivat voi olla molemmat parillisia, ja niiden kokonaislukupotenssien erotus on parillinen,
molemmat ovat parittomia. Jos molemmat luvut olisivat jaollisia kolmella, 1008 = a® — b®
olisi jaollinen 27:114. Siis kumpikaan luvuista ei ole jaollinen 3:1la. Samoin paatellaan, etta
kumpikaan luvuista ei ole jaollinen 7:11a.

Todistuksen loppuun saattamiseksi joudutaan kiayttamaan hyvaksi Eulerin funktiota ¢.
Osoitetaan, ettd jos n on luvun 1008 tekija, s.y.t.(a, n) = s.y.t.(b, n) = s.y.t.(a, #(n)) =
s.y.t.(b, ¢(n)) ja a = b mod ¢(n), niin a = b mod n. Eulerin lauseesta seuraa nimittéin,
ettd a®™ = b®(") = 1 mod n. Toisaalta, jos a = b = d mod ¢(n), niin a® = a@+k*(") =
a? mod n ja vastaavasti b = b? mod n. Siis a® — b? = a® — b* = 1008 = 0 mod n. Koska
s.y.t.(d, ¢(n)) = 1, on olemassa d’ siten, ettd dd’ = 1 mod ¢(n) (d:114 on kddnteisalkio
mod ¢(n)) eli dd’ =1+ k¢(n). Koska a® = b% mod n, on a = b mod n eli a!*¢(") =
b1tke(") mod n. Eulerin lauseesta seuraa nyt ¢ = b mod n.

Nyt a = b = 1 mod 2. Koska ¢(4) = 2, ¢(8) = 4 ja ¢(16) = 8, niin a = b mod 4,
a = b mod 8 ja a = b mod 16. Olemme todennet, ettd a ja b ovat kolmella jaottomia.
Koska a = b mod 2 ja ¢(3) = 2, a = b mod 3. Luku a — b on siis jaollinen 6:1la; koska
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»(9) = 6, niin a = b mod 9. My6s ¢(7) = 6 ja a ja b ovat jaottomia 7:114. Siis @ = b mod 7.
Kaikkiaan siis @ = b mod 1008. — Koska 1009 — 11999 = 1008, yhtlolli on ainakin yksi
ratkaisu. Ei ole tiedossa, onko silla muita ratkaisuja.

2008.10. On ilmeistéd, ettd jos a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja, niin S(ab) <
S(a)S(b). [Oikealla puolella on kaikkien a:n ja kaikksien b:n numeroiden tulojen summa,
vasemmalla puolella osa néistd summista on korvautunut summan numeroiden summalla. ]

Néin ollen S(n) = S(10000n) = S(16n - 625) < S(16n)S(625) = 135(16n). Siis

<13

kaikilla n. Nyt S(625) = 13 ja S(16 - 625) = S(10000) = 1, joten suurin kysytyn suhteen
arvo on 13.

2008.11. Jos 169 = 132 kuuluu joukkoon A, joukossa on nelidluku. Oletaan, etti

84
Ac{1,2,...,168} = | J{k, 169 — k}.
k=1

Koska joukossa A ei ole kahta lukua, joiden summa olisi 169, A:han ei sisélly kahta lukua
mistaan edelld olevan parien yhdisteen parista. Koska A:ssa on 84 lukua ja pareja on 84,
jokaisesta parista on mukana tasan yksi luku. Siis myos parista {25, 144} = {52, 122}
jompikumpi luku on joukossa A.

2008.12. Konstruoidaan sellainen 3n:n alkion joukon E kolmialkioisten osajoukkojen jou-
kon osajoukko S, etta jokainen E:n kaksialkioinen osajoukko on tasan yhden S:n joukon
osajoukko. Jos téllainen luokan oppilaiden kolmikkojen joukko on olemassa, niin jokaiset
kaksi oppilasta A ja B tekevit lahjan sille oppilaalle C, jolle {A, B, C'} € S. Oppilasparia
A, C vastaava S:n alkio on yksikésitteisyyden nojalla myds {A, C, B} = {A, B, C}, joten
A ja C tekevat lahjansa B:lle.

Joukon S konstruoimiseksi nimetaan lapset symboleilla A, Ao, ..., A,, By, Bo, ..., By,
Cy, Cs, ..., C,. Siséllytetddn joukkoon S ensiksi kaikki kolmikot {A;, B;, C;}, 1 <i < n.
Joukkoon S otetaan myos kaikki kolmiokot {A;, A;, By}, {B;, Bj, Ci} ja {Ci, Cj, Ax},
missd 1 < i < 7 < njai+ 7 = 2k mod n. Todetaan, ettd ¢ ja j maarittavat k:n,
1 < k < n, yksikésitteisesti. Jokaisella 1 < i < j < n pari {4;, A;} on yksikésitteisen
joukon {A;, A;, By} osajoukko; sama pétee pareihin {B;, B;} ja {C;, C;}. Jos pariin
{A;, A;} liitetty joukko By, olisi joko B; tai By, olisi i+ j = 2i mod n tai i+ j = 2j mod n.
Kummastakin seuraisi ¢ = j mod n ja koska 1 < 4, j < n, ristiriita ¢ = 7. Tama merkitsee
sitd, ettd {A;, B;, C;} € S on ainoa joukko, jonka osajoukkona on {A;, B;} (tai {B;, C;},
{4;, C;}). Jos i # k, niin i + j = 2k mod n maarittdd j:n yksikésitteisesti, ja ¢ # 7,
koska muuten ehdosta i + j = 2k mod n seuraisi ¢ = k. Néin ollen pariin {A;, By} liittyy
yksikasitteinen joukko {A4;, A;, By} € S.

2008.13. Kilpailuun voi osallistua ainakin 56 maata, silla jos kaikki valitsevat kolme tehta-

8
vaa vain kahdeksasta mahdollisesta, niin eri valintoja on (3) = 56 kappaletta. Osoitetaan,
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ettd 56 on suurin mahdollinen osallistuvien maiden méaara. Olkoon K niiden tehtavékol-
mikkojen joukko, joita joku aanesti ja E niiden tehtavakolmikkojen joukko, joita kukaan

9
ei aanestanyt. Olkoon K:ssa k alkiota ja E:ssa e alkiota. Silloin k + e = ( 3) = 84. Tar-

kastellaan kolmikkoa = € K. Kolmikkoja, joissa ei ole yhtaan x:aan kuuluvaa tehtavaa,

6
on 3) = 20 kappaletta. Nama voidaan jakaa kymmeneksi pariksi niin, etta pariin kuu-

luvissa kolmikoissa ei ole yhteista tehtavaa. Jokaisessa parissa ainakin toisen kolmikon on
kuuluttava joukkoon F, koska muuten olisi kolme maata, jotka yhteensa ovat danestanet
kaikkia yhdekséda tehtavaa, toisin kuin tehtavassa ilmoitettiin. Jokaiseen x € K liittyy siis
ainakin 10 joukkoa y € F niin, etta xz:1la ja y:lla ei ole yhteisia alkioita. Jokaiseen y € E
voidaan toisaalta liittdd enintédén 20 alkiota x € K (koska on tasan 20 joukkoa, joilla ei
ole yhteisé alkioita y:n kanssa). Mutta tdméa merkitsee, ettd 10k < 20e ja

2 1. 2 2 2 2
k=Zk4-k<ZktZe=Z(k+e) =281 =56
ghtghsghtge=3lite) =3

2008.14. Vastaus tehtavin kysymykseen on myontei-
nen. Kahdesta tehtavassa maaritellysta palikasta saa
oheisen kuvion mukaisen kappaleen (toinen on ”lap-
peellaan” osaksi toisen alla). Kaksi téllaista kappa-
letta voidaan laittaa vierekkain, niin etta syntyy esine,
joka suoraan ylhaalta katsottuna nayttad alemman ku-
van mukaiselta. Siind 12 kuutiota on samassa tasossa
ja 2:1la on merkitty paikat, joissa kaksi kuutiota on
paallekkiin. Kun toisen tallaisen esineen kaantad ylos- | 2|2 |
alaisin ja kiertaa sita 90°, niin sen voi asettaa kuvan
mukaisen esineen paalle niin, etta syntyy 4 x 4 x 2-
suorakulmainen sarmio. Kaksi tallaista paallekkéin
asetettuna muodostaa 4 x 4 x 4-kuution.

2008.15. Jos dominot asetellaan nelion keskustasta alaken oheisen kuvan mukaisesti, niin
nelioon, jonka sivu on 5 + 6n saadaan sopimaan

n

> (64 12n) =6(n+ 1)
k=0

dominoa. Taméa ndhdaan induktiolla, silla renkaaseen, jonka sisdreuna on 5 4+ 6n-nelio ja
ulkoreuna 5 + 6(n + 1) nelié saadaan kuvan jéarjestelyd seuraten ”pystysuoraan asentoon”
2-(3+3(n+1)) dominoa ja ”vaakasuoraan asentoon” 2-(343n) eli yhteensa 12n+18 = 6+
12(n+1) dominoa. Kun n = 12 eli 54 6n = 77, dominoita saadaan sijoitettu 6-13% = 1014
kappaletta ja dominoiden pinta-ala on 2028 > 2008. Kysytty n:n pienin arvo on siis < 77.
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Jos 1004 dominoa olisi sijoitettu tehtdvassa esitetylla
tavalla 76 x 76-nelioon, niin sellaiset suorakaiteet, joi-
den keskella on domino, ja joiden sivut ovat puolen yk-
sikon etaisyydella dominon sivuista, eivat mene paal-
lekkain. Tallaiset suorakaiteet olisivat myos kokonaan
77 - 77-nelion sisalla. Mutta kuvattujen suorakaiteiden
ala on 2 -3 = 6, ja ne peittiisivat siis kaikkiaan alan
1004 - 6 = 6024. Mutta 772 = 5929. Dominot eivit
siis mahdu 76 x 76-nelioon, joten tehtavassa kysytty
pienin n on 77.

[ 1
[ 1
L]
[ 1
[ 1
1

g

L

2008.16. Olkoon I' ympyré, jonka halkaisija on AC'
ja I'y ympyra joka kulkee pisteiden X, P ja @ kautta.
Olkoon M suorien AD ja CY leikkauspiste. Pisteen
M potenssi ympyran I'; suhteen on M P - M (). Nain
ollen piste Y on ympyralla I'y, jos MX - MY = MP -
MQ@Q. Koska ACLCM, CM on ympyran I' tangentti.
Pisteen M potenssi ympyran I' suhteen on M P-MQ =
MC?. Mutta koska BC||AY ja AX|DC, on

MC MB MX

MY MD MC’
Siis MX - MY = MC? = MP - MQ, ja viite on todistettu.

2008.17. Olkoon tehtdvan jannenelikulmio ABCD, S sen ala ja R sen ympaéri piirretyn
ympyran siade. Voidaan olettaa, etta AB = a, BC = b, CD = ¢ ja DA = d. Olkoon
viela AC = e ja BD = f. Ptolemaioksen lauseen nojalla ac + bd = ef. Maksimoitava
lauseke on siis (e(ab+cd))(f(ad+bc)) = (abe+cde)(bef +adf ). Kolmion ala on tunnetusti
neljasosa sen sivujen tulosta jaettuna ymparysympyran sateella. Koska kolmioiden ABC
ja CDA ymparysympyran sade on R ja alojen summa S, on abe + cde = 4RS. Samoin
on (bef + adf) = 4RS. Tehtdvan lauseke on maksimaalinen, kun S on maksimaalinen.
Kuperan nelikulmion ala on puolet sen lavistdjien tulon ja niiden valisen kulman sinin
tulosta. Kaikki ndmé maksimoituvat tehtavan tapauksessa silloin, kun ABC'D on nelio6.

2008.18. Olkoon ympyran S keskipiste O. Voidaan

olettaa, ettd ympyran sade on 1. Leikatkoon P(Q) suo-
ran AB pisteessi D. Olkoon ZABP = « ja ZABQ =
3. Silloin ZPOQ = 2(a+ (), ja koska kolmio OQP on 5 ‘
tasakylkinen, ZOQP = ZOPQ = 90° —(a+[3). Koska \
/DOP = 2a, ZODP = 180° — (2a+ 90° — o — B) = ’

A

90° — (a— ). Sovelletaan sinilausetta kolmioon ODP,
jossa OP = 1. Saadaan

OD — sin(ZOPD)  cos(a+ ) cosacosf —sinasinf 1—tanatanf
~ sin(ZODP)  cos(a—f) cosacosfB+sinasing 1+ tanatan’
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Mutta
AX B AX

AX _ AX Ay _ Ay
AB 2

tana = tanﬁzﬁ— 5

1
Siis tanatan 3 = ZAX - AY = 2 Néin ollen OD on riippumaton pisteiden X ja Y

valinnasta, eli jokainen suora P() kulkee pisteen D kautta.

2008.19. Valitaan jokaista jannettd AB kohden lyhempi kaari AB (jos AB on halkaisija,
valitaan jompikumpi puoliympyroista AB. Valittujen kaarien pituuksien summa on > 19.
Ympyran kehan pituus on w. Kuusi kehén pituutta on < 6 - 3,15 = 18,9 < 19. Tasta
seuraa, ettd ainakin jokin ympyran kaari sisaltyy ainakin seitsemaan valituista kaarista.
Jokainen téllaisen kaaren pisteesta piirretty halkaisija leikkaa kaikki ainakin seitsemaan
kaareen liittyvat janteet.

2008.20. Olkoon kolmion ABC' kulmanpuolittajien
leikkauspiste I ja kolmion NBM kulmanpuolittajien
leikkauspiste I’. Olkoot kolmion ABC kulmat «, (3, v
jaLI'NM =6, /ZI'MN =¢, /MNI = ¢ jaLNMI =

1. Tehtavan ehdosta seuraa, etta jollain k on § = k¢ }A‘

ja € = k. Kulmat kolmioiden AIC ja MIN kérjessa BR o
1 1 ! i

I ovat ristikulmia, joten ¢+ = 504—1— 37 Kolmioista '

ABC ja NBM saadaan o + v = 26 + 2¢. Siis k(¢ +v¢) =d+e =+ ¢, eli k = 1.
Téstd seuraa, ettd kolmiot NIM ja NI'M ovat yhtenevid (ksk) ja ettd kolmio NI'T on
tasakylkinen. Silloin sen huipusta N piirretty korkeusjana yhtyy kulmanpuolittajaan. Siis
NM1I'I. Mutta tamé merkitsee sitd, ettd kolmion BM N kérjestd B piirretty kulman-
puolittaja on kohtisuorassa kantaa M N vastaan. Silloin kolmio BM N on tasakylkinen;

BM = BN. Mutta koska AM ja C'N ovat kulmanpuolittajia,

AB BC
BM =355 ac B¢ BN =3e s

Edellisista yhtaloista seuraa AB = AC'; ABC on siis tasakylkinen.

AB.

2009.1. Jos p:n nollakohdat ovat x1, x2, ..., x,, niin

n

p(z) = H(a: —T;).

=1

Luvut 1 — x; ovat ei-negatiivisia ja luvut 2 — x; positiivisia. Jos jokin luvuista z; = 1, niin
p(1) = 0. Oletetaan, ettd x; < 1 kaikilla 7. Siis

Nyt
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ja aritmeettis-geometrista epayhtaloa kaksi kertaa soveltaen saadaan

V(1) (1w I T | 1

1=

=1

Siis p(1) < 2™. Jos p(z) = (z + 1)", p(1) = 2™.

On vieléd osoitettava, ettd kaikki arvot vélilta [0, 2"] voivat olla p(1):n arvoja. Arvoon 0
paastiin esimerkiksi, kun p(x) = (z — 1)(z — @)1, missi a midrdytyy yhtélostd 2 —a =
371, Silloin a = 2—37-T < 2—3 = —1. Jos p(z) = (z —b)(x —a)" !, niin ehto p(2) = 3"
madrittadd a:n ja b vélille jatkuvan yhteyden; a = a(b). Kun b kasvaa —1:std +1:een, niin
p(1) = (1 —b)(1 — a(b))™*! on jatkuva b:n funktio ja saa siis kaikki arvot vililtd [0, 27].

2009.2. Seké tehtdvin oletusepayhtalo ettéa vaitetty epayhtilo patevit yhtaloina, jos ap =
as = ... = aigo = 99. Voidaan olettaa, ettd a1 < as < ... < ajgg- Oletetaan nyt, etta
a1 + as + -+ 4+ ajoo > 9900. Silloin aigg > 99 ja a1 < 99. Olkoon oletusepayhtalon vasen
puoli S ja olkoon S’ luku, joka saadaan, kun a; korvataan a; + 1:11& ja a19g9 a190 — 1:114.
Nyt

S -5
= (a1—20—(a1—|—1))(a1(a1—1) cee (a1—19)+(a100—(a100—21))(aloo—l)(a100—2) cee (CL100—20>
= 21((a100(a100 — 1) s (a100 — 20) — (al(al — 1) s (a1 — 19)) > 0.

Siis 8" < S. Luvut a; + 1, ao, ..., agg, ajpo — 1 toteuttavat tehtédvan ehdon ja niiden
summa on sama kuin lukujen aq, ..., ajgp summa. Prosessi voidaa siis toistaa. Tullaan
ristiriitaan, koska prosessia ei selvéstikdan voi toistaa darettoman monta kertaa.

2009.3. Koska (z+1)2—22—(2—1)?+(2—2)? = 20+1—(—22+1+42—4) = 4, voidaan luvut
n?, (n —1)%, ... ryhmittdi suurimmasta alkaen kahdeksan ryhmiin ja varustaa kertoimin
1 ja —1 niin, ettd ryhmissé olevien lukujen summa 0. Jos 8|n, véite on siis tosi. Ellei nédin
ole, on vield osoitettava, ettd pienimmat enintddn seitsemén neliotd voidaan varsustaa
kertoimin 41 ja —1 niin etta ehto toteutuu, Jos jaljelle jadneita lukuja on enemmén kuin
4, varustetaan nelja suurinta kertoimin niin, etta summa on 4. Jos jaljelle jaa ainakin nelja
lukua, ne voidaan varustaa kertoimin niin, ettd, summa on 4. Nyt 4 — 32 +22 + 1 = 0,
4—-2%2-12 =1, 4—1%2 = 3, joten kertoimet voidaan valita halutulla tavalla. Jos taas
jéljelld on eninté#in kolmen luvun neliét, niin yhtdlot 32 —22 -12 =4,22-12=1ja12 =1
osoittavat, ettd nama luvut voidaan varustaa kerpoimin +1 halutulla tavalla. Kertoimet
¢ on siis aina mahdollista valita tehtavassa esiteylla tavalla.

2009.4. Koska (214 -+ zp—1)xn < (|z1]+- -+ |Tn_1]|)|zn|, tehtdvin epayhtilo toteutuu
kaikilla x;, jos se toteutuu kaikilla ei-negatiivisilla x;. Epayhtalo toteutuu varmasti, jos
xn, = 0. Oletetaan siis, etta x,, > 0. Tehtavan epayhtalo on yhtapitava epayhtalon

2 2
<x_1) _|_..._|_(m”_1) +12£+...+x”_1

In Tn Tn Tn
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kanssa. Voidaan siis tutkia epiyhtilod a3 + - +a2_; +1> 2y + a9 + -+ 1,_1. Tadmi
epayhtalo on yhtapitava epayhtalon

S(e-1) ey

i=1

>0 (1)

AN

kanssa. Kun 2 < n < 5, epayhtalo on tosi kaikilla reaaliluvuilla z;. Kun n > 6, epayhtalon
(1) vsen puoli on pienempi kuin

ja vasen puoli on negatiivinen, jos esimerkiksiz; =22 = ... =x,_1 = 3 + —. Tehtavassa

2n
kysytyt n:n arvot ovat siis 2, 3, 4 ja 5.

1
2009.5. Yhtilon 22 = fiz + fo = = + 1 juuret ovat 5(—1 4+ /5). Olkoon ¢ jompikumpi

ndistd. Osoitetaan induktiolla, ettd ¢ toteuttaa jokaisen yhtélon x" = f,_ 12 + fn_o,
n > 2. Niin on, kun n = 2. Oletetaan, ettd t* = f,_1t + fi_o jollain & > 2. Silloin
L = 1(tF) = fro1t? 4 frot = frm1(E+ 1) + fromot = (fom1 + fo—2)t+ frm1 = fut + fe—1.
Koska 2010 on parillinen, kiyrin y = 22°'° muoto on ”ylospiin aukeavan paraabelin”.
Suora voi leikata téallaisen kayran enintdan kahdessa pisteessa. Tehtavan yhtalolla on siis

1
tasan kaksi reaalilukuratkaisua, ja ne ovat 5(—1 +/5).

2009.6. Olkoot yhtilén z® — ax? — b = 0 ratkaisut tq, to ja t3. Jos jokin niistd on 0,
b = 0 ja vaite on ilmeinen. Oletetaan, ettd b # 0. Vietan kaavojen perusteella b = t1tot3.
Tarkastellaan b:n alkulukuhajotelmaa. Vaitteen todistamiseksi riittaa, kun osoitetaan, etta
ne alkuluvut p, joiden eksponentti p:n alkulukuhajotelmassa on pariton, ovat a:n tekijoita.
Olkoon p eris tallainen luku, ja olkoon p:n eksponentti b:n alkulukuhajotelmassa pariton
luku . Olkoot p:n eksponentit ¢1:n, to:n ja t3:n alkulukuhajotelmissa oy > 0, ag > 0 ja
ag > 0. Silloin a3 + as + a3 = a. Voidaan olettaa, ettd oy = max{ay, as, ag}. Silloin
31 > «. Koska ti’ = at% + tq1tots, on t% = aty + tot3. t1 ja siis erityisesti p*! on siis luvun
tots tekija, joten o < aig + ag. Siis 2ap < « ja koska o on pariton, 2a; < «. Tarkastellan
nyt yhtilod 3 = at? + b. pm eksponentti ¢ alkulukuhajotelmassa on 3a; > a, t3:mn
alkulukuhajotelmassa 2c; < « ja b:n alkulukuhajotelmassa «. Koska p:n eksponentin
luvun at? alkulukuhajotelmassa on myés oltava «, p:n on oltava a:n tekija.

2009.7. Tehtiviin oletuksista seuraa, ettid p on luvun a* + b* + (—(a + b))* = 2a? + 2b +
4a3b+6a*b>+4ab® = 2(a*+b*+(ab)?+2a3b+2ab®+2a2b?) = 2(a?+b2+ab)? tekiji. Koska p
on pariton, se on luvun a? +ab+ b? ja siis myos luvun (a —b)(a? +ab+b?) = a3 — b3 tekiji.
Olkoon p = 6n — 1. Fermat'n pientd lausetta soveltaen saadaan a = a? == aPa?" ! =
a?4n=1) = p3(n—1) = prpr—1 = p» = p mod p. Samoin saadaan a = ¢ mod p. Mutta siis
3a =a+b+c=0mod p. Koska p # 3, a =0 mod p. Samoin tietysti b ja c:kin ovat p:114
jaollisia.
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2009.8. Jos jokin joukon luvuista olisi jaollinen alkuluvulla p, joka on > 9, niin p voisi
olla tekijana vain yhdessa joukon luvuista. Joukon lukujen alkutekijoina voi siis esiintya
vain lukuja 2, 3, 5 tai 7. Minkdan luvun tekijé ei voi olla 52 eiké 72, koska joukkoon ei
voi kuulua kuin yksi luku, joka on jaollinen néilld luvuilla. Jos joukkoon kuuluu luku,
joka on jaollinen 33:1la, siind on tasan kaksi muuta kolmella jaollista lukua, ja kumpikaan
niisté ei ole jaolllinen 32:1la. Joukossa on siis yksi 32:1la jaollinen ja kaksi kolmella jaollista
lukua. Joukossa voi olla viisi parillista lukua. Jos siini on kaksi 23:lla jaollista, ne ovat
ensimmiéinen ja viimeinen; muista parillisista yksi on jaollinen 22:1la, mutta muut kaksio
vai 21:114. Jos joukossa on 2°:114 jaollinen luku, muista parillisista enintéin kaksi on 22:lla
jaollisia. Joukossa eo voi olla 2%:1la jaollista lukua. Kaikkiaan lukujen tulo voi olla jaollinen
211114, Kun edelliset tarkastelut kootaan yhteen, nihdiin, etté joukon lukujen tulo voi
olla enintaan 2 - 3% .52 .72 < 2,5-107. Mutta on ilmeisté, ettid ehdon tiyttivin joukon
pienin luku on suurempi kuin 10, ja joukon lukujen tulo siis ainakin 10°. — Teht#vissi
kysyttyja kokonaislukuja ei ole olemassa.

2009.9. Jos n on parillinen, 2"*! —n? on jaollinen kahdella. Jos n on pariton, n = 2k — 1,
k> 0, niin 2"t —n2? =228 (2K —1)2 = (28 -2k +1)(2¥ 4+ 2k —1). Kun k = 1 tai k = 2,
ensimmainen tekiji on 1 ja jalkimmainen tekiji 3 tai 7. Téalloin 2"+t — n? on alkuluku.
Kun k > 2, niin 2¥ — 2k + 1 = 2(2*~! — k) + 1. Alaspiin kupera kiyrd y = 22! ja suora
y = x eiviit voi leikata kuin kahdessa pisteessi. Siis 287! # k, kun k # 1, 2, ja luvulla
27+l _ n? on ainakin kaksi tekijii, jotka ovat > 1.

2009.10. Osoitetaan, etta aina, kun M on parittoman kokonaisluvun nelio, niin tehtavassa
tarjottu esitys on mahdoton. Olkoon siis M = k? ja k pariton kokonaisluku. Oletetaan,
etta jollain n on

ety

Silloin

, ja koska /n on rationaaliluku, on oltava n = m? jollain kokonaisluvulla. Mutta nelilu-
vulla m? d(m?) on pariton (jokaista m?:n tekijidi g, joka on < m, vastaa yksikésitteinen

tekija m > m, paitsi tekijad m). Néin ollen parillinen luku 2m olisi parittomien lukujen
q

k ja d(m?) tulo. Ristiriita osoittaa viitteen oikeaksi.



2009.11. Piirretddn myos C:n kautta BP:n suuntai-
nen suora m. Leikatkoon PK /¢:n pisteessa X ja PL
m:n pisteessd Y. Leikatkoon viela KL ¢:n pisteessa
Q. Peilataan kuvio suorassa BM. Silloin A kuvautuu
pisteeseen C', suora PK suoraksi PL ja leikkauspiste
X leikkauspisteeksi Y. Peilaus sailyttaa kulmat, joten
IMXQ =/MYC. Mutta MX = MY, MA = MC
ja AX = CY. Kolmkiot AMX ja CMY ovat yhte-
nevid (sss). Siis ZAXM = ZMYC = ZM X Q. Kul-
man ZM X A on vieruskulmansa suuruinen, joten se on
suora kulma. Pisteestd M suoralle ¢ piirretty normaali
kulkee siis pisteen X kautta, ja vaite on todistettu.

2009.12. Olkoon G nelikulmion ABCD lavistédjien
leikkauspiste. Kolmiot ABG ja C'DG ovat ydenmuo-
toisia ja yhdenmuotoisuussuhde on 2 : 1. Tarkastel-
laan kolmiota APQ. Koska QP 1 DC ja DQ = DP,
niin C' on PQ:n keskipiste ja AC kolmion APQ keski-
jana. Koska G jakaa AC:n suhteessa 2 : 1, G on kol-
mion APQ keskijanojen leikkauspiste. Konstruktion
mukaan D on kolmion APQ ympérysympyran keski-
piste. Suora DG on siis kolmion AP Eulerin suora.
Eulerin suoralla on myos kolmion ortokeskus, ja kes-
kijanojen leikkauspiste jakaa ortokeskuksen ja ympa-
rysympyran keskipisteen vélisen janan suhteessa 2 : 1.
Mutta B on Eulerin suoralla ja G jakaa janan B D suh-
teessa 2 : 1. B on siis kolmion APB ortokeskus. QB
on kolmion korkeussuora, ja QB _LAP.

2009.13. Sovelletaan Cevan lauseen trigonometrista
versiota ensin kolmioihin AFE, BDF ja CED ja
sitten kolmioon ABC. Tarkastellaan ensin kol-
miota AFFE. Jénnenelikulmiosta AFHFE saadaan
heti /FEA = ZFHA; koska HA1BC ja HF L BA,
/FHA = /ABC = (. Vastaavasti JAFE =
/BCA = ~. Mainitusta jannenelikulmiosta nahdain
myo6s, ettd ZHFE = ZHAE = 90° — ~ ja vastaavasti
/ZHEF = 90° — 3. Koska I; on kolmion HEF sisa-

1 1
keskipiste, ZEFI; = 45° — 57 ja LFEI; = 45° — 56.
Nyt
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"l/ Y

1 1 1
LAFI; = v+445° — 37 = 45° + 37 ja ZAEI, = 45° + 56. Janat Al1, FI; ja FI; kulkevat

saman pisteen kautta, joten Cevan lauseen trigonometrinen versio sovellettuna kolmioon
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AFFE antaa . .
sin/BAL OO (45 — 57) sin (45 + §B) -
i 1 AN
sin ZI; AC sin (450 i 57) <in (450 _ §ﬁ>

Kolmiosta BDF' seka pisteesta I> ja kolmiosta C'ED ja pisteesta I3 saadaan analogiset
yhtalot. Kun ne kerrotaan keskenaan, saadaan

sin/BAI, sin/ZCBly sin/ZACI3

sin /L AC ~sin /ZI,BA sin /I3CB
Kun nyt sovelletaan Cevan lauseen trigonometrista versiota kolmioon ABC, saadaan ha-
luttu tulos: suorat Aly, Bly ja Cl3 leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

1.

2009.14. Tallaiset kolmiot voidaan muodostaa kai-
killa n. Olkoon t = - 180°. Konstruoidaan
2n+1

kolmio A; niin, ettd sen kulmat ovat t, it ja (2n —i)t,
¢ =1,2,..., n. Mitkdan kaksi kolmiota A; ja A; ei-
vat ole yhdenmuotoisia, koska niiden suurimmat kul-
mat ovat eri suuria. Osoitetaan sitten, etta jokaisella
k, 1 < k < n, sellainen kolmio PQR, jossa ZRPQ =t,
ZPQR = (2n — k)t ja ZQRP = kt, voidaan jakaa m:ksi kolmioksi, joista kukin on
yvhdenmuotoinen yhden kolmion A; kanssa. Tata varten valitaan ensin janalta PR
pisteet Xog = P, Xy, ..., X, niin, ettd ZX;QX;4; = t. Silloin jokainen kulma
QX;X;+1=(j+1)t, joten n — k kolmiota X;_1QX; ovat yhdenmuotoisia kukin kolmion
A; kanssa. Kolmiossa QRX,,_; on ZRX,,_;,Q = (n—k+1)t. Valitaan nyt janalta X,,_,Q

pisteet Yo = X,,_1, Y1, ..., ¥ = @ niin, ettd ZY;RY;; = t. Samoin kuin edelld saadaan
ZRY;_1Y; = (n— k+ j)t. Kolmiot RY;_1Y; ovat siis yhdenmuotoisia kolmioiden A, _j4;
kanssa, 7 =1, ..., k. Kuvassa tilanne, kun n =7 ja k = 3.

2009.15. Olkoon T3, ¢ =1, 2, ..., m, nelikulmion @); ala. Silloin T}y +T5 + --- 4+ T, = 1.
Jos nelikulmion @); sivut ovat a;, b;, ¢; ja d; ja sivujen a;, b; valinen kulma «; seka sivujen
¢;, d; villinen kulma +;, niin 4T; = 2a;b; sin a; +2¢;d; siny; < 2a;b;+2¢;d; < a?+b?+c?+d?.
Vaite seuraa.

2009.16. Jos hoipertelussa on a kappaletta askelia (1, 1), b kappaletta askelia (1, —1) ja ¢
kappaletta askelia (—1, 1), niin z-akselin suuntan otettujen askelien mééra on a+b—c = 2n
ja y-akselin suuntaan otettujen askelien maara on a — b+ ¢ = 0. Naista ratkaistaan a = n.
Olkoot nyt (z;, y;), i =1, 2, ..., n ne pisteet, joihin n (1, 1)-muotoista askelta paattyvét.
Koska askeleet (1, —1) ja (—1, 1) tapahtuvat suorien = +y = k suuntaisesti, jokainen piste
(i, y;) on suoralla x + y = 2i. Pisteet (x;, y;) madrittavit hoipertelun yksikésitteisesti:
pisteen (x;, ¥;) ja (11, yi+1) vélissd voi olla vain tarvittava mééara askelia (1, —1) tai
(—1, 1) pitkin suoraa x + y = 2i. Piste ei voi olla (2n, 0) eikéd (0, 2n) (koska askel talléin
alkaisi muualta kuin tason ensimmaéisestd neljainneksesté). Suoralla x4y = 2i on siis 2i — 1
mahdollista pistettd (x;, y;) ja hoiperteluja voi olla enintdédn 1-3---(2n — 1) kappaletta.
Jokaiseen jonoon (1, 1), (2, y2), ..., (Tn, yn) voidaan liittdd hoipertelu. Tehtéavassi
kysytty lukumééra on siis 1-3---(2n — 1).
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2009.17. Voidaan loytda ainakin 8 tehtavan ehdon tayttavaa lukua. On olemassa 8 eri-
laista kolmikkoa (a, b, ¢), missd a, b, ¢ = £1. Jokaista kolmikkoa kohden 16ytyy kokonais-
luku k, jolle k = a mod 7, kK = b mod 11 ja k = ¢ mod 13. Jos ki ja ko ovat kaksi naista
luvuista, niin kq 4+ k2 on = 0 modulo 7, 11 tai 13.

Olkoon sitten S lukujoukko, jossa on n > 8 tehtdvan ehdon mukaista lukua. Olkoon S7 =
{reS|IyesS:7(xt+y)}. Mairitellaan vastaavasti S1;1 ja St3. Selvésti S = S7US11US3.

Tarkastellaan joukkoa S7. Jos siiné olisi parillinen maéra eri lukuja 1, x2, ..., 22y niin,
ettd modulo 7 olisi 1 + T2 = 2o + 23 = ... = Top + Tops1 = Topy1 + 1 = 0, olisi
Tl = —Tyg =...= Topy1 = —x1. Talloin 2z olisi jaollinen 7:11a ja siis z; olisi jaollinen

7:11a, vastoin oletusta. Osoitetaan, ettd S voidaan jakaa kahdeksi sellaiseksi osajoukoksi
S7 ja S7, ettd jos x ja y kuuluvat samaan osajoukkoon, niin = + y ei ole jaollinen 7:114.
Jos S7 = (), mikd tahansa S:n ositus kelpaa. Muussa tapauksessa olkoon z; jokin S7:n
luku. Olkoon se joukossa S7. Sijoitetaan kaikki ne luvut y, joille 7|(xz1 + y) joukkoon
S7. Jos y on jokin edellisistd luvuista, sijoitetaan kaikki luvut z, joille 7|(y + z) joukkoon
SZ jne. Jos jokin luku olisi sekd Si:ssa ettd S7:ssa, syntyisi aikaisemmin mahdottomaksi
osoitettu paritonterminen jono. Jos kaikki S7:n alkiot eivét ole tulleet kasitellyiksi, valitaan
lopuista jokin, x5 ja sijoitetaan se jompaankumpaan joukoista S%, S7 ja jatketaan kuten
edelld. Lopuksi sijoitetaan kaikki ne luvut z, joille kaikki luvut x +y, y € S ovat jaottomia
7:114 joukkoon S%. Konstruktion mukaan on selvii, ettd mink&én kahden S% luvun summa
ei ole jaollinen 7:114 eikd mink&ddn kahden S7 luvun summa ole jaollinen 7:114. Samalla
tavalla voidaan joukko S osittaa joukoiksi osittaa osajoukoiksi S, ja S7; sekd S5 ja S75.
Koska S:ssa on ainakin 9 alkiota, jotkin kaksi niistd kuuluvat yhta aikaa samaan joukkoon
kaikissa kolmessa osituksessa. Naiden lukujen summa ei ole jaollinen 7:1la, 11:11a eika
13:1la. Ristiriita osoittaa, etta suurin tehtavassa kysytty n voi olla enintaan 8.

2009.18. Osoitetaan, ettd pienin m on 3 kaikilla n. Jos m = 1, kaikkien kaupunkien
tarkeysindeksi on sama, n — 1. Siis m > 2. Oletetaan, ettd m = 2. Silloin mahdollisia
tarkeysindekseja ovat n—1, n, n+1, ..., 2(n—1). N&itd on n kappaletta, joten jos kaikki
tarkeysindeksit ovat eri suuria, jokainen jonon luku on jonkin kaupungin tarkeysindeksi.
Mutta silloin jostakin kaupungista lahteviin kaikkiin teihin liittyy luku 1 ja jostakin kau-
pungista lahteviin teihin luku 2. Koska nita kaupunkeja yhdistaa tie, syntyy ristiriita.
Olkoon sitten m = 3. Oletetaan, ettd kaupunkeja on pariton méaara, n = 2k — 1. Nume-
roidaan kaupungit 1:std 2k:hon. Liitetdan kaikkiin kaupungista 1 ldhteviin teihin luku 1.
Liitetaan sitten kaupungista 2 kaupunkiin 2k — 1 johtavaan tiehen luku 2 ja luku 1 kaikkiin
muihin kaupungista 2 lahteviin teihin luku 1. Kaupungista 3 lahteviin teihin liitetaan luku
1, paitsi kaupunkeihin 2k —2 ja 2k — 3 vieviin. Jatketaan nain, kunnes tullaan k:nteen kau-

punkiin. Sen kaupunkeihin £+ 1, ..., 2k — 1 liittavat tiet saavat luvun 2. Nyt kaupunkien
1, 2, ..., k tarkeysindeksit ovat 2k — 2, 2k — 1, ..., 3k — 3. Jo tehdyt numeroinnit ovat
kerryttaneet kaupungeille £ + 1, ..., 2k — 1 tarkeysindeksia keskenaan eri suuret maarat
k+1, k+2, ..., 2k — 1. Liitetaan nyt jokaiseen kaupunkeja k41, ..., 2k — 1 yhdistavaan

tiehen numero 3. Silloin kaikkien kaupunkien tarkeysindeksi on eri suuri. — Jos kaupunkien
maara on parillinen, numerointi voidaan tehda analogisella tavalla.
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2009.19. Osoitetaan, ettd ehdot voivat toteutua.
Koska jokainen juhlija tuntee kolme muuta, tuttavuus-  H

1
suhteita on kaikkiaan 3 8 -3 = 12. Olkoon A yksi

juhlijoista. H&an tuntee juhlijat B, C' ja D. Teh-

tavan ensimmaisen ehdon vuoksi ketkdan kaksi jou- A
kon {B, C, D} jasentd eivét tunne toisiaan. Jokai-

sen heista on siis tunnettava kaksi lopuista juhlijoista

E, F, G ja H. Viimemainituissa on oltava kaksi sel-

laista, jotka tuntevat kaksi joukon {B, C, D} jésenta,

ja kaksi sellaista, jotka tuntevat yhden. Nyt on kay- |
tetty 9 tuttavuussuhdetta. Loppujen kolmen on val-

littava joukon {E, F, G, H} jasenten kesken. Jos

yksi taman joukon jésenista, esimerkiksi F/, tuntisi kaikki muut, niin nelikko A, F, G, H ei
toteuttaisi jalkimmaéisté ehtoa. Ainoa mahdollisuus on, ettd joukossa {E, F, G, H} kolme
tuntemisrelaatiota jarjestavit joukon lineaarisesti. Voidaan olettaa, ettd E tuntee F'in, F
G:n ja G H:n. Jos F tuntee B:n ja C:n ja jos F on sellainen johlija, joka tuntee vain yhden
joukon {B, C, D} jésenen, niin tdmén jasenen on oltava D. Nyt G ei voi tuntea D:té, joten
G tuntee esimerkiksi B:n. Silloin C' ja D voivat olla H:n tuttavia. Suoritettu konstruktio
tayttaa tehtdvan ensimmaisen ehdon. Jalkimmaisen ehdon toteutumisen tarkistamiseksi
riittaa, etta jokaisen juhlijan X kohdalla tarkastetaan niitd neljaa juhlijaa, jotka eivat
tunne X:aa. Naiden joukossa on aina kaksi paria tuttuja, ja pareista yksi tulee sellaiseen
nelikkoon, jossa on X ja kolme X:aa tuntematonta.

E

2009.20. Seuraava kaavio osoittaa, etta jarjestely on mahdollinen. Sairaalat on numeroitu
1:std 16:een ja samalla rivilla olevat paivystavat yhta aikaa.

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16
1 5 9 13
2 8 10 15
3 6 11 16
4 7 12 14
1 6 10 14
2 7 9 16
3 5 12 15
4 8 11 13
1 7 11 15
2 6 12 13
3 8 9 14
4 5 10 16
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