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. Tasasivuinen kolmio jaetaan n? pienempiin yhdenmuotoiseen tasasivuiseen kolmioon (n > 2). Méérité kaikki
tavat, jolla jokaiseen kolmion kirkipisteeseen (pisteitd on %2("%) voidaan kirjoittaa reaaliluku siten, ett&
kolmen téllaisen luvun summa on nolla silloin kuin niitd vastaavat kirkipisteet muodostavat kolmion jonka

sivut ovat yhdensuuntaiset alkuperiisen ison kolmion kanssa.

. Olkoot n positiivinen kokonaisluku ja aq,...,a, reaalilukuja joille 0 < a; < 1 kun ¢ = 1,...,n. Osoita, ettd
1-a})1—ay)---(1—ap) <(1—araz - -a,)".

. Olkoon n > 1 kokonaisluku. Etsi kaikki ei-vakiot reaalilukukertoimiset polynomit P(x), joille pitee kaikilla
reaaliluvuilla x
n(n+1)
P(z)P(z*)P(x3)--- P(z") = P(x~ 2

. Perhe kiyttaa vain kolmen virisid vaatteita: punaisia, sinisié ja vihreité. Jokaiselle vérille on oma pyykkikorinsa
ja kaikki pyykkikorit ovat samanlaisia. Ensimméisen viikon alussa kaikki pyykkikorit ovat tyhjid. Joka viikko
perheessd syntyy 10 kg pyykkid (mutta eri vérien osuus vaihtelee). Pyykki lajitellaan ensin virin mukaan
pyykkikoreihin ja sitten painavimman pyykkikorin pyykki pestdin (jos painavimpia on useita, yhden korin
pyykit pestddn). Miké on pienin mahdollinen pyykkikorin kapasiteetti, jos halutaan ettd pyykkikorien tila aina
riittaa?

. Etsi kaikki funktiot f: R — R jotka toteuttavat kaikilla reaaliluvuilla z ja y yhtalon

2| f(y) +yf () = flzy) + fa?) + F(f(y)).

. Kaksi pelaajaa pelaa seuraavanlaista pelid vuorosiirroin. Aluksi on kaksi kasaa, joista toisessa on 10000 ja
toisessa 20000 pelimerkkis. Siirrolla pelaaja poistaa minki tahansa positiivisen mairan merkkejd yhdesta
pinosta tai poistaa x > 0 pelimerkkis toisesta pinosta ja y > 0 toisesta pinosta, kunhan = + y on jaollinen
luvulla 2015. Pelaaja hévidé, jos hin ei pysty tekemédn siirtoa. Kummalla pelaajalla on voittostrategia?

. Hienostuneessa naisten teeseurassa on sata jasentd. Jokainen nainen on juonut (yksityisesti) teetd tasmélleen
56 seuran muun jisenen kanssa. Johtokunnassa on 50 naista. He ovat kaikki juoneet teetd keskenéédn. Osoita,
ettd koko naisten seura voidaan jakaa kahteen ryhméén niin, ettd yhden ryhmén sisilld jokainen nainen on
juonut teetd kaikkien muiden ryhmén naisten kanssa.

. New Yorkin suorakulmainen tieverkosto on inspiroinut Manhattan-etdisyyden, joka kahden pisteen (a,b) ja
(¢, d) valilla méadritelldsin olemaan
la —c|+|b—d|.

Joukon eri pisteiden vililla on vain kahta erisuurta Manhattan-etdisyytta. Miké on joukon suurin mahdollinen
pisteiden maara?

. Olkoon n > 2 kokonaisluku. Pelikorttipakassa on % korttia, ja ne on numeroitu

n(n—l)'

1,2,3,...
P YD i 2

Kaksi korttia muodostaa maagisen parin, jos niiden numerot ovat perdkkiiset tai jos niiden numerot ovat 1
ja n(n2—1) ]

Milla luvuilla n on mahdollista jakaa kortit n pinoon niin, ettd minki tahansa kahden pinon korttien joukossa
on tdsmélleen yksi maaginen pari?
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Joukon {1,2,...,n} osajoukkoa S kutsutaan tasapainoiseksi, jos kaikilla @ € S on olemassa b € S niin etté
a+b
a2 e S.

2

a) Olkoon k > 1 kokonaisluku ja olkoon n = 2*. Osoita, ettd jokainen joukon {1,2,...,n} osajoukko S on
tasapainoinen, kun [S] > 2.

b) Onko olemassa n = 2*, missi k& > 1 on kokonaisluku, jolle jokainen joukon {1,2,...,n} osajoukko S on
tasapainoinen, jos |S| > %"

Suunnikkaan ABCD lavistdjat leikkaavat pisteessid E. Kulmien /DAF ja ZEBC puolittajat pisteessi F.
Lisdksi tiedetdédn ettd ECF D on suunnikas. Mairitd suhde AB : AD.

Ympyra kulkee kolmion ABC kirjen B kautta ja leikkaa sivut AB ja BC pisteissd K ja L, tdssi jarjestyksessa.
Liséksi tdméa ympyré sivuaa janaa AC janan keskipisteessd M. Piste N on ympyrin kaarella BL (silld kaarella
jolla piste K ei ole) siten, ettd ZLKN = ZACB. Lisiksi tiedetasn, ettd kolmio C KN on tasasivuinen. Laske
/BAC.

Olkoon piste D kolmion ABC kirjesta B piirretyn korkeusjanan kantapiste ja AB = 1. Kolmion BCD
sisdanpiirretyn ympyréin keskipiste on sama kuin kolmion ABC keskijanojen leikkauspiste. Laske sivujen AC
ja BC pituudet.

Olkoon AD korkeusjana kolmiossa ABC' joka ei ole tasakylkinen. Olkoon M sivun BC' keskipiste ja piste N
pisteen M kuva peilauksessa pisteen D yli. Kolmion AM N ympéripiirretty ympyra leikkaa janan AB pisteessé
P # Ajajanan AC pisteessi (Q # A. Osoita, ettd suorat AN, BQ ja CP leikkaavat toisensa yhdessa pisteessa.

Kolmiossa ABC kulman Z/BAC puolittaja leikkaa suoran BC' pisteessd D ja kulman Z/BAC vieruskulman
puolittaja leikkaa suoran BC pisteessd E. Olkoon piste F' # A suoran AD ja kolmion ABC' ympéripiirretyn
ympyrén leikkauspiste. Olkoon piste O kolmion ABC ympéripiirretyn ympyréin keskipiste ja piste D’ pisteen
D kuva peilauksessa pisteen O yli. Osoita, etti /D’'FE = 90°.

Olkoon P(n) luvun n suurin alkutekiji. Milld kaikilla kokonaisluvuilla n > 2 pétee
P(n)+ |vn| =Pn+1)+ |Vn+1]?
(Huomaa, ettd |z| tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yhtd suuri kuin x)

Maaritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joilla luku n®~! — 1 on jaollinen luvulla 22°15, mutta ei luvulla
22016'

Olkoon f(z) = 2™ + a,_12" " + --- + ag astetta n > 1 oleva polynomi, jolla on n kokonaislukujuurta (jotka
eivit vélttamattd ole erisuuria). Tiedetdén, ettd on olemassa erisuuret alkuluvut po,pi,...,pn—1 niin, ettd
a; > 1 on luvun p; potenssi kaikilla ¢ = 0,1,...,n — 1. Etsi luvun n kaikki mahdolliset arvot.

Kolme pareittain erisuurta positiivista kokonaislukua a, b, ¢ toteuttaa ehdot
al(b-=c? bl(c—a)® ja cl(a—b)?

ja syt(a,b,¢) = 1. Osoita, etti ei ole olemassa kolmiota (surkastuneita kolmioita ei lasketa mukaan), jonka
sivujen pituudet ovat a, b, c.

Kokonaisluvulle n > 2 mé&éritellidn suure A,, olemaan sellaisten positiivisten kokonaislukujen m lukumé&ara,
joiden jonkin epdnegatiivisen monikerran etiisyys luvusta n on sama kuin luvun n? etdisyys l#himpéain lu-
vun m epinegatiiviseen monikertaan. Maéritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n > 2, joilla A,, on pariton.
(Kahden luvun a ja b etdisyys on |a — b|.)



