Baltian Tie 2015

Tehtavat ja ratkaisut

1. Tasasivuinen kolmio jaetaan n?:ksi pienemmiksi yhteneviksi tasasivuiseksi kolmioksi

(n > 2). Maéaritd kaikki tavat, joilla jokaiseen kolmion kérkipisteeseen (pisteitd on
(n+1)(n+2)

) voidaan kirjoittaa reaaliluku siten, ettd kolmen téllaisen luvun summa

on nolla silloin, kun niita vastaavat pisteet muodostavat kolmion, jonka sivut ovat yhden-
suuntaiset alkuperaisen ison kolmion sivujen kanssa.

Ratkaisu. Numeroidaan karjet ja niihin liitetyt reaaliluvut seuraavasti:

ai
a9 as
ay as Qg

Jos kahdella pikkukolmiolla on yhteinen sivu, niin kolmioiden kolmansissa kéarjissa on oltava
sama luku. Jos n = 2, on siis a1 = a5, a2 = ag ja ag = a5. Luvut a1 =z, as =y jaaz =z
madrittavat siis kaikki luvut, ja luvuiksi z, y, z kelpaavat kaikki kolmikot (z, y, z), jolle
r+y+2z=0. Jos n = 3, seuraa edella tehdysta havainnosta, ettda a; = as, ay = a5 ja
a1o = as. Koska aq, a7, a1g ovat tasasivuisen kolmion karjet, on a; + a7 + a19 = 3as = 0,

joten a1 = a5 = a7y = a1g = 0. Jos nyt as = z, niin on oltava a3 = —x, ag = ag = x ja
as = ag = —x. Jokaisella x
0
x —x
—x 0 T
0 T — 0

on ratkaisu. Olkoon sitten n > 3. Edellinen paattely voidaan toistaa jokaisen yhdeksan
pikkukolmion muodostaman osan suhteen. Nahdaan, etta kaikki ison kolmion sisapuolella
olevissa karjissa olevat luvut ovat nollia, koska jokainen sellainen voidaan ymparoida ta-
pauksen n = 3 mukaisella kuviolla. Jokainen ison kolmion sivuilla oleva piste on yhtena
karkena sellaisessa kahdesta pikkukolmiosta muodostuvassa suunnikkaassa, jonka vastak-
kainen kéarki on ison kolmion sisalla. Nahdaan, etta myos jokaiseen ison kolmion sivulla
olevaan karkipisteeseen liittyva luku on 0.

2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot a : 1, aq, ..., a, reaalilukuja, joille patee
0<a; <1, kuni=1, 2, ..., n. Osoita, etta

(L—ap)(1—a3)---(1—a}) < (1—araz---a,)"



Ratkaisu. Koska jokainen 1 — a} on positiivinen, voidaan kayttaa geometrisen ja arit-
meettisen keskiarvon valista epayhtaloa:

[[0-an < (% Z<1—a?>> - (1 - %Z) . (1)

Toisaalta, niin ikddn geometrisen ja aritmeettisen keskiarvon epayhtalon perusteella, on

Ha,-z(Ha?) §—Za?.
i=1 i=1 i

Kun tdma4 sijoitetaan epayhtdloon (1), saadaan
1 n n n n
n
i=1 i=1

3. Olkoon n > 1 kokonaisluku. Etsi kaikki ei-vakiot reaalilukukertoimiset polynomit P(x),
joille on voimassa kaikilla reaaliluvuilla x yhtalo

P(z)P(z2)P(z%) - P(a") = P (:gﬁ) : (1)

ja vaite on todistettu.

Ratkaisu. Tarkastetaan ensin tapaus, jossa P(z) = azx™. Yhtélo (1) saa silloin muodon

n(n+1) n(n+1) - . L . .
az™E M = az ™5™ Yhtals toteutuu identtisena, jos a™ = a. Jos n on parillinen, ainoa
mahdollisuus on a = 1; jos n on pariton, mahdollisia ovat a = 1 ja a = —1. Oletetaan

sitten, ettd P ei ole monomi. Silloin P(x) = az™ 4 Q(x), missé () on polynomi, jonka aste
on k, k < m. Yhtélon (1) vasen puoli on nyt polynomi

(az™ + Q(x))(az™™ + Q(a?)) - (az™™ + Q(a™)).

1
Taman polynomin korkeimmanasteisen termin aste on in(n + 1)m ja toiseksikorkeimma-

nasteisen termin aste
1
2m+3m+---+nm+k = §n(n—|—1)m—m+k.

Yhtélon (1) oikeanpuoleisen polynomin korkeimman- ja toiseksikorkeimmanasteisten ter-

1 1
mien asteluvut puolestaan ovat §n(n—|— 1)m ja §n(n—|— 1)k. Jotta polynomit olisivat samat,
on oltava ) )
in(n +1)m—m+k= in(n + 1)k
eli )
E—m= §n(n+ 1)(k —m).

Koskan > 2, tdmé on mahdollista vain, jos k = m. Mutta k < m, joten P(x) = ax™+Q(z)
ei kelpaa. Ratkaisuja ovat vain polynomit P(x) = x™, jos n on parillinen, ja P(z) = 2™,
jos m on pariton.



4. Perhe kayttaa vain kolmenvarisia vaatteita: punaisia, sinisia ja vihreita. Jokaiselle va-
rille on oma pyykkikorinsa, ja kaikki pyykkikorit ovat samanlaisia. Ensimmaisen viikon
alussa kaikki pyykkikorit ovat tyhjid. Joka viikko perheessd syntyy 10 kg pyykkid (mutta
eri védrien osuus vaihtelee). Pyykki lajitellaan ensin vérin mukaan pyykkikoreihin ja sit-
ten painavimman korin pyykki pestdidn. (Jos painavimpia koreja on useita, vain yhden
pyykki pestdédn.) Miké on pienin mahdollinen pyykkikorin kapasiteetti, jos halutaan, ettd
pyykkikorien tila aina riittaa?

Ratkaisu. Lasketaan yksikkono kilogramma. Olkoon a, pyykin maira n:nnen viikon
pesun jalkeen; ap = 0. Koska viikon aikana kertyvan pyykin maara on 10 ja siita aina

pestadn vahintaan kolmasosa, niin a,+1 < §(a” +10). Jos a,, < 20, niin a,4+1 < 20. Siis

an < 20 kaikilla n. Pyykin maara juuri ennen pesua pyykin maara on < 30. Olkoot p, s, v
punaisen, sinisen ja vihrean pyykin maarat juuri ennen pesua ja oletetaan, etta v on naista
suurin. Silloin heti pesun jalkeen maérit ovat p, s, 0, ja jos méarat juuri ennen seuraavaa
pesua ovat p’, s’, v’ niin p’ < p+ 10 ja v > p, joten 30 > p+ s+ v > 2p > 2(p’ — 10)
ja p’ < 25. Aivan samoin s’ < 25. Selvasti myos v’ < 10 < 25. Astia, joka vetad 25 kg
pyykkia riittaa varmasti.

Osoitetaan, ettd pienempi astia ei valttamatta riitd. Jos joka viikko syntyy niin paljon
erivarista pyykkia, etta kaikki astiat tulevat yhta tayteen, tilanne on se, etta alkutilan-
10 10 10
37373
50 50 50
97979

teesta (0, 0, 0) tullaan viikon lopulla tilanteeseen ( >, pesun jialkeen tilantee-

10 10
seen (?, 3 O>, seuraavan viikon lopulla tilanteeseen (
50
9
tilannetta (10, 10, 0). Jos seuraavalla viikolla syntyy vain punaista ja sinistd pyykkia,
kumpaakin yhté paljon, ollaan ennen pesua tilanteessa (15, 15, 0) ja pesun jilkeen tilan-

teessa (15, 0, 0). Jos nyt seuraavalla viikolla syntyy vain punaista pyykkid, tilanne ennen
pesua on (25, 0, 0). Ei siis selvitd ilman astiaa, jonka kapasiteetti on 25 kg.

), pesun jalkeen ti-

5
lanteeseen (3, , 0] jne., ja ajan mittaan tullaan pesun jalkeen mielivaltaisen lahelle

5. Etsi kaikki funktiot f : R — R, jotka toteuttavat kaikilla reaaliluvuilla x ja y yhtalon

2l f(y) +yf(x) = flzy) + f(2®) + F(f(y)- (1)

Ratkaisu. Sijoitetaan yhtéloén (1) x = y = 0. Saadaan f(f(0)) = —2f(0). Merkitédan
f(0) = a. Silloin f(a) = —2a. Jos nyt sijoitetaan yht&loon (1) y = 0, saadaan a|z| =
a+ f (2?) —2a ja edelleen f(x?) = a (|z| + 1) seké f(1) = 2a. Sijoitetaan nyt yhtiloon (1)
z = 2? jay = 1. Saadaan 2a2?+f (22) = f (2?)+f (2*)+f(2a) = f (2?) +a(z2+1)+ f(2a)
eli az? = a+ f(2a). Tissd yhtdlon vasen puoli on z:n toisen asteen polynomi, mutta oikea
puoli on vakio. Yhtalo voi toteutua kaikilla positiivisilla z:n arvoilla vain, jos a = 0. Siis
f(z?) = 0 kaikilla z, eli f(z) = 0, kun # > 0. Kun nyt sijoitetaan z = 0 yhtiloon (1),
nahdéén, ettd f(f(y)) = 0 kaikilla y. Yhtélosta (1) saadaan nyt

2| f(y) +yf(x) = flzy) = flyx) = [y|f(x) +2f(y). (2)



Sijoitetaan yhtéloon (2) y = —1 ja ratkaistaan f(z). Saadaan
fz) = == (lz] —2),

1
eli, jos merkitdén b = §f(_1)’ f(x) = b(|x| — x). On helppo tarkistaa, ettd tdmé funktio

toteuttaa yhtélon (1) kaikilla parametrin b valinnoilla.

6. Kaksi pelaajaa pelaa seuraavanlaista pelid vuorosiirroin. Aluksi on kaksi kasaa, joista
toisessa on 10000 ja toisessa 20 000 pelimerkkia. Siirrolla pelaaja poistaa minka tahansa
positiivisen maaran merkkeja yhdesta pinosta tai poistaa x > 0 pelimerkkia toisesta pi-
nosta ja y > 0 pelimerkkia toisesta pinosta, missa x + y on jaollinen luvulla 2015. Pelaaja
hévida, jos hin ei pysty tekemaéan siirtoa. Kummalla pelaajalla on voittostrategia?

Ratkaisu. Koska 10000 + 20000 = 30000 = 1790 mod 2015, ensimmainen pelaaja voi
ensimméiselld siirrollaan saattaa kasat tilanteeseen (895, 895). Toinen pelaaja ei voi enéd
suorittaa jalkimmaista siirtovaihtoehtoa, vaan hanen on poistettava n merkkia toisesta
kasasta. Ensimmainen pelaaja voi nyt poistaa n merkkia toisesta kasasta, ja peli jatkuu
samalla tavalla, kunnes ensimméinen pelaaja on ottanut viimeiset pelimerkit. Voittostra-
tegia on siis aloittavalla pelaajalla.

7. Hienostuneessa naisten teeseurassa on sata jasentd. Jokainen jédsen on juonut (yksityi-
sesti) teetd tdsmadlleen 56 seuran muun jésenen kanssa. Johtokunnassa on 50 naista. He
ovat kaikki juoneet teeta keskendan. Osoita, etta seuran jasenista voidaan jakaa kahdeksi
ryhmaksi niin, etta kummankin ryhman sisalla jokainen nainen on juonut teetd kaikkien
muiden ryhman jasenten kanssa.

Ratkaisu. Jokainen johtokunnan jasen on juonut teetd 49 toisen johtokunnan jasenen
kanssa ja siis tasan seitseman johtokuntaan kuulumattoman kanssa. Johtokuntaan kuu-
luvan ja kuulumattoman valisia teenjuontisuhteita on siis 50 - 7. Jokainen johtokuntaan
kuulumaton on juonut teetd enintadn 49 johtokuntaan kuulumattoman kanssa ja siis ai-
nakin seitseman johtokuntaan kuuluvan kanssa. Nain laskien johtokuntaan kuuluvien ja
kuulumattomien valisia teenjuontisuhteita on > 50-7. Jos joku johtokuntaan kuulumaton
olisi juonut teeté yli seitseméan johtokuntaan kuuluvan kanssa, naita suhteita olisi > 50 - 7.
Paatellaan, etta jokainen johtokuntaan kuulumaton on juonut teeta tasan seitseméan johto-
kuntaan kuuluvan kanssa ja siis 49:n johtokuntaan kuulumattoman kanssa. Kysytty jako
on siis johtokunta ja muut.

8. New Yorkin suorakulmainen katuverkko on inspiroinut Manhattan-etdisyyden. Pisteiden
(a, b) ja (¢, d) Manhattan-etdisyydeksi madritelldan luku

la—c|+1b—d|.

Kuinka monta pistetta enintadan on sellaisessa joukossa, jonka pisteiden vélilla on vain
kahta eri suurta Manhattan-etaisyytta?



Ratkaisu. Osoitetaan, ettd suurin kysyttyjen pisteiden maara on yhdeksan. Tehdaan
vastaoletus: olkoon m > 10, 1 < x5 < ... < z,, ja joukon

E={(z1, y1), (w2, ¥2), - - -, (Tm; Ym)}

jokaisen kahden pisteen valilla on tasan kaksi eri Manhattan-etaisyytta. Todistetaan ensin
aputulos (itse asiassa erikoistapaus Erddsin ja Szekeresin lauseena tunnetusta tuloksesta):
Jos lukujonossa (a;) on n? + 1 jésenté, silli on (n + 1):n jdsenen monotoninen osajono.
Olkoon jokaisella ¢ p; pisimmaéan kasvavan ja a;:hin paattyvan osajonon pituus ja ¢; pisim-
man a,:hin paattyvan vahenevan osajonon pituus. Jos @ < j ja a; < aj, niin p; < p;. Jos
i <jjaa; <a niin ¢ < gj. Joka tapauksessa siis (p;, ¢;) # (pj, ¢;), kun @ # j. Jos nyt
1 <p; <njal<gq <n, pareja (p;, ¢;) olisi enintéiéin n? kappaletta. Niitd on kuitenkin
n? + 1 kappaletta; siis jokin p; tai ¢; on ainakin n + 1.

Kun tété tulosta sovelletaan jonoon (y;), ndhdaén, ettd on ainakin nelja indeksid ¢ < j <
kE < [ niin, etté joko y; < y; <y <y tai y; > y; > yr > ;. Koska joukon E pisteet ovat
eri pisteitd, niin ei voi olla yhtd aikaa z;, = z;, ja yi; = vi,. Pisteiden (x5, vi), (z;, y;)
ja (xg, yr) Manhattan-etéisyydet pisteestd (x;, y;) ovat kaikki eri suuria, joten joukon E
pisteiden valilla on ainakin kolmea eri Manhattan-etaisyytta.

Toisaalta yhdeksénalkioisen joukon {(0, 0), (£1, £1), (£2, 0), (0, £2)} pisteiden vélilla
on vain Manhattan-etaisyyksia 2 ja 4.

9. Olkoon n > 2 kokonaisluku. Korttipakassa on

n(n—1) . :
— korttia, ja ne on numeroitu
n(n —1)

1,2,3, ...,
2

Kaksi korttia muodostaa maagisen parin, jos niiden numerot ovat perakkaiset tai jos niiden

n(n —1)

minkéd tahansa kahden pinon korttien joukossa on tdsmaélleen yksi maaginen pari?

numerot ovat 1 ja . Milla luvuilla n kortit voidaan jakaa n:aan pinoon niin, etta

Ratkaisu. Osoitetaan, etta kysyttyja lukuja ovat kaikki parittomat kokonaisluvut n > 2.

Todetaan, etta jos jossain pinossa P on maaginen pari, esimerkiksi ¢ ja ¢ 4+ 1, niin 2 + 3 on
jossain pinossa P’. Silloin pinoissa P ja P’ on ainakin kaksi maagista paria. Né&in ollen
missadn yhdessa pinossa ei ole maagista paria.

Oletetaan, ettd tehtavassa kuvailtu jako on suoritettu. Oletetaan, etta jossain pinossa
P on maaginen pari, ¢ ja i + 1. Kortti ¢ + 2 on jossain pinossa P’. Jos P’ # P, niin
pinot P ja P’ sisaltavat kaksi maagista paria; jos P’ = P, P ja miki hyvansa muu pino
muodostavat pinoparin, jossa on kaksi maagista paria. Tehtavanmukaisessa jaossa ei siis
missadn yhdessa pinossa voi olla maagista paria. Pinon P jokaista korttia kohden on oltava
kaksi eri pinoa, joissa taman kortin kanssa maagisen parin muodostavat kortit ovat.

Olkoon nyt mn parillinen. Tarkastellaan yhta pakkaa P. Jokaista sen korttia kohden on
oltava kaksi eri pakkaa, joissa tdman kortin kanssa maagisen parin muodostavat kortit
ovat. P:n kahta eri korttia kohden olevien pakkojen on oltava eri pakkoja.



Olkoon n parillinen. Olkoon pakassa P; k; korttia. Edellisen perusteella 2k; < n — 1; siis
-1
k; < nT Mutta silloin

= n(n—1)
Sy <)
7j=1

n ei siis voi olla parillinen.

Olkoon sitten n pariton. Palautetaan mieleen verkkoteorian kéasitteet n:n solmun tay-
dellinen verkko ja verkon Fulerin ketju. Jos taydellisessa verkossa solmujen maara n on
pariton, jokaisen solmun aste on n — 1 (koska solmu yhdistyy sérmélld jokaiseen muuhun

1
solmuun). Téydellisessé n-solmuisesssa verkossa on in(n — 1) sdrm&d. Jos verkon jokai-

sen solmun aste on parillinen, verkossa on umpinainen Eulerin ketju, eli mista tahansa
verkon solmusta alkava ja siihen paattyva toisiinsa liittyvien sarmien jono, joka sisaltaa
kaikki verkon sdrmat. Taman voi hahmottaa myos jonon sarmien paitepisteiden jonoksi.
Tehtavan pakat olkoot taydellisen verkon solmut. Verkon Eulerin ketju synnyttad sol-
mujonon PPy ... Puw-1 Pi. Jos nyt kortti j sijoitetaan pakkaan P;, niin maagiset parit
ovat pakoissa, joita thdistéLéi ketjuun ja siis tdydelliseen verkkoon kuuluva sérmé. (Tdmén
elegantin konstruktion parittoman n:n tapauksessa esitti Pietarin kilpailujoukkue.)

10. Joukon {1, 2, ..., n} osajoukkoa S kutsutaan tasapainoiseksi, jos kaikilla a € S on

b
olemassa b € S niin, etta a € S. Merkitaan joukon S alkioiden lukumdadrad |S|:114.

(a) Olkoon k > 1 kokonaisluku ja olkoon m = 2F. Osoita, etti jokainen joukon

3
{1, 2, ..., n} osajoukko S on tasapainoinen, kun |S| > Zn

(b) Onko olemassa lukua n = 2*, missi k > 1 on kokonaisluku, niin etti jokainen joukon
{1, 2, ..., n} osajoukko S on tasapainoinen, jos |S| > 2?”?

Ratkaisu. (a) Olkoon m = n — |S|. Koska n on jaollinen 4:114, m < % —1. Olkoon a € §
mielivaltainen. Joukossa {1, 2, ..., n}\a on g — 1 lukua, jotka ovat = @ mod 2. Enintaan
m kappaletta naistéa ei kuulu joukkoon S, joten ainakin g —1—-—m2> % kuuluu joukkoon
S. Jos b on mikd hyvénsa néistd luvuista, niin %(a + b) on kokonaisluku. Kaikki téllaiset

n n
luvut b ovat eri lukuja, ja niitd on ainakin — kappaletta. Mutta enintaan m < 1 luvuista
ei kuulu joukkoon S. Jokin siis kuuluu. S on maéritelman mukaan tasapainoinen.

(b) Asetetaan jokaisella j << k

Aj={2" 141,207+ 2 ... 27},
Silloin |A;| = 277! ja joukot A; ovat erillisii. Olkoon sitten

S:AkUAk_QU---UApU{l},



missa p = 2, jos k on parillinen ja p = 1, jos k on pariton. Nyt

op—1 _ ok+1 op—1  9p 2
S p— 2k_1 2k_3 .. 2p_1 1 e 1 — _ 1 .
|S] + +ot + 14 + 3 + 3 +1> 3

N]

Osoitetaan, ettd S ei ole tasapainoinen. Valitaan a = 1. Olkoon b # 1 jokin muu S:n

1
alkio. Silloin b € A; jollain j < k. Jos b on parillinen, niin 5(1 + b) ei ole kokonaisluku.
1
Jos b on pariton, niin 1+ b € A; Mutta talloin 5(1 +0b) € A;_;. Koska S on ”joka toisen”

1
Ajm yhdiste, 5(1 +b) ¢ S. S el ole tasapainoinen.

11. Suunnikkaan ABCD lavistéjat leikkaavat toisensa
pisteessd E2 Kulmien /DAF ja /FE BC puolittajat leik-

kaavat toisensa pisteessa F'. Lisaksi tiedetaan, etta
ECFD on suunnikas. Maaritd suhde AB : AD.

Ratkaisu. Koska suunnikkaan lavistajat puolittavat
toisensa, AE = EC = DF. Koska AE|DF, AEFD
on suunnikas ja ZDFA = /FAE = ZDAF. Kol-
mio DAF on siis tasakylkinen ja EF = AD = DF.
Samoin nahdaan, ettda FBCF on suunnikas ja kolmio
CF B tasakylkinen, joten FF = BC' = CF = BE =
ED. Kaikkiaan siis kolmio EFF'D on tasasivuinen ja
AB = DC = kaksi kertaa kolmion EF' D korkeus eli
V3-EF =+/3-AD. Kysytty suhde on V3.

12. Ympyra kulkee kolmion ABC' kirjen B kautta ja
leikkaa kolmion sivun AB pisteessd K ja sivun BC
pisteessa L. Lisaksi taméa ympyra sivuaa janaa AC sen
keskipisteessa M. Piste N on silli ympyrén kaarella
BL, jolla piste K ei ole, siten ettd /LKN = ZABC.
Liséksi tiedetdan, ettd kolmio CK N on tasasivuinen.
Maiéritda / BAC.

Ratkaisu. Olkoon tehtavan ympyra I' ja O sen kes-
kipiste. Konstruktion ja kehdkulmalauseen nojalla on
/ACB =/ZLKN = /ZLBN = ZCBN, joten suorat

AC' ja BN ovat yhdensuuntaisia. Nelikulmio ABNC' on siis puolisuunnikas. Koska O
on sekd AC'n ettd BN:n keskinormaalilla, puolisuunnikas on symmetrinen suoran OM
suhteen. Jos P on NC'n ja I''n leikkauspiste, niin P ja K ovat symmetrisia OM:n suh-
teen, mistd seuraa K P1OM ja KP|AC. Kaaret KM ja PM ovat yhtd suuret. Siis
my6s ZPNM = ZKNM. NM on kulman ZKNC' puolittaja, joten NM on tasasivui-
sen kolmion K NC' sivun KC' keskinormaali. Mutta téistd seuraa KM = MC = MA.
Piste K on ympyralld, jonka keskipiste on M ja halkaisija AC. Siis ZAKC = 90°.




Puolisuunnikkaan ABNC' tasakylkisyyden vuoksi 2 - ZOCAB = ZCAB + ZACN =
ZCAB +60° 4 (90° — ZCOAB) = 150°. Siis ZCAB = 75°.

13. Olkoon piste D kolmion ABC' kirjesta B piirretyn korkeusjanan kantapiste ja AB = 1.
Kolmion BCD sisdympyran keskipiste on sama kuin kolmion ABC' keskijanojen leikkaus-
piste. Laske sivujen AC' ja BC' pituudet.

Ratkaisu. Olkoon M kolmion ABC keskijanojen leik-
kauspiste ja kolmion BC'D sisdympyran keskipiste eli
kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste ja olkoon F
sivun AB keskipiste. Silloin CE on kolmion ABC
kulman Z/BCA puolittaja. Tasta seuraa, ettd ABC
on tasakylkinen, AC = BC = z. Olkoon AD = y,
BD = h. Suorakulmaisesta kolmiosta ABD saadaan
y?> + h? = AB? = 1 ja suorakulmaisesta kolmiosta
BCD (x —y)? + h? = 2% eli 2zy = 1. Olkoon vield

F AC:n keskipiste. Silloin FC = g ja DF = g —v.
Koska BF' on kulman ZDBC puolittaja, niin

X
g—y_DF_BD_Q )
~ FC BX zx

T
2

(1) sievenee muotoon x — 2y = h. Puolittain nelicén korottaen saadaan z2 — dxy + 4y? =
1 —y? ja 5y? + 22 = 3. Kun otetaan vield (uudelleen) huomioon 2zy = 1 ja merkitiin

5
x? = t, tullaan toisen asteen yht#loon t2 — 3t + 1= 0, jonka ratkaisut ovat ¢t = 3 jat= 5
Koska = > 1 (muussa tapauksessa kolmioilla ABC' ja BDC ei oleisi yhteisia pisteitd), vain
5

jalkimmainen juuri tulee kysymykseen. Siis z = 5

14. Olkoon AD ei-tasakylkisen kolmion ABC korkeusjana. Olkoon M sivun BC' keskipiste
ja N pisteen M kuva peilauksessa pisteen D yli. Kolmion AM N ymparysympyra leikkaa
janan AB pisteessa P # A ja janan AC pisteessd Q # A. Osoita, etta suorat AN, BQ ja
CP kulkevat saman pisteen kautta.

Ratkaisu. Nojaudutaan Cevan lauseeseen. Sen mu-

kaan vaite pitaa paikkansa, jos 4

BN CQ

— — - AP.-PB=1.

NC QA P
Jannenelikulmiosta APMN saadaan ZPMB = @
/PAN. Naéin ollen kolmiot PBM ja NBA ovat yh- B w1 N C

denmuotoisia ja



BN AB
PB  BM’
Samoin ndhdéan, ettda QNC ja M AC ovat yhdenmuotoisia, joten

cQ M
CN  AC’
Nyt BM = CM, joten
BN QQ AB
CN PB AC’

Vaite tulee siis todistetuksi, jos osoitetaan, etta

AP AC
OA~ 4B (1)

Koska M ja N ovat symmetrisia pisteen D suhteen, ZAMN = /MNA = /BPM;
viimeinen yhtasuuruus johtuu jannenelikulmiosta APMD. Koska /PMA + ZAMN =
/PMD = /BPM+ /PBM = ZAMN + /PBM, on /ZPBM = /PMA = ZPQA; vii-
meinen yhtasuuruus johtuu jéleen kehakulmalauseesta. Kolmioilla ABC' ja AQP on siis
kaksi yhteistd kulmaa, joten ne ovat yhdenmuotoisia. Yhdenmuotoisuudesta seuraa (1), ja
vaite on todistettu.

15. Kolmiossa ABC kulman /BAC' puolittaja leikkaa suoran BC' pisteessa D ja kulman
/BAC vieruskulman puolittaja leikkaa suoran BC pisteessa E. Olkoon piste F' # A
suoran AD ja kolmion ABC ymparysympyran leikkauspiste. Olkoon O kolmion ABC
ymparysympyréan keskipiste ja D' pisteen D kuva peilauksessa yli pisteen O. Osoita, etta
/D'FE = 90°.

Ratkaisu. Palautetaan mieleen Apollonioksen ym-

pyra, niiden pisteiden joukko, joiden etaisyys pisteista b

A ja B on kiintea luku. Pisteisiin B ja C' ja suhteeseen /

AB : AC liittyva Apollonioksen ympyra on ympyra, ) A

jonka halaksija on DFE. Leikatkoon tama ympyra kol- 0

mion ABC ympéarysympyran pisteessia G. Koska L ©

B

GB BD Nﬁ;@
GC  DC’ F

GD on kulman ZBGC puolittaja. Leikatkoon G'D kolmion ABC ympérysympyran myos
pisteessd F'. Silloin F’ on kaaren CAB keskipiste. Toisaalta F' on komplementtikaaren
BC keskipiste. Siis F'FF’ on ABC:n ympéarysympyréan halkaisija, eli F/ on F:n peilikuva
peilauksessa yli O:n. Mutta téstd seuraa F'D = D'F' ja F'D|D'F’. Nelikulmio FDF'D’
on siis suunnikas ja D'F||F'D. Mutta Thaleen lauseen nojalla F'GLFE, joten myos
D'F1FE.
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16. Olkoon P(n) luvun n suurin alkutekijd. Milld kokonaisluvuilla n > 2 pétee

P(n)+ |vn]=Pn+1)+ |[vVn+1]? (1)

Ratkaisu. Koska P(n) # P(n + 1) kaikilla n, yhtdlo (1) voi toteutua vain, jos |v/n] #
|vn+ 1. Tama taas pitad paikkansa silloin, kun n + 1 on nelidluku; silloin |[/n] + 1 =
|vn +1]. On siis oltava P(n) = P(n+ 1) + 1. Ainoat perdkkiiset alkuluvut ovat 2 ja 3;
siis P(n+ 1) = 2, P(n) = 3. Koska n + 1 on nelié, n + 1 = 222 jollain a ja n = 3% jollain
b (koska n + 1 on parillinen, n ei ole jaollinen 2:lla). Siis 3° = 22% — 1 = (2% — 1)(2% + 1).
Viimeisen tulon tekijoiden erotus on 2, joten vain toinen niistd on jaollinen 3:lla. Siis
2 _l=ljaa=1,n+1l=4jan=3

17. Maéérita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille Iuku n™~' — 1 on jaollinen luvulla
22015 mutta ei luvulla 22916,

Ratkaisu. Luvun n on oltava pariton, joten se on muotoa n = 2%+ 1, missé u on pariton.
Siis n — 1 = 2% ja

u u—1
nn—1_1:n2du_1: <n2d> — 1= <n2d—]_> (<n2d> ++n2d+1)

Jalkimmaisessa tulontekijéssa on w termia ja ne ovat kaikki parittomia. Tehtavan ehdon

22015 22016

on luvun n2* — 1 tekiji, mutta ei ole.

n2d 1 <n2d1>2 1 <n2d71 _ 1) <n2d71 +1) L

= (= Dn+ )+ 1) (02 1),

toteuttavat luvut ovat siis sellaisia, joille
Nyt

2

Tulossa on kaikkiaan d 41 tekijaa. Jos k > 1, niin n "+1on parillinen, mutta = 2 mod 4.

Koska n 41 = 2% +2 =2 (29" u + 1),
nQd_1:2d+1u (2d—1u+1) (n2+1)‘.‘(n2d—1+1).

Edells sanotun perusteella luku 29 u(n? + 1)(n* +1) - - - (nQd_1 + 1) on jaollinen luvulla
224 muttei luvulla 229+1, Tehtéivin ehto vaatii siis, ettd luvun 29~ 'u+1 on oltava jaollinen
luvulla 2201524 muttei luvulla 22016=2¢, Koska 29~ 1w + 1:n on oltava parillinen, on oltava
d = 1; tésti seuraa, ettd on oltava u = 22°13y — 1, missd v on pariton. Halutut luvut
ovat siis kaikki muotoa n = 2 (220131) — 1) + 1 = 22014y — 1 olevat luvut, missi v on miké
tahansa pariton luku.

18. Olkoon f(x) = a™ + ap_12" " + -+ + ag astetta n > 1 oleva polynomi, jolla on
n kokonaislukunollakohtaa (jotka eivdt valttadméttd ole eri suuria). Tiedetddn, ettd on
olemassa alkuluvut pg, p1, ..., Pn_1 niin, etta kaikillat =0, 1, ..., n—1 luku a; on luvun
p; potenssi. Etsi luvun n kaikki mahdolliset arvot.
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Ratkaisu. Polynomin f kaikki kertoimet ovat positiivisia, joten kaikki juuret ovat negatii-
visia kokonaislukuja. Osoitetaan ensin, ettd f:n nollakohdista enintdan yksi on # —1; jos
sellaisia olisi kaksi, molempien olisi oltava tekijana luvussa ag = p§, joten ne olisivat pp:n
potensseja. Vietan kaavojen mukaan ainakin jompikumpi juurista olisi tekijana jokaisessa
niista tuloista, joiden summa on aq, joten pgy olisi pi:n tekija, mika tehtavin oletusten
mukaan ei ole mahdollista. Siis f(z) = (z + ap)(z + 1)~ !. Binomikaavan perusteella

saadaan . . . )
azz(n; )+ao<n; ):n—1+a0<n_ )2(n— )

an_2:a0(n—1>+(n—l> a1y oD =2)

n—2 n—3 2

ja

Jos n > 5, niin 2 < n—2, joten kertoimet as ja a,,_o ovat kahden eri alkuluvun potensseja.
Mutta jos n on parillinen, molemmat ovat jaollisia luvulla n — 1 ja jos n on pariton,

1
. Ristiriita osoitta, etta on oltava n < 4. Toisaalta

polynomit x + 2, (z + 2)(x +1) = 22 + 3z + 2, (z + 3)(x + 1)* = 2% + 52% + Tz + 3
ja (z+2)(x +1)% = 2% + 523 + 922 + Ta + 2 osoittavat, ettid arvot n = 1, 2, 3, 4 ovat
mahdollisia.

n —
molemmat ovat jaollisia luvulla

19. Kolme pareittain eri suurta kokonaislukua a, b, c toteuttaa ehdot
al(b—c)?, bl(c—a)® ja cl(a—Db)*

Lisdksis.y.t.(a, b, ¢) = 1. Osoita ettd ei ole olemassa aitoa kolmiota, jonka sivujen pituudet
ovat a, b, c.

Ratkaisu. Todetaan ensin, ettd millaan kahdella luvuista a, b, c ei ole yhteista tekijaa.
Jos esimerkiksi a:lla ja b:11 olisi yhteinen alkutekiji p, niin koska (c—a)? on jaollinen b:ll4,
niin ¢ — a olisi jaollinen p:lla ja edelleen c olisi jaollinen p:lla. Tama ei tehtavan oletusten
mukaan ole kuitenkaan mahdollista. Tarkastellaan lukua m = 2ab+2bc+2ca —a? —b? — 2.
Koska m = 2ab + 2ac — (b — ¢)?, a | m. Samoin nihdién, ettd b | m ja ¢ | m. Koska a, b, c
ovat pareittain yhteistekijattomié, abc | m. Jos olisi olemassa kolmio, jonka sivut ovat
a, b, ¢, niin olisi @ < b+ c eli a® < ab+ ac. Samoin olisi b> < ab + be ja c? < ac+ be. Kun
edelliset kolme epayhtiloa lasketaan puolittain yhteen, saadaan m > 0. Koska abc | m,
on oltava abc < m. Tunnetusti ab + be + ca < a? + b? + ¢ (a, b, ¢ ovat eri lukuja). Siis
m < ab + bc + ca. Voidaan olettaa, ettd ¢ < b < a. Talloin abc < m < 3ab. Tama
on mahdollista vain, jos ¢ = 1 tai ¢ = 2. Jos olisi ¢ = 1, niin kolmioepayhtalon mukaan
a < b+ 1. Koska b < a, tama ei ole mahdollista. Jos olisi ¢ = 2, niin olisi b < a < b+ 2.
Olisi siis @ = b+ 1 ja a — b = 1. Mutta silloin (a — b)? ei ole jaollinen c:llA.

20. Jos n on kokonaisluku, asetetaan A, sellaisten positiivisten kokonaislukujen m luku-
maaraksi, joiden jonkin ei-negatiivisen monikerran etaisyys luvusta n on sama kuin luvun
n3 etéisyys lahimpéén luvun m ei-negatiiviseen monikertaan. Méérité kaikki positiiviset
kokonaisluvut n > 2, joilla A,, on pariton. (Lukujen a ja b etéisyys on |a — b|.)



12

Ratkaisu. Olkoon d n:n etaisyys lahimmasta m:n monikerrasta. Silloin m = n + d ja
n = +d mod m. Jos siis luvun n etaisyys lahimmasta m:n monikerrasta on sama kuin
luvun n? etiisyys lihimmistd m:n monikerrasta, niin » mod =+ n® mod m. Toisaalta,

1
jos n = +n3 mod m, on olemassa luku d, 0 < d < im, jolle n = +d mod m ja n® =

+d mod m. Siis luvun n etdisyys lahimmaésta luvun m monikerrasta on sama kuin luvun
n3 etiisyys lihimmésts m:n monikerrasta. Luvun A, méirittamiseksi on siis laskettava
niiden lukujen m maéra, joille n = £n® mod m eli niiden lukujen m lukumaiéra, joille
m | n3 —n tai m | n® + n. Siis (jos |E| on joukon E alkioiden lukumééra), inkluusion ja
ekskluusion periaatteen mukaisesti

A, =|{m € ZT|m | n® —n tai m | n® 4+ n}|
=[{meZ" |n*—n}+[{meZ’ |n®+n}| —|{meZ|n®—njamn’®+n}
= |{m e Z* |n® —n}|+|{m e Z | n®+n}| — |{m € Zsy.t.(n® = n, n® +n)}|

=7(n® —n)+17(n*+n) —7(5.y.t.(n* —n, n® +n),

missd 7(k) tarkoittaa positiivisen kokonaisluvun k positiivisten tekijoiden lukumé&araé.
Nyt 7(k) on pariton, jos ja vain jos k on nelicluku. (Jokaista k:m tekijid a < vk vastaa

tekija — > \/E, mutta jos k on nelidluku, tekijad vk ei voi télld tavoin parittaa toisen
a

tekijain kanssa.) Koska s.y.t.(n, n? & 1) = 1, luvut n3 £ n ovat neliditi vain, jos n ja
n? £ 1 ovat molemmat nelidlukuja. Koska n > 2, n? & 1 eo kuitenkaan ole nelidluku. Siis
luvut 7(n3 & n) ovat parillisia. Tehtiivin ehdot tiyttivid lukuja n ovat siis ne luvut, joille
s.y.t.(n? —n, n® +n) on nelicluku. Koska s.y.t.(a, b) = s.y.t.(a, b — a), niin

1, jos n parillinen
21 2 2 _ 1, josnmp ,
sy.t.(n“ =1, n"+1) =sy.t.(n” -1, 2) {2’ jos 1 pariton,

Nain ollen
n, jos n parillinen,

3 3 =
s.y.t.(n” —n, n” +n) {Qn jos n pariton.

Mutta jos n on pariton, 2n ei voi olla nelicluku. Tehtavan ehdon toteuttavia lukuja ovat
siis kaikki parilliset nelioluvut n.



