Baltian Tie, Vilna 8. marraskuuta 2014

Tehtavat ja ratkaisut
1. Osoita, etta

cos 56° - cos(2 - 56°) - cos(2% - 56°) - - - cos(2% - 56°) = CETR

Ratkaisu. Kaytetaan kaksinkertaisen kulman sinin kaavaa toistuvasti:

cos 56° - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ... - cos(2** - 56°)
_ sin56° - cos 56° - cos(2 - 56°) - cos(2? - 56°) - ... - cos(2** - 56°)
B sin 56°
_sin(2-56°) - cos(2 - 56°) - cos(4 - 56°) - - -cos(223 - 56°)  sin(22* - 56°)
B 2 - sin(56°) C T 2244in(56°)

Lasketaan 224 - 56 mod 360: 2% = 256 = —104 mod 360, 26 = 1042 = 10816 = 3616 =
16 mod 360, 22 = —16-104 = —1664 = 136 mod 360 ja 22*-56 = 136 - 56 = 7616 = 416 =
56 mod 360. Siis sin(224 - 56°) = sin(56°). Tehtivin yhtilo pitdid paikkansa.

2. Olkoot ag, a1, ..., ay reaalilukuja, jotka toteuttavat ehdon ag = any = 0, ja joille
ait1 — 2a; +a;—1 = az,

kuni=1,2,..., N —1. Osoita, ettd a; <0, kunt=1,2,...,N — 1.

Ratkaisu. Oletetaan, etté tehtévén véite ei pida paikkaansa, ts. jonossa (a;) on positiivisia

lukuja. Jokin néisté, a;, on suurin mahdollinen. Oletusten nojalla ¢ # 0 ja ¢ # N. Nyt

a; —a;—1 > 0jaa; —a;11 >0, mutta 0 < a? = (a;41 — a;) + (a;—1 — a;) < 0. Ristiriita

osoittaa vastaoletuksen vaaraksi.

1 1 1
3. Positiiviset reaaliluvut a, b, ¢ toteuttavat ehdon — + 7 + — = 3. Todista epayhtalo
a c
1 1 1 3
+ < —.
vad + \/b3—|—c Ve +a T V2

Ratkaisu. Kaytetaan toistuvasti aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon valista epayhtéa-
164 ja tehtavan ehtoa seka lavennuksia:
1 1 1 1 1 1

\/a34—b+ \/b3+c+ Vet +a = \/2a\/%+ \/Qb\/%—'— V/2¢/ca
1 +\/ \/ Vvea 1 a—i—\/%_’_b—f—\/%_i_c—k\/a
_\f a\/a_ \/_ 2v2 \ avab bv/be cy/ca
1 1 1 1 1 \/_ Ve L Vea
‘m(“m*m*m) 2f<3+ be )

1 a+b b+c c+a
2\/_<3+ +2bc+2ac)

1
= 2\/5(3+3):

3
7



4. FEtsi kaikki reaaliluvuilla maaritellyt ja reaaliarvoiset funktiot f, joilla

FUFW) + f@—y) = flzf(y) — ) (1)

kaikilla reaaliluvuilla z, y.

Ratkaisu. Selvésti funktio f, f(z) = 0 kaikilla =, toteuttaa yhtélon. Osoitetaan, etta
muita ratkaisuja ei ole.

Olkoon nyt f jokin ratkaisu. Sijoitetaan z = y = 0 yhtal6on (1). Saadaan f(f(0)) = 0.
1
Sijoitetaan nyt y = f(0) ja x = 5]"(0) yhtéloon (1). Saadaan

1O + 1 (=570) =1 (10500) - 350)) = £ (-50).

josta f(f(f(0))) = f(0) = 0. Kun nyt sijoitetaan y = 0 yht&loon (1), saadaan

f(x) = f(—x). f on siis parillinen funktio. Kun nyt sijoitetaan z = 0 yhté&léon (1),
saadaan f(f(y)) + f(y) = 0eli f(f(y)) = —f(y), kaikilla y € R. Kéytetdin tatd ominai-
suutta ja parillisuutta useamman kerran, ja paadytaan yhtaloketjuun f(y) = —f(f(y)) =

FUW)) = F(=f) = f(f(y) = —f(y). Siis f(y) = 0 kaikilla y € R.

5. Jos positiiviset reaaliluvut a, b, ¢, d toteuttavat yhtalot
a?+d*—ad =0 +c* +be ja a?+b% =+ d?,

ab + cd

aa + oc
Ratkaisu. Jos ABD on kolmio, jossa AB = b, AD = a ja ZBAD = 60° ja B'CD’ on
kolmio, jossa B'C' = ¢, CD' = b ja Z/B'CD’ = 120°, niin tehtdvin ensimmaéisen yhtdlon ja
kosinilauseen perusteella BD = B’D’. On siis nelikulmio ABCD, jossa AB = d, BC = ¢,
CD =bja DA = a. Lisiksi ZBAD ja Z/BCD ovat vieruskulmia, joten nelikulmio on
jannenelikulmio. Kulmien ZABC ja ZCDA summa on 180°, joten niiden kosinit ovat
nollasta eroavat ja toistensa vastaluvut, sanokaamme x ja —z. Koska ¢ + d? — 2cdr =

AC? = a? 4 b? + 2abx, saadaan cdr = —abx. Tamé on mahdollista vain, jos z = 0 eli jos
/ZABC = ZCDA = 90°. Nelikulmion ABCD ala voidaan nyt lausua kolmioiden ABD ja

1 1 3
BCD alojen summana iad sin(60°) + ibc sin(120°) = %(ad + be) tai kolmioiden ABC

ab+cd_ V3

ad+bc 2

niin maarita lausekkeen kaikki mahdolliset arvot.

1 1
ja AC'D alojen summana §Cd + iab. Siis

6. Kuinka monella tavalla voidaan maalata rivissa olevat 16 istuinta vihreiksi ja punaisiksi
niin, etta perakkdisten yhdelld varilla maalattujen istuinten maara on aina pariton?

Ratkaisu. Tarkastellaan k:n istuimen rivia, missa istuimet on maalattu tehtavan ehdon
mukaisesti. Olkoon v niiden maalaustapojen lukumaéaara, jossa vasemmanpuoleisin is-
tuin on vihrea ja pi niiden maalaustapojen lukumaéara, jossa vasemmanpuoleisin istuin
on punainen. Selvasti v1 = p; = 1, vo = p2 = 1 ja vy = pi kaikilla k. k:n istuimen



rivin hyvaksyttavia maalauksia, joissa vasemmapuoleisin istuin on vihrea ja sen vieressa
oleva punainen on pg_1 kappaletta. Jos kaksi vasemmanpuoleisinta istuinta on vihreita,
on kolmannenkin oltava vihrea. Nain ollen tallaisia hyvaksyttavia maalauksia on vi_o
kappaletta. Siis vy = pr—1 + Vk—2 = Vk—1 + Vk—2. Mutta téstd ndhdéan, ettd (vg) ja (pk)
ovat Fibonaccin jonoja (fx). Kysytty luku on 2 - f16. Helppo yhteenlaskuketju osoittaa,
ettd fig = 987, joten tehtéavissa tarkoitettuja varityksia on 1974 kappaletta.

7. Olkoon p1, pa, ..., p3o lukujen 1,2, ..., 30 permutaatio. Kuinka monelle téllaiselle
permutaatiolle patee yhtalo

30
S Ipi — k| = 4507
k=1

Ratkaisu. Maaritelldan pari (ag, bx) niin, ettd {ax, bx} = {pk, k} ja ax > bi. Silloin
30 30 30 30
DTSR PUSINES P it 0
k=1 k=1 k=1 k=1
Lukujen aj joukossa ei mikaan luku voi toistua kolmesti, ei myoskaan lukujen by jou-
kossa. Naiin ollen yhtélon (1) oikean puolen erotus on mahdollisimman suuri silloin, kun
{al, az, ..., ago} = {16, 17, ceny 30} ja {bl, bQ, ceny bgo} = {1, 2, ceny 15} ja A~ sekéa, bk-
luvuissa kukin arvo esiintyy tasan kahdesti. Maksimiarvo on siis 2(16+17+---+30—(1+

24 ---+15)) = 450. Koska sama summa saadaan ag- ja bi-lukujen kaikilla jarjestyksilla,
eri permutaatioita on (15!)2.

8. Albert ja Betty pelaavat seuraavat pelia. Punaisessa kulhossa on 100 sinista palloa
ja sinisessa kulhossa 100 punaista palloa. Jokaisella vuorolla pelaajan taytyy tehda yksi
seuraavista siirroista:

a) Ottaa kaksi punaista palloa sinisestd kulhosta ja laittaa ne punaiseen kulhoon.
b) Ottaa kaksi sinistd palloa punaisesta kulhosta ja laittaa ne siniseen kulhoon.
c) Ottaa kaksi erivéristd palloa yhdestd kulhosta ja heittdéd ne pois.

Pelaajat vuorottelevat ja Albert aloittaa. Se pelaaja voittaa, joka ensimmaisend ottaa vii-
meisen punaisen pallon sinisesta kulhosta tai viimeisen sinisen pallon punaisesta kulhosta.
Selvita, kummalla pelaajalla on voittostrategia.

Ratkaisu. Betty voittaa seuraavalla strategialla: Jos Albert tekee siirron a), Betty tekee
siirron b) ja péinvastoin. Jos Albert tekee siirron c¢) jommastakummasta maljasta, niin
Betty tekee siirron c) toisesta maljasta. Ainoa poikkeus on tilanne, jossa Betty voi tehda
pelin paattavan siirron eli ottaa viimeisen sinisen pallon punaisesta maljasta tai viimeisen
punaisen pallon sinisestd maljasta.

Osoitetaan ensin, ettd Betty voi noudattaa tétd strategiaa. Olkoot Ps ja P, sinisessi ja
punaisessa maljassa olevien punaisten pallojen maarat ja S, ja S, sinisessd ja punaisessa
maljassa olevien sinisten pallojen méérat. Merkitadn vield b = (Ps, S5) ja r = (B, Pp).
Pelin alussa b = r = (100, 0). Jos b = r ja Albert tekee siirron a), niin Betty voi tehda



4

siirron b), jonka jilkeen tilanne on taas b = r. Sama tilanne on, jos Albert tekee siirron
b). Jos b = r ja Albert tekee siirron c), niin Betty voi tehd4 siirron c) toisesta maljasta,
jolloin tilanne on taas b = r. Siten Betty voi aina pitaa tilanteen b = r, paitsi jos han
tekee voittosiirron. Tilanteessa b = r = (1, 0) ei laillista siirtoa voi tehd&, mutta tdhan
tilanteeseen ei milloinkaan tulla, koska kummassakin maljassa on aina parillinen maara
palloja.

Osoitetaan sitten, etta talla strategialla Betty aina voittaa. Tehdadn vastaoletus: Albert
voi tehda voittosiirron. Koska Albertin siirtoa ennen on aina b = r, niin Albert tekee
voittosiirron joko tilanteessa b =r = (1, s), s > 1, tai b =r = (2, t), t > 0. Mutta talléin
ennen Bettyn viimeista siirtoa joko b tai r on ollut joko (1, s’), s’ > 1, tai (2, ¢'), t’ > 0.
Strategiansa mukaisesti Betty olisi néista tilanteista tehnyt voittosiirron.

9. Mika on pienin mahdollinen maara ruutuja, jotka voi merkita n x n-ruudukolle niin,
etta kaikilla m > g kaikkien m x m-aliruudukkojen molemmat lavistajat sisaltavat jonkin
merkityn ruudun?

Ratkaisu. Osoitetaan, etta kysytty maara on n. n merkittya ruutua riittda: Jos n on pa-

riton, merkitaan kaikki keskimmaisen ruudun kautta kulkevan rivin tai sarakkeen ruudut,
jos m on parillinen, kaikki ruudut jommassakummassa ruudukon kahdesta keskimmaisesta

rivista tai sarakkeesta. Kun m > ﬁ, niin m x m aliruudukko osuu aina merkittyyn riviin
ja merkitty rivi osuu aina aliruudukon molempiin lavistajiin.

Osoitetaan sitten, ettd tarvitaan ainakin n merkittya ruutua. Olkoon n pariton. On hel-
posti paateltavissa, etta sellaisia lavistajien suuntaisia ruuturiveja, joiden molemmat paat
ovat ruudukon reunaruutuja ja joiden pituus on > %’ on 2n kappaletta. (Esimerkiksi

vasemmalta ylhaalta oikealle alas suuntautuvat tallaiset lavistajat ovat vasemmasta yla-

1
kulmasta ldhteva paalavistaja, 5 (n—1):std vasemman reunan ruudusta lahtevit ja samoin

1
3 (n—1):sté ylarivin ruudusta lahtevét, yhteensd n kappaletta.) Jokaisella téallaisella pitaa

olla merkitty ruutu, ja yksi merkitty ruutu voi olla enintaan kahdella naista lavistajista.
Ruutuja tarvitaan siis ainakin n kappaletta. Jos n on parillinen, lavistajia, jotka alkavat

n
ja paattyvat ruudukon reunoihin ja joiden pituus on > 5 on 2n — 2. Jos ruudukon ri-

vit ja sarakkeet varustetaan jarjestysnumeroin, niin kullakin lavistajalla jokaisen ruudun
rivin ja sarakkeen jarjestysnumeroiden summan parillisuus on sama. Kutsumme lavista-
jaa parittomaksi tai parilliseksi sen mukaan, kummanlainen kyseisen lavistdjan ruutujen
jarjestysnumeroiden summa on. Jos rivien numerointi aletaan ylhaalta ja sarakkeiden va-
semmalta, niin vasemmalta ylhaalta oikealle alas suuntautuvissa lavistajissa on parillisia
yksi enemman kuin parittomia, ja oikealta ylhailta vasemmalle alas suuntautuvissa la-
vistajissa tilanne on painvastainen. Kaikkiaan siis parillisia ja parittomia lavistajia on
molempia n — 1 kappaletta. Jokainen merkitty ruutu voi olla vain kahdella naista lavis-
tajista ja naiden kahden tulee olla molempien parillisia tai molempien parittomia. Koska

n
n—1 on pariton, parittomille lavistajille tarvitaan ainakin 5 merkkia ja samoin parillisille.

Merkkeja on oltava ainakin n:ssa ruudussa.



10. Maassa on 100 lentokenttda. Super-Air operoi suorin lennoin joidenkin lentokentta-
parien vélid (molempiin suuntiin). Lentokentdn litkenneindeksi on niiden lentokenttien
maara, joihin siltd on suora Super-Airin lento. Uusi lentoyhtié Concur-Air ryhtyy lii-
kennéimaan kahden lentokentan valia jos ja vain jos niiden liikenneindeksien summa on
vahintaan 100. Havaitaan, ettd Concur-Airin lennoilla voi tehdd maanympérysmatkan las-
keutuen jokaiselle kentalle tasmalleen kerran. Osoita, etta myos Super-Airin lennoilla voi
tehda maanymparysmatkan laskeutuen jokaiselle kentalle tasmalleen kerran.

Siirrytaan kayttamaan verkkoteorian kieltd. Olkoon G verkko, jonka muodostavat lento-
kentét ja Super-Airin lennot, ja G’ verkko, jonka muodostavat lentokentét ja Concur-Airin
lennot. Verkon G solmun aste on sama kuin sen liikenneindeksi. Hamiltonin ketju on
sellainen verkon peridkkaisista sarmista muodostuva ketju, joka kay tasan kerran joka sol-
mussa, ja Hamiltonin sykli on umpinainen Hamiltonin ketju, ts. Hamiltonin ketju, jonka
ensimmainen solmu on sama kuin sen viimeinen solmu. Todistetaan ensin seuraava apu-
tulos.

Olkoon verkossa H k solmua ja solmut A ja B, A # B, yhdistava Hamiltonin ketju. Jos
solmujen A ja B asteiden summa on > k, niin verkossa on myds Hamiltonin sykli.

Todistetaan tdméa.  Numeroidaan A:n ja B:n yhdistdvan ketjun solmut: A =
Cy,Cy, ...,Cr = B. Olkoon A:n aste n; silloin B:n aste on > k — n. Olkoot
Ci,, Ci,, ..., C; ne n solmua, jotka yhdistyvat sarmaélla A:han. Tarkastellaan kutakin
naista edeltavaa solmua Cj,_1, Ci,—1, ..., C;, —1. Koska B:n aste on > k — n ja edella
lueteltujen solmujen lukumaéra on n, ei voi olla niin, ettd B olisi yhdistynyt sarmalla vain
muihin kuin edelld lueteltuihin solmuihin. Solmujen joukossa C;; — 1 joukossa on ainakin
vksi, sanokaamme C)._1, joka on yhdistetty B:hen sarmalla. Mutta nyt

A201—>CQ—>"'—> r_1—>B:Ck—>Ck_1—>---tOCT—>A

on Hamiltonin sykli.

Siirrytaan nyt varsinaisen tehtavén ratkaisuun. Oletetaan, ettd verkossa G ei ole Hamilto-
nin syklid. Olkoot A ja B jotkin G:n solmut, joiden vélilla ei ole G:n sdrmééa, mutta jotka
liittyvat toisiinsa sarméallda G’:ssa. Oletuksen mukaan solmujen A ja B asteiden summa
verkossa GG on silloin yli 100. Jos A ja B yhdistyisivat Hamiltonin ketjulla verkossa G, niin
aputuloksen mukaan verkossa G olisi Hamiltonin sykli. Koska siiné vastaoletuksen mukaan
ei kuitenkaan ole tallaista syklia, ei siind myoOskaan ole A:n ja B:n yhdistdvaa Hamiltonin
ketjua. Néin ollen verkkoon G ei synny Hamiltonin syklia, vaikka siihen lisattaisiin sarma
(A, B). Operaatio voidaan toistaa jokaisen sellaisen solmuparin kohdalla, joka yhdistyy
sarmalla G’:ssa, mutta ei G:ssid. Niin G voidaan taydentad verkoksi, jossa on kaikki ne
yhteydet jotka ovat G’:ssa, mutta G:sta edelleen puuttuu Hamiltonin sykli. Kun G’:ssa
kuitenkin oletuksen mukaan on Hamiltonin sykli, on tultu ristiriitaan. Vastaoletus on siis
vaara, ja G:ssa on Hamiltonin sykli.

11. Olkoon T' teraviakulmaisen kolmion ABC' ympari piirretty ympyra. Pisteen C' kautta
kulkeva sivun AB normaali leikkaa sivun AB pisteessa D ja ympyran I uudelleen pisteessa
E. Kulman C puolittaja leikkaa sivun AB pisteessd F' ja ympyridn I' uudelleen pisteessa
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G. Suora GD leikkaa ympyran I uudelleen pisteessa H, ja suora HF' leikkaa ympyran I"
uudelleen pisteessa I. Osoita, etta Al = EB.

Ratkaisu. Koska CG on kulman ZACB puolittaja,

kaaret AG ja GB ovat yhta pitkat. Viitteen todista- c
miseksi riittii, ettd niytetiin kaaret IG ja GE yhti
pitkiksi. Toisin sanoen on todistettava, etta ZIHG =
ZGCE. Jos voidaan osoittaa, ettda CFDH on janne-
nelikulmio, niin mainitut kulmat ovat kaarta F'D vas-
taavia kehakulmia ja siis yhta suuria. Mutta kolmion
ADH perusteella ZHDB = /ZHAD + ZAHD. Ke-
hakulmina /HAD = /HAB = ZHCB ja ZAHD =
/AHG = /GCB. Siis /ZHDB = /GCB + /BCH =
/FCH. Nelikulmion CFDH kulma ZFCH on kul- ! a
man ZF DH vieruskulma, joten CFDH todellakin on

jannenelikulmio, ja viite on todistettu.

N\

Mo\

“\ H
\

12. Olkoon annettu kolmio ABC. Olkoon M sivun AB keskipiste ja olkoon T kolmion
ABC ympari piirretyn ympyran sen kaaren BC' keskipiste, joka ei sisalld pistetta A. Olkoon

K sellainen kolmion ABC' sisépiste, ettd M AT K on tasakylkinen puolisuunnikas, jossa
AT | MK. Osoita, ettd AK = KC.

Ratkaisu. Leikatkoon suora T'K kolmion ABC'n ym-
parysympyran myos pisteessa S. Koska puolisuun-
nikas AM KT on tasakylkinen, ZSTA = ZKTA =
/MAT = /BAT = /BST. Tasta seuraa, etti
SB||AT||MK ja BT = SA. Koska suora M K kulkee
janan AB keskipisteen kautta, se kulkee my0s janan
ST keskipisteen kautta. Siis SK = KT. Koska T' on
kaaren BC' keskipiste, C'T' =T B = AS. Mutta tasta
puolestaan seuraa, ettd ST|AC ja ZSTC = ZTSA.
Esimerkiksi yhtenevisté (sks) kolmioista KT'C' ja KSA
saadaan KC = KA.

13. Olkoot nelion ABCD karjet ympyrélla w ja olkoon P ympyrin w lyhyemmén kaaren
AB jokin piste. Olkoot CPNBD = R ja DPNAC = S. Osoita, ettd kolmioiden ARB ja
DSR alat ovat yhta suuret.

Ratkaisu. Olkoon O nelion keskipiste ja ZADP = ¢. Kehidkulmalauseen perusteella
/OCR = /ZACP = ZADP = ¢ ja ZSDO = 45° — ¢. Kolmion ABR kaksinkertainen ala
on BR-OA = (a—OR)-a ja kolmion DSR kaksinkertainen ala on DR-OS = (a+OR)-OS.
Mutta suorakulmaisista kolmioista RCO ja DSO saadaan OR = atan ¢ ja



1 —tang
1+tan¢’

Kolmion ABR kaksinkertainen ala on (1 — tan ¢)a? ja
kolmion DSR kaksinkertainen ala on

OS =atan(45° — ¢) = a

1 —tang _ (1 — tan ¢)a.

t o = )
(a + atan ¢) a1+tan¢ .

Kolmioiden alat ovat yhta suuret.

14. Olkoon ABCD kupera nelikulmio, ja puolittakoon BD kulman ABC. Kolmion ABC
ympéri piirretty ympyra leikkaa sivun AD pisteessia P ja sivun C'D pisteessa (). Pisteen
D kautta kulkeva sivun AC suuntainen suora leikkaa suoran BC' pisteessa R ja suoran BA
pisteessa S. Osoita, etta pisteet P, QQ, R ja S ovat samalla ympyralla.

Ratkaisu. Olkoon X ympyrian ABC ja suoran BD
toinen leikkauspiste. Vaitteen todistamiseksi osoite-
taan, etta pisteet R, X, P ovat samalla suoralla ja pis-
teet @), X, S ovat samalla suoralla ja ettd RX - X P =
QX - XS. Silloin pisteen potenssia ympyran suh-
teen koskevan tuloksen perusteella R, P, () ja S ovat
samalla ympyralla. Osoitetaan ensin, ettda BRDP
ja BQDS ovat jannenelikulmioita. Koska AC| DS,
/ZADS = L/CAC = LPAC = /ZPBC. Nelikulmion
BRDP karjen B kulma ja kédrjen D kulman vierus-
kulma ovat yhta suuret, joten BRD P todella on janne-
nelikulmio. Aivan samoin todistetaan, ettd BQDS on jénnenelikulmio. Kehikulmista
ja yhdensuuntaisuudesta AC| DR saadaan ZAXB = ZACB = ZDRB. Koska BD on
kulman ZABC puolittaja, on ZABX = ZDBR. Tama merkitsee sita, etta kolmiot ABX
ja DBR ovat yhdenmuotoiset, joten /RPB = /RDB = /XAB = Z/XPB. R, Pja X
ovat siis samalla suoralla. Aivan samoin todistetaan, etta S, @ ja X ovat samalla suoralla.
Ympyrasta BRDP saadaan pisteen X potenssiksi RX - XP = XB - XD. Ympyrasta
BQDS puolestaan saadaan BX - XD = QX - XS. Nain ollen RX - XP = QX - XS, mika
osoittaa, ettd R, (), P ja S ovat samalla ympyralla.

15. Kuperan nelikulmion ABCD kulmien A ja C' summa on pienempi kuin 180°. Osoita,
etta
AB-CD+ AD - BC < AC(AB + AD).



Ratkaisu. Ratkaistaan tehtava inversiota kayttaen.
Olkoon I' kolmion ABD ymparysympyra. Silloin C'
on I':n ulkopuolella. Suoritetaan inversio A-keskisessa
ympyrassa w. Voidaan olettaa, ettd w:n sade on 1
jaetta AB > 1, AD > 1. Silloin I' kuvautuu pis-
teiden B ja C inversiopisteiden B’ ja D’ kautta kul-
kevaksi suoraksi ja pisteet, jotka ovat I':n ulkopuo-
lella kuvautuvat siihen puolitasoon, jossa A on. Pis-
teen C' inversiopiste C’ on siis kolmion AB’D’ si-
sépiste, joten B'C’ + C'D’ < B’A + C'A. Mutta
AB-AB' = AC - AC' = AD - AD’ =1 ja yhdenmuo-
toisista kolmioista ABC, AC'B’ seka ACD, AD'C’

saadaan
AC'"-CB CB AC'-CD CD
B C = — "D = = .
¢ AB AB - AC’ ¢ AD AD - AC
Siis
CB CD 1 1

AB-AC ' AD-AC S~ AB ' AD’
Kun tama epayhtélo kerrotaan puolittain AB - AC' - AD:lla, saadaan vaite.

16. Selvita, onko 712! + 1 alkuluku.

Ratkaisu. Osoitetaan, ettd 712!+ 1 on jaollinen alkuluvulla 719. Wilsonin lauseen nojalla
718! 4+ 1 on jaollinen 719:114. Nyt, modulo 719, on

713-714-715-716 - 717 - 718 = (—6)(—5)(—4)(—3)(=2)(—1) = 720 = 1.
Siis —1 = 718! = 712! - 1, joten 712! + 1 = 0 mod 719.
17. Onko olemassa pareittain erisuuria rationaalilukuja z, y ja z, joille
1 n 1 n 1

eI T R e

Ratkaisu. Tallaisia lukuja ei ole. Jos sellaisia olisi, niin voitaisiin merkita a = x — y,
b=y — z, jolloin a + b = = — z. Silloin olisi

1 1 1
2014 = + +
(z—y)? (y—2? (z-2)?
_i+i+ 1 bV(a+b)?+a*(a+b)?+a®b?
S a? b2 (a+b)2 (ab(a + b))?2

Yhtilon oikean puolen murtolausekkeen osoittaja on a?b? + 2ab3 + b* 4 a* 4 2a3b + a?b? +
a?b? = (a® + b? + ab)?. Koska 2014 ei ole nelidluku, se ei myoskidn ole rationaaliluvun
nelio.



18. Olkoon p alkuluku, ja olkoon n positiivinen kokonaisluku. Kuinka monta sellaista
nelikkoa (ay, as, as, asg) on, missd a; € {0, 1, ..., p" — 1} kun i =1, 2, 3, 4, ja joille

p" | (a1a2 + asaq + 1)7

Ratkaisu. Tarkastellaan ensin tapaukset, joissa p /a;. Koska p on alkuluku, vain p:n
potenssit ovat jaollisia p:1l4, joten a1 voidaan valita tarkasteltavasta joukosta (p™ —p™~1):114
tavalla. Jos ag ja a4 on valittu mielivaltaisesti (tapoja kaikkiaan p™ - p™), on luvun ajas
oltava kongruentti luvun —1 — aszays kanssa mod p", joten as on yksikasitteisesti luku
vilin [0, p” — 1] luku a; *(—1 —azas) mod p" (kidnteisluku mod p™). Eri mahdollisuuksia
on siis p?*(p™ — p"~1 = p3" — p3~1 kappaletta. Jos play, niin p faz. Jos p|lai, p Jas,
niin jokaisella as:n valinnalla a4 on yksikésitteisesti as = ag 1(—1 — ajaz) mod p™. Néissi
tilanteissa a; voidaan valita p"~L:114 tavalla, ag (p™ — p™~1):1l4 tavalla ja as p™:1li tavalla.
Eri tapoja on p™~1(p™ —p"~1)p" = p37~! —p3"=2, Kun yhdistetdin molemmat tapaukset,
nihdidn, ettd eri nelikoita on kaikkiaan p3"™ — p3"~2 kappaletta.

19. Olkoot m ja n keskenaan yhteistekijattomia positiivisia kokonaislukuja. Etsi lausek-

keen
s.y.t.(2m — 2 gmitmntn® _ )

kaikki mahdolliset arvot.

Ratkaisu. Tunnetusti pétee s.y.t.(2% — 1, 20 — 1) = 25v-t(®b) _ 1 (Eukleideen algoritmi
sovellettuina lukuihin 2% — 1, 2° — 1 palautuu Eukleideen algoritmiksi eksponenteille.) Siis

Syt (2 — 2n, 2t ) = gy g (2T, gm et )

— 2s.y,t.(m—n,m2+mn+n2) _1.

Olkoon nyt d jokin luvun m — n tekija. Koska s.y.t.(m, n) = 1, on oltava s.y.t.(m, d) =
1.Mutta jos d on my6s luvun m? + mn + n? tekiji, se on tekijani luvussa (m — n)(2m +
n)+m2+mn+n? = 3m3. Siis d voi olla vain 1 tai 3, joten s.y.t.(2™ — 27, 2m”+mntn® _ 1)
voi olla enintéin 23 — 1 = 7 tai 2! — 1 = 1. Molemmat arvot voidaan saada, 7, kun m = 1
jan=1,jal,kinm=2,n=1.

20. Tarkastellaan sellaista positiivisten kokonaislukujen jonoa a1, as, as, ..., jolle kaikilla
k > 2 patee
a Qg+ ag—1
k+1 - 20152 I

missé 2015 on suurin luvun 2015 potenssi, joka on Iuvun aj + a,_; tekiji. Osoita, ettd
Jjos kyseinen jono on jaksollinen, niin sen jakson pituus on jaollinen kolmella.

Ratkaisu. Jos jonon kaikki jasenet ovat parillisia, jaetaan jokainen suurimmalla mahdol-
lisella 2:n potenssilla. Saadaan jono, joka tottelee samaa palautuskaavaa ja on samalla
tavalla jaksollinen kuin alkuperainen jono, mutta sisaltdd ainakin yhden parittoman lu-
vun. Tarkastellaan tata jonoa mod 2. Koska jakaja 2015 on pariton, se ei vaikuta jonon
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jasenten parillisuuteen tai parittomuuteen. Jono kayttaytyy kuten sellainen Fibonaccin
palautuskaavaa ax4+1 = ar + ar—1 noudattava jono, jossa on ainakin yksi pariton jasen.
Tallainen jono on muotoa ..., 1, 1,0, 1, 1, 0, 1, 1, ..., Jonon jakson pituus on 3, joten, jos

alkuperdinen jono on jaksollinen, jakson pituuden on oltava kolmella jaollinen. [Ei tiedeté,
onko téllaisia jaksollisia jonoja olemassa.|



