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Tehtavat ja ratkaisut

1. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Oletetaan, ettd n lukua valitaan taulukosta

0 1 eeoon—1
n n+1 e 2n—1
(m—1n (n—1n+1 - n?2-1

niin, etta miltaan sarakkeelta tai rivilta ei ole valittu kahta lukua. Maarita naiden n:n
luvun suurin mahdollinen tulo.

Ratkaisu. Taulukosta eri riveilta ja sarakkeilta valitun n:n luvun tulo on

n—1
R(o) = [[ i+ (i),
i=0
missd o : {0,1,...,n—1} — {0,1,...,n — 1} on jokin permutaatio. Jos R(c) on

mahdollisimman suuri, kaikki tulon tekijét ovat positiivisia. Oletetaan, ettd R(o) on mak-
simaalinen. Oletaan, etté joillain a > b on o(a) > o(b). Olkoon sitten 7 permutaatio, jolle
7(i) = o(1), kun i # a, b, mutta 7(a) = o(b) ja 7(b) = o(a). Silloin

R(t) (na+7(a))(nb+7(b)) (na+o(b))(nb+o(a))

R(o)  (na+o(a))(nb+a®)) (na+o(a))(nb+a(b))’

Mutta (na + o(b))(nb + o(a)) — (na + o(a))(nb + (b)) = n(a — b)(c(a) — (b)) > 0,
joten R(7) > R(o). T&mé& on ristiriidassa R(c):n maksimaalisuuden kanssa. On siis
oltava o(a) < o(b) aina, kun a > b. Se merkitsee, ettd o on permutaatio, joka kaant&a&
jarjestyksen péainvastaiseksi: o(i) = n — 1 — i kaikilla 7, ja

n—1 n—1
R(o)=[[i+n—-1-i)=J[G+1)(n—1)=(n—1)"nl.
i=0 i=0
2. Olkoot k ja n positiivisia kokonaislukuja ja x1, 2, ..., Tk, Y1, Y2, - .., Yn keskendan eri

suuria kokonaislukuja. Kokonaislukukertoimiselle polynomille P patee

ja
P(y1) = P(y2) = --- = P(y,) = 2013.

Maarita lausekkeen kn suurin mahdollinen arvo.



Ratkaisu. Osoitetaan, ettd kn voi olla enintédén 6. Polynomilla Q(z) = P(z) — 54 on k
nollakohtaa x1, xo, ..., Tg. Siis

Q(z) = |7 = 1" — z;)q(=),

missd  ¢(x) on kokonaislukukertoiminen polynomi. @ saa arvon 1959 pisteissa
Y1y Y2, - -+, Yn. Olis

k
Qi) = [ [ (wi — z5)alys) = 1959 = 3 - 653.
j=1

Luvut ¢(z;) ovat kokonaislukuja. Polynomilla R(x) = P(x) — 2013 on puolestaan n nolla-

kohtaa y1, y2, ..., yn ja se saa arvon —1959 k:ssa pisteessa x1, xo, ..., Tg. Siis
n
R(z;) = [ [(z; — yi)r(z;) = —3- 653,
i=1

ja luvut r(z;) ovat kokonaislukuja. Merkitdan |y; — x;| = a;j, |¢(vi)| = b; ja |r(x;)] = ¢;.
Lyhyt tutkimus osoittaa, ettd 653 on alkuluku. Kaikki luvut a;;, b;, ¢; kuuluvat joukkoon
{1, 3, 653, 1959}. Luvuista a;; enintéén kaksi voi olla > 1 ja enintdén kaksi = 1. Siis
k < 4. Samoin osoitetaan, ettd n < 4. Oletetaan, ettd k = 4 ja a1 = a12 = 1, a13 = 3
ja a14 = 653. Luku y; on silloin x1:n ja x2:n keskiarvo. Jos nyt n > 1, niin luvuista asg;
enintadn kaksi on > 1 ja siis ainakin kaksi = 1. Koska yo # y1, luvuista as; ja ase ainakin
toinen on > 1. Voidaan olettaa, ettd ag; = 3 ja agss = ags = 1. Silloin |y; — y2| = 2 ja
lys — x4] = |y1 — x4] £ 2. Ei voi olla ayq4 = 653. On oltava n = 1. Samoin osoitetaan,
etta jos n = 4, niin £k = 1. Epayhtalon kn < 6 todistamiseksi on viela torjuttava tapaus
k =mn = 3. Oletetaan, etta olisi kK = n = 3. Silloin olisivat voimassa yhtalot

a11a12a13b1 =3-653 a11a21a31C1 — 3653
a21a22a23b2 =3-653 a12a9220392C2 — 3653
a31a32a33b3 =3-653 a13a23033C3 — 3-653.

Jos jokin b; tai c¢; olisi 1959, olisi jonkin y; pisteen etaisyys kolmesta x;-pisteestd yksi tai
jonkin x;-pisteen etaisyys kolmesta eri y;-pisteesta yksi. Téamaé ei ole mahdollista. Jos
jonkin y;- ja jonkin x;-pisteen, esimerkiksi y1:m ja zq:n etdisyys on > 653, niin y1:n ja x2:n
sekd yi:n ja xs3:n etaisyydet ovat < 3. Samoin x1:n ja yo:n sekd z1:n ja y3:n. Mutta talloin
lyo— 22| = |y2—x1+21—Yy1 +y1 —22| > |y1—21|—6, ja samoin |ys—xs| > |y —x1|—2. silloin
varmasti ajaa90a32 > 6532, kaikki luvut a;j ovat siis enintdan 3. Edelld on jo osoitettu,
etta kiintedlla j:n arvolla kaikki luvut a;; eivat voi olla ykkosia eivatka myoskaan kiintealla
7;:n arvolla. On siis oltava esimerkiksi a1 = a12 = 1, a13 = 3. Koska ys # y1, luvuista as;
ja ags toinen on 3 ja toinen on 1. Voidaan olettaa esimerkiksi, ettd asy = 3 ja ase = 1.
Silloin a3 = 1 ja pisteet x1, y1, x2, Yo, x3 ovat x-akselilla tassa jarjestyksessa ja yksikon
vélein. Siis |x3 — z1| = 4. Jotta luvuista as; yksi olisi 3 ja jokin toinen 1, on valttdméatta
oltava aszes = 3. Mutta y3 on nyt etaisyydella 1 seka xq:sta etta xs:sta. Tama on kuitenkin
mahdotonta, koska |21 — 3| = 4. Oletus n = k = 3 johti ristiriitaan, joten kn < 6.
Polynomille P(x) = 653x%(z? — 4) + 2013 pitee P(£1) = 0 ja P(0) = P(4+2) = 2013 eli
k =2, n = 3. 6 on siis todella suurin mahdollinen kn:n arvo.



3. Merkitaan reaalilukujen joukkoa symbolilla R. Maarita kaikki funktiot f : R — R niin,
etta

fafy) +y)+ f(=f(2) = flyf(@) —y) +y
kaikilla x,y € R.

Ratkaisu. Olkoon f(0) = ¢. Tehd&ddn tehtdvan yhtaloon sijoituksia: 1) x = 0 ja y = 0.
Silloin f(0)+ f(—c) = f(0), joten f(—c) =0. 2) z =0 jay = —c. Silloin f(—c)+ f(— )
flc—c?) —c,joten f(c—c?)=c. 3) x=—cjay=—c. Silloin f(—c)+ f(0) = f(c) —
joten f(c) =2c. 4) x =0 jay = c. Silloin f(c)+ f(—c) = f(c? —¢) +c, joten f(c —c) =

5) x = —cjay = c? —¢). Silloin f(—c)+ f(0) = flc=c)+c2 —c,elic?—c=0 eh
¢ =0 tai ¢ = 1. Oletetaan nyt, ettd ¢ = 0. Jatketaan sijoituksia: 6) z = 0. Silloin f(y) =
f(—=y)+y. 7) y=0. Silloin f(0)+ f(—f(z)) =0eli f(—f(z)) =0. 8) x = —1. Silloin
F(y—F(y)+0 = F(y(f(—1)—1))+y. Kohdan 6) perusteella f(y— f(y)) = f(— f(—y)), joten
fly(f(=1)=1)) = -y + f(—f(—y)) = —y. Kun téssa kirjoitetaan —y = z, niin saadaan
flx) = f(—f(y(f(—=1) — 1)) = 0. Mutta selvastikdan nollafunktio f(z) = 0 kaikilla x ei
toteuta tehtavan yhtaloa. Jaljelle jaa vaihtoehto ¢ = 1. Kun tehtavan yhtaloon sijoitetaan
x = 0, saadaan f(y) = f(y—y) +y =c+y =y+ 1. Tama funktio toteuttaa tehtdvin
ehdon ja on siis ainoa ratkaisu.

2013.4. Todista, etta seuraava epayhtalo patee kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla z, y, 2z

3 3 3
T n Y n z >:c+y+z.
Y2422 2242?02 4y? T 2

Ratkaisu. Todistettava epayhtalo on symmetrinen kaikkien muuttujien suhteen, joten
voidaan olettaa, ettd x <y < z. Silloin 23 < 3 < 23 ja

1 < 1 < 1
Y2 +22 T a2 422 T a2 y?

Kaytetaan nyt suuruusjarjestysepayhtaloa kahdesti:

23 P 3 y? 3 .3
+ + > + +
Y2422 22422 x24y? Tyt 422 22422 22492
23 P 3 3 23 y?

> .
y2+z2+w2+z2+w2+y2 _y2+22+x2+z2+w2+y2

Kun nama epayhtalct lasketaan puolittain yhteen, saadaan

23 3 23 1 34,3 34,3 2343
2 5+ Qy 5 T3 22_(?;2 5t 2 2 y2>'
Y-+ z T4+ z T4+ vy 2\y“+=z T4+ z T4 4y

Mutta jos a > 0 ja b > 0, niin

a3+b3_a+b_2a3+2b3—a3—a2b—b3—ab2 _ (a®*—=b*)(a—D) >0
a?+ b2 2 2(a? + b?) o 2(a® 42 T




Kun tétéa sovelletaan epéayhtéloon (1), saadaan heti

3 Y 23 >1<y+z m+z+x+y):m+y+z‘

y2+22+x2+z2+w2+y2_§ 2 2 2 2

2013.5. Luvut 0 ja 2013 kirjoitetaan kuution vastak-
kaisiin karkiin. Jaljella oleviin kuuteen karkeen Kkir-
joitetaan jotkin reaaliluvut. Jokaiseen kuution sar- |
maan kirjoitetaan sen paatepisteissa olevien lukujen !
erotus. Milloin sarmille kirjoitettujen lukujen nelici- wz :
den summa on pienin mahdollinen?

i 2013
1 L6

Ly

Ratkaisu. Jos luvut on sijoitettu kuution karkiin ku-
vion mukaisesti, niin minimoitava summa on

S = x% + mg —+ mg + (xq — x1)2 + (x5 — m1)2 + (xq — x2)2 + (z¢ — m2)2—|—
+(x5 — 13)* + (16 — 23)% + (2013 — 14)* + (2013 — 25)% + (2 + 13 — ¢)?
1

1 1 1
= (533% + (24 — 21)* + 5(2013 - m4)2) + (595% + (25 — 21)* + 5(2013 - m5)2) +

1 1 1 1
+ <§x§ + (24 — 22)% + 5(2013 — :c4)2> - (ixg + (26 — x2)2 + 5(2013 — x6)2) -

1 1 1 1
+ (§m§ + (x5 — 23) + 5(2013 — m5)2) + (500% + (z6 — 23)% + 5(2013 - %)2) :

Tarkastellaan jalkimmaéisen summan ensimmaista yhteenlaskettavaa. Se voidaan kirjoittaa

muotoon
2 2
1\ 2 12 9 2013 — x4 2013 — x4
— — - _— —_— ] . 1
() + (2 + @m0 +( ) (2 0
Nyt
T I 2013 — Tq 2013 — Tq
et — = 2013.
5 + 5 + x4 — 21+ 5 + 5 013

Aritmeettisen ja neli6llisen keskiarvon valisen epayhtélon (tai Cauchyn—Schwarzin epéyh-
tilon) nojalla summa (1) on > 5-2013% ja yhtd suuruus eli neliGsumman minimi saadaan,
kun yhteenlaskettavat ovat yhta suuret eli kun

1 2013 — x4

o T HT T

- 2013. Vastaavalla tavalla saadaan muut

2 3
minimiehdot. Yhdistettyna ehdot ovat x1 = 2o = 23 = R -2013, x4y = x5 = 26 = 5 2013.

(G2 )

3
Tasta ratkaistaan x4 = g 2013 ja x1 =



2013.6. Joulupukilla on ainakin n lahjaa n:lle lapselle. Jokaisella i € {1,2, ..., n} i:s
lapsi pitad x; > 0 eri lahjasta. Oletetaan, etta

1 1
— 4+ =<1
T In

Todista, etta joulupukki voi antaa jokaiselle lapselle lahjan, josta tama pitaa.

Ratkaisu. Ei merkitse rajoitusta, jos oletetaan, etta
1< <y < ... < x,.

Aloitetaan lapsesta 1. Hén valitsee lahjan, josta pitad, ja ottaa sen. Sen jélkeen lapsi 2
valitsee jaljelle jaaneista mieluisen lahjan ja tata jatketaan niin pitkdan kuin mahdollista.
Oletetaan, ettd k:s lapsi ei saa mieluista lahjaa. Koska ennen hanen vuoroaan lahjoja on
jaettu k — 1 kappaletta, on oltava x; < k — 1. Mutta silloin

1 1 1 1
—+— 4+ —2>k-—>1
R B ) T k—1

Nain ollen ei voi olla xx < k — 1 milladn k. Siis kaikki saavat mieluisen lahjan.

2013.7. Liitutaululle on kirjoitettu positiivinen kokonaisluku. Pelaajat A ja B pelaa-
vat seuraavaa pelia: vuorollaan pelaaja valitsee taululla olevan luvun n tekijan m, jolle
1 < m < n, ja korvaa luvun n luvulla n — m. Pelaaja A aloittaa ja pelaajat vuorotte-
levat. Pelaaja, joka ei voi siirtaa, haviaa. Milld ensimmadisilla luvuilla pelaajalla B on
voittostrategia?

Ratkaisu. Pelissd on jokaisella n jommallakummalla pelaajalla voittostrategia (induktio-
todistus). Osoitetaan, ettd B:lli on voittostrategia, jos ja vain jos n on pariton n = 2%,
missa k on pariton.

Osoitetaan ensin induktiolla, etta B:lla on voittostrategia, kun n on pariton. Jos n = 3,
A ei voi siirtad. Oletetaan, ettd B:lla on voittostrategia kaikilla parittomilla £ < n. Jos n
on pariton alkuluku, A ei voi tehda siirtoa, ja B voittaa. Muussa tapauksessa A valitsee

n n
jonkin n:n aidon tekijan m. Silloin — > 3, joten m < —. Koska n —m > —n on jaollinen

m:1la, B voi valita my0s luvun m. Seuraavaksi A:n edessd on pariton luku n — 2m, ja
induktio-oletuksen mukaan B voittaa. Oletetaan sitten, ettd n on parillinen, mutta silla
on ykkosta suurempi pariton tekija. Jos A nyt valitsee jonkin n:n parittoman tekijan m,
niin B saa eteensé parittoman luvun n — m. Nyt A:lla on voittostrategia.

Olkoon sitten n = 2% jollain positiivisella kokonaisluvulla k. Osoitetaan induktiolla, etti
jos k on pariton, B:ll4 on voittostrategia, mutta jos k on parillinen, voittostrategia on A:lla.
Induktion perustaksi todetaan, ettd jos k = 1, B voittaa (2 on alkuluku) ja jos k =2, A
voittaa. A valitsee m = 2, jolloin n — m = 2, eikd B voi siirtda. Induktioaskel tehddan
kahdessa vaiheessa. Osoitetaan ensin, etté jos A:lla on voittostrategia, kun n = 2%, niin
B:1li on voittostrategia, kun n = 28+1. Olkoon n = 2¥*!. Jos A valitsee m = 2%, B saa
luvun 2%, Induktio-oletuksen mukaan B:lld on voittostrategia. Jos A valitsee m = 2P,
missi 1 < p < k, niin n — m = 2F*1 — 2P on parillinen, muttei 2:n potenssi. Edelld
todistetun mukaan B:ll1a on voittostrategia. Oletetaan sitten, ettd B:1la on voittostrategia,
kun n = 2*. Olkoon sitten n = 2¥T1. Kun A valitsee m = 2*, B:lli on edessiin 2F.
Induktio-oletuksen mukaan A:lla on nyt voittostrategia.



2013.8. Saunassa on n huonetta, joissa on rajattomasti tilaa. Yhdessakaan huoneessa
ei voi olla samanaikaisesti miesta ja naista. Lisaksi miehet haluavat saunoa samassa huo-
neessa vain sellaisten miesten kanssa, joita eivat tunne, ja naiset haluavat saunoa samassa
huoneessa vain sellaisten naisten kanssa, joita tuntevat. Etsi suurin luku k, jolle k aviopa-
ria voi kdyda saunassa yhta aikaa olettaen, etta kaksi miesta tuntee toisensa, jos ja vain
jos heidan vaimonsa tuntevat toisensa.

Ratkaisu. Suurin k£ on varmasti < n; jos on n toisilleen tuntematonta pariskuntaa, niin
miehet tarvitsevat kaikki n huonetta. Jos n = 2, suurin k on selvasti 1. Osoitetaan etta
kaikilla n > 2 on suurin k on n — 1. Osoitetaan ensin induktiolla, ettd n — 1 pariskuntaa
voi saunoa. Viite patee, kun n = 2. Oletetaan, ettd n — 2 pariskuntaa voidaan sijoittaa
esitettyjen saantojen mukaisesti n — 2:een huoneeseen, ja ettd on kiaytossa n huonetta.
Olkoon sitten tarkasteltavana n — 1. pariskunta Pekka ja Pirkko, ja n huonetta, josta yksi
on tyhja. Oletetaan, ettd he tuntevat k kappaletta muista pariskunnista ja ettd m:ssa
huoneessa on miehia. Jos m > k, niin jossain huoneessa on vain Pekalle outoja miehia.
Pekka menee siihen ja Pirkko tyhjaan huoneeseen. Jos taas m < k, niin n—2—k < n—1—m.
Nyt n — 2 — k on niiden naisten lukumaéra, joita Pirkko ei tunne, ja n — 1 — m sellaisten
huoneiden lukumaara, joissa ei ole miehia. Jossain huoneessa on siis vain Pirkolle tuttuja
naisia, ja han voi menna siihen. Pekka voi menna n:nteen, vield tyhjaan huoneeseen.

2013.9. Maassa on 2014 lentokenttaa, joista mitkaan kolme eivat ole samalla suoralla.
Kahden lentokentan valilla on suora lento, jos ja vain jos naiden lentokenttien valinen
suora jakaa maan kahteen osaan, joissa kummassakin on 1006 lentokenttaa. Osoita, ettei
ole olemassa kahta lentokenttida niin, etta toisesta paasee toiseen lentoreittia, joka kulkee
jokaisen 2014 lentokentan kautta tasmalleen kerran.

Ratkaisu. Esitetaan lentokentat tason pistejoukkona E. Tarkastellaan joukon konveksia
verhoa E’ eli pienintd monikulmiota, jonka sisilla tai reunalla kaikki pisteet ovat. Taméan
monikulmion karjet kuuluvat joukkoon E. Jos jonkin karkipisteen kautta kulkevaa suo-
raa kierretaan karkipisteen ympari alkaen asemasta, jossa suora yhtyy karkipisteen kautta
kulkevaan monikulmion sivuun, niin suoran toisella puolella olevien pisteiden maara muut-
tuu monotonisesti hyppayksin. Toisella puolella olevien pisteiden maara on vain kerran
1006. Taméa merkitsee, ettd jokaisesta E’:n kérkipisteestd on suora yhteys vain yhteen E:n
pisteeseen. Monikulmiolla E’ on ainakin kolme kérkeé, joten on mahdotonta muodostaa
reittia, joka kavisi kaikissa naissa.

2013.10. Valkoinen tasasivuinen kolmio jaetaan n?
yhta suureen pienempaan kolmioon suorilla, jotka ovat
yhdensuuntaisia kolmion sivujen kanssa. Kutsutaan
kolmiojonoksi kaikkia kolmioita, jotka ovat kahden vie-
rekkaisen yhdensuuntaisen suoran valissa. Erityisesti
alkuperaisen kolmion karjessa oleva kolmio on myos
kolmiojono. Varitetdan kaikki kolmiot mustiksi kayt-
tamalla seuraavanlaisia operaatioita: valitaan kolmio-
jono, jossa on ainakin yksi valkoinen kolmio ja vari-
tetdan se mustaksi (mahdollinen tilanne tapauksessa
n = 6 neljan operaation jalkeen on esitetty oheisessa




kuvassa; nuolet kuvaavat mahdollisia seuraavia operaatioita tissd tilanteessa). Maarita
varitykseen tarvittavien operaatioiden pienin ja suurin mahdollinen maara.

Ratkaisu. Osoitetaan, ettd operaatioita tarvitaan ainakin n, ja niita voi olla enintaan 3n—
2. Jos kaikki operaatiot tehdaan yhden kolmion sivun suuntaisiin jonoihin, operaatioita
tarvitaan n kappaletta. Osoitetaan induktiolla, ettd vahemmalla méaralla ei selvitd. Nain
on varmasti, kun n = 1. Oletetaan, ettd kun n = k, tarvitaan ainakin k operaatiota.
Olkoon n = k + 1. Jokin operaatio véarittaa kolmion vasemman alakulman. Voidaan
olettaa, etta tama operaatio varittaa koko alarivin, koska silloin enintaan lisdtdan mustien
kolmioiden maaraa. Operatioiden jarjestykselld ei ole merkitysté, joten voidaan olettaa,
ettd ensimmaéinen operaatio vérittda alarivin. Silloin jéljelle jaa tapaus n = k; ylimpien
k:n rivin kolmiot voidaan induktio-oletuksen mukaan varittaa k:lla operaatiolla.

Osoitetaan sitten, ettd voidaan kayttaa 3n — 2 operaa-
tiota. Asia on selvé, jos n = 1. Oletetaan, etta viite
patee, kun n = k. Kun n = k + 1, aloitetaan kolmella
operaatiolla A, B ja C, joilla véritetdan yksi kolmio-
jono, kuvan mukaisesti. Jaljelle jaa tapaus n = k,
johon voidaan kayttaa 3k + 2 operaatiota induktio-
oletuksen mukaisesti. Silloin voidaan kayttaa kaikki-
aan 3 + 3k + 2 = 3(k + 1) + 2 operaatiota. On vield
osoitettava, etta operaatioita ei voi olla enempaa kuin
3n — 2 kappaletta. Jos kaikki yhden kolmion sivun S oS S ) B/
suuntaiset n janaa on varitetty mustiksi, koko kolmio

on musta. Ennen viimeistd varitystd enintddn 3(n — 1) janaa voi olla mustia, joten ope-
raatioita voi olla enintdén 3(n — 1) + 1 =3n — 2.

2013.11. Teravakulmaisessa kolmiossa ABC, jossa
AC > AB, D on pisteen A projektio sivulla BC'. OI- A

koot E ja F' pisteen D projektiot sivuilla AB ja AC. /I
Olkoon G suorien AD ja EF leikkauspiste. Olkoon H ‘
suoran AD ja kolmion ABC' ympaéri piirretyn ympyran : o W
toinen leikkauspiste. Todista, etta — T /

AG - AH = AD?.

Ratkaisu. Koska kulmat ZAED ja ZDF A ovat suo-
ria, AEDF on jannenelikulmio. Siis ZAEF = ZADF

= /BCA (viimeinen yhtélo johtuu siitd, ettd kulmien kyljet ovat kohtisuorassa toisi-
aan vastaan). Toisaalta kolmion ABC ympérysympyran kehdkulmista ndhdéén, ettd
/BHG = /BHA = Z/BCA. Nelikulmiossa BHGFE on kérjessa H kulma, joka on karjessa
E olevan kulman vieruskulma. Tésta seuraa, ettdi BHGE on jannenelikulmio. Pisteen A
potenssi taméan nelikulmion ympéarysympyran suhteen on AG-AH = AFE - AB. Mutta yh-
denmuotoisista suorakulmaisista kolmioista ABD ja ADE nihdasn, ettid AE-AB = AD?,



ja vaite on todistettu.

2013.12. Olkoon ABCD puolisuunnikas, jossa
ABJ|CD. Oletetaan, ettd kolmion BC'D ympaéri piir-
retty ympyréd leikkaa suoran AD pisteessd E, E #
A, D. Todista, ettd suora BC sivuaa kolmion ABE

P ¢
ympari piirrettya ympyraa.
Ratkaisu. Kehdkulman ja janteen ja tangentin va- ‘

lisen kulman yhtasuuruutta koskevan tuloksen pe-
rusteella vaite tulee todistetuksi, jos naytetaan, etta
/ABC = ZAFEB. Mutta nain todella on, silla suorien
BA ja CD yhdensuuntaisuuden perusteella ZABC' ja
/ZBCD ovat vieruskulmia, ja koska EBCD on jan-
nenelikulmio, myos ZAEB = Z/DEB ja ZBCD ovat
vieruskulmia.

2013.13. Tetraedrin kaikki tahkot ovat suorakulmaisia kolmioita. Tiedetaan, etta kolmella
sen sarmista on sama pituus s. Maarita tetraedrin tilavuus.

Ratkaisu. Olkoon tetraedri ABCD ja olkoon AB = s. Kaksi muuta s:n pituista sirmaa
eivat molemmat voi olla C'D; voidaan valita merkinnét niin, etta BC' = s. Silloin AC # s,
koska muuten ABC olisi tasasivuinen, eikéd suorakulmainen. Kumpikaan sivuista AB ja
AC ei voi olla kolmion ABC' hypotenuusa, joten hypotenuusa on BC ja siis BC = sv/2.
Jos olisi BD = s, olisivat ABD, CBD ja ABC' yhtenevid suorakulmaisia kolmioita, ja
ACD olisi tasasivuinen. Siis joko AD = s tai CD=s. Kérjet voidaan tarvittaessa nimeta
uudelleen niin, ettd CD = s. Kolmio ACD on suorakulmainen. Jos olisi ZADC = 90°,
olisi AD = s. Kolmiosta ABD nahtéisiin, ettd ZBAD olisi suora. Umpinaisen murtoviivan
ABCD kaikki kulmat olisivat suoria ja kaikki sivut yhta pitkid. Tamé on mahdollista vain,
jos ABC'D on tasonelio. Samalla perusteella ZDAC # 90°. Siis ZACD =+ 90°. Siis DC
on kohtisuorassa tasoa ABC vastaan, Tetraedrin ABCD korkeus on siis DC = s ja pohja

1
ABC; tilavuudeksi lasketaan helposti V' = 633.

2013.14. Samasateiset ympyrét « ja ( leikkaavat kah-
dessa pisteessé, joista toinen on P. Olkoot A ja B pis-
teesta P piirrettyjen halkaisijoiden toiset paatepisteet
ympyroilla o ja (3, tdssd jirjestyksessd. Kolmas sa-
masateinen ympyréa kulkee pisteen P kautta ja leikkaa
ympyrat « ja 3 pisteissa X ja 'Y, tassa jarjestyksessa.
Osoita, etta suorat XY ja AB ovat yhdensuuntaiset.

Ratkaisu. Olkoon C' a:n ja D f:n keskipiste. Silloin
CD kulkee on kolmion PAB sivujen PA ja PB keski-
pisteiden kautta, joten AB|CD. Nelikulmiot EXCP

ja EPDY ovat vinoneliéita. Téten CX||PE|| DY . Toisaalta CX = DY, joten CDY X on
suunnikas. Siis XY||CD, joten viite on tosi.

2013.15. Tasoon on piirretty nelja samankeskista ympyraa, joiden sateet muodostavat



aidosti kasvavan aritmeettisen jonon. Todista, etta ei ole olemassa sellaista neliota, etta
kukin naista ympyroista sisaltaisi tasan yhden nelion karjen.

Ratkaisu. Olkoon ABCD nelio ja O mielivaltainen piste nelion sisdlla. Pythagoraan
lauseesta saadaan helposti, ettd OA%2+0OC? = OB?+0D?. Voidaan olettaa, etti tehtivin
ympyroiden séiteet ovat 1, 1 +d, 1 4+ 2d ja 1 4+ 3d, d > 0. Jos ABCD on nelikulmio,
OA = 1+43dja B, C, D ovat kukin muilla ympyréill, niin olisi OA2+0B?-0C?-0D? >
(1+3d)?2+1—(1+d)?— (1+2d?) =4d?> > 0. ABCD ei siis ole nelié. Ristiriita osoittaa,
ettd ABC'D ei voi olla nelio.

2013.16. Kutsutaan positiivista kokonaislukua n maiellyttavaksi, jos on olemassa koko-
naisluku k, 1 < k < n, siten etta

142+ 4 (k—1)=CFk+1)+(k+2)+-+n

Onko olemassa miellyttavaa lukua N, jolle patee

N
20132013 < 5013203 < 20132013 4 47

Ratkaisu. Olkoon n jokin miellyttava luku. Jollain k on silloin

k—1 n n k
E 1= g 1= E 71— g 1.
i=1 i=k+1 i=1 =1

Luvulle £ péatee

k—1 n

k2zk+2~wzk;+2ze‘:]§+ii: Z i+ii:ii:1n(n+1).
2 =1 =1 =1 =1 2

i=k+1 =1

Luvuilla n ja n 4 1 ei ole yhteisia tekijoita. Toinen luvuista on parillinen, joten toisen on
oltava pariton nelicluku, koska yhtiloketjun vasemmalla puolella on nelicluku k2. Jos n
toteuttaisi tehtavan ehdon, olisi

(20132013)% < < (2013%013)% 4 4. 20132013 — (201323 4 2)* —4

Epayhtalon parin vasemman ja oikean jasenen vilissa voi olla vain nelicluku

(20132013 4 1)2. Se on kuitenkin parillinen. Kumpikaan luvuista n, n + 1 ei voi olla
pariton nelioluku. Kysytynlaista miellyttavaa lukua ei ole olemassa.

2013.17. Olkoot ¢ jan > c positiivisia kokonaislukuja. Maryn opettaja kirjoittaa taululle
n positiivista kokonaislukua. Pitaako paikkansa kaikilla n ja c, ettd Mary voi aina valita
opettajan kirjoittamille luvuille jérjestyksen aq,, ..., a, niin, ettd syklinen tulo (a; — as) -
(ag —as)---(an—1 —ayp)- (ay, —a1) on kongruentti toisen lIuvuista 0 tai ¢ kanssa modulo n?



Mary pystyy tekemaan halutulla tavalla. Jos luvuissa on jotkin kaksi, joilla on sama
jakojaannos modulo n, Mary laittaa nama luvut perakkain; niiden lukujen erotus ja siis
koko tulo on silloin jaollinen n:lla. Oletetaan sitten, ettd milldan kahdella luvuista ei ole
samaa jakojaannosta modulo n. Jakojaannoksina ovat silloin kaikki luvut 0, 1, ..., n — 1.
Jos n on yhdistetty, on olemassa k > 2 ja k <[ < n — 2 niin, ettd n = kl. Mary valitsee
nyt niin, ettd a1 = k, ao =0, a3 =1+ 1 ja ay = 1 mod n. Luvut ai, as, ag ja aq ovat
eri lukuja ja (a1 — ag2)(ag —as) = k(({ +1) — 1) = n. Tulo on siis jaollinen n:1l4. Olkoon
sitten n alkuluku. Luvut ci ja c¢j, 1 <17 < j < n eivit ole kongruentteja modulo n, eivatka
siis myoskaan luvut en — ¢ ja en — ¢j. Jos Mary valitsee niin, ettd a; = c¢n — ¢t mod n,
niin a; — a;4+1 = ¢ mod n, ja edelleen Maryn tulo on = ¢ mod n. Mutta Fermat'n pienen
lauseen perusteella ¢” = ¢ mod n, joten todistus on valmis.

2013.18. Mairité kaikki kokonaislukuparit (x, y), joille y® — 1 = x* + 22.

Ratkaisu. Selvésti (z, y) = (0, 1) on ratkaisu ja ainoa sellainen ratkasu, jossa x = 0.
Osoitetaan, ettd muita ratkaisuja ei ole. Oletetaan ettd (x, y) olisi ratkaisu. Silloin my6s
(—z, y) olisi ratkaisu. Voidaan siis olettaa, ettd = > 0. Nyt on, niin kuin helposti ndhdéén,
y =at+ 2?2 +1 = (22 +2+1)(2% —2+1). Osoitetaan, ettd luvuilla 22+ 2 +1 ja 2% — 2 +1
olisi yhteinen tekija p. Se olisi silloin lukujen erotuksen 2x tekija. Mutta 22 + 2 + 1 on
pariton, joten p on pariton. Silloin p on x:n tekiji ja myos (22 +x)m, muttei (22 +x+1)m
tekija. Siis s.y.t.(z?2 + 2 + 1, 22 — 2+ 1) = 1. Tami merkitsee, ettd sekii 22 + x + 1 etti
2 — x + 1 ovat kuutiolukuja, 22 + 2 +1 =a3, 22 —2+1 = b3, b < a. Koska z > 1,
a > 2%/3. Jos a > 3, niin a? > 3a ja 2a® < 3a? — 3a. Talléin

x2—:c+1:b3§(a—1)3:a3—3a2+3a—1<a3—3a2+3a§a3—2a2
=¥ 4r+1-2d°<2?+x+1—2z%3

ja 0 < 2z — 22*/3. T&m4 ei ole mahdollista. Siis @ = 1 tai @ = 2. Mutta a on pariton,
joten a # 2, ja jos a = 1, niin x = 0. Ratkaisua, jossa = # 0, ei siis 10ydy.

2103.19. Olkoon ag = a > 0 kokonaisluku ja a, = 5a,,_1 + 4 kaikillan > 1. Voidaanko a
valita niin, etta as4 on luvun 2013 monikerta?

Ratkaisu. Voidaan. Olkoon nimittain x, = g—z. Silloin xg = ag ja 5"x, = a, =
50,1 +4=>5"a,_1+4, joten x,, = x,,_1 + B Taten, kun n > 1, on

1

T + 2 D 1o

T = X — — PR _ = Q — . = Q —_—

" 5 pn—1 s 1 5n
5

Edelleen a, = 5"z, = 5"(ag + 1) — 1. Olkoon nyt b luvun 5°* jakoji#innos modulo
2013. Koska luvuilla 5 ja 2013 ei ole yhteisia tekijoita, b # 0, ja b:1la ja 2013:1la ei ole
yhteisié tekij6ita. Silloin ass = (ag + 1)b — 1 mod 2013 ja tehtévé palautuu lineaariseksi
Diofantoksen yhtaloksi bx + 2013y = 1. Silla on aarettoman monta ratkaisua, ja niiden
joukossa on sellaisa, joissa x > 2. Jokainen tallainen voi olla ag + 1.



2013.20. Maarita kaikki polynomit f, joiden kertoimet ovat epanegatiivisia kokonais-
lukuja siten, etta kaikilla alkuluvuilla p ja positiivisilla kokonaisluvuilla n on olemassa
alkuluku q ja positiivinen kokonaisluku m siten, etta f (p") = q".

Ratkaisu. Jos f on vakiopolynomi, vakion on oltava muotoa ¢, missd ¢ on alkuluku
ja m positiivinen kokonaisluku. Kaikki tallaiset vakiopolynomit ovat tietysti ratkaisuja.
Oletetaan sitten, ettd f(t) = axt® + --- + ao on jokin ehdon toteuttava polynomi, k& > 1,
ar > 0. Tarkastetaan ensin tilannetta, jossa ag # 1. Olkoon p jokin ag:n alkutekija
(jos ag = 0, p voi olla mikd hyvansa alkuluku). Nyt p| f(p™) kaikilla n. Koska toisaalta
f(™) = ¢™, on kaikilla n oltava f(p™) = p™ jollain m. Oletetaan nyt, ettd as # 0 jollain
s < k. Kun n on riittdvin suuri, p™* > ap_1p"*=D 4+ ... + a9 > 0. Silloin f(p") #
0 mod p™*. Mutta toisaalta f(p"™) = p™ jollain m ja p™ = f(p") > p"*, joten f(p") on
jaollinen p™*:lla. Ristiriita osoittaa, etti a, = 0 kaikilla s < k, joten f(t) = app®. Helposti
huomataan, ettd on oltava ar = 1. Kaikki polynomit f, f(¢) = ¢t jollain kokonaisluvulla
m ovat ratkaisuja. Jéljelld on vield mahdollisuus ag = 1. Olkoon nyt g(¢t) = f(f(¢)). My0s
polynomi ¢ toteuttaa tehtdvdn ehdon. Nyt ¢(0) = p(p(0)) = p(1) > 1. Aikaisemman
perusteella on oltava g(t) = t* jollain k. Siis g(0) = 0. Ristiriita osoittaa, ettd ag = 1 ei
ole mahdollinen. Tehtdvén ratkaisuja ovat siis vain vakiopolynomit f(¢) = ¢"*, missi g on
alkuluku ja m positiivinen kokonaisluku sekd monomit f(t) = ¢", missd m on positiivinen
kokonaisluku.



